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[L'3b] 

CONSTRUIRE  E^  GRANDEUR  ET  M  DIRECTION  LES  AXES 
DUNE  ELLIPSE  DONT  ON  CONNAIT  DEUX  DIAMÈTRES 
CONJUGUÉS; 

Par  m.  a.  MANNHEIM. 


Le  problème  dont  il  s'agit  a  donné  lieu  à  un  assez 
grand  nombre  de  constructions.  Une  déinonslralion 
nouvelle  de  l'une  d'elles  ne  peut  évidemment  constituer 
qu'une  simple  curiosité  géométrique.  C'est  à  ce  litre  qu'il 
me  semble  intéressant  de  signaler  la  suivante,  inédite  je 
crois,  qui  est  curieuse  en  ce  qu'il  suffit  que  l'on  connaisse 
seulement  la  génération  de  l'ellipse  et  la  construction 
de  deux  de  ses  diamètres  conjugués  obtenues  en  considé- 
rant l'ellipse  comme  projection  d'un  cercle.  De  plus, 
cette  construction  se  trouvant  démontrée,  on  peut  eu 
déduire  un  certain  nombre  de  théorèmes  qui  sont  pré- 
cisément ceux  sur  lesquels  on  s'appuie  en  général  pour 
y  arriver  :  les  théorèmes  d'Apollonius  par  exemple. 

Soient  OC,  OE  les  rayons  de  deux  cercles  concen- 
triques égaux  respectivement  au  demi-petit  axe  et  an 
demi-grand  axe  d'une  ellipse.  Les  droites  CD,  ED  parai- 


(  6  ) 
lèles  aux  axes  de  celle  courbe  se  coupent  eu  uu  de  ses 
points  D  :  c'est  le  mode  de  génération  de  l'ellipse  qui  est 
bien  connu.  Au  moyen  de  E',  extrémité  du  diamètre 
perpendiculaire  à  OE,  on  obtient  de  la  même  manière 
le  point  D'  extrémité  du  diamètre  de  l'ellipse  qui  est 
conjugué  de  OD.  Tout  ceci,  comme  je  l'ai  dit,  s'obtient 


eu  considérant  l'ellipse  comme  projection  d'un  cercle, 
et  suffit  [)Our  la  déinonstratiou  qui  suit. 

Les  triangles  CDE,  C'D'E'ont  des  hypoténuses  égales 
et  leurs  côtés  respectivement  perpendiculaires;  ils  sonl 
donc  égaux   et  l'on  a   : 

E'D'=  CD. 


Faisons  toui-ner  d'un  angle  droit  le  triangle  E'D'O 
autour  de  son  sommet  O.  Le  point  E'  vient  en  E  et  le 
point  D'  en  G.  On  a  alors 

GE  =  E'D', 

Par  suite,  d'après  ce  qui  précède, 
GE=  CD. 


(  7  ) 
l,a   (igure  CDEG   est  donc   un  reclangle  et  l'oji  a  cette 
coiislriicti(in  pour  le  problème  proposé  : 

Sur  la  perpendiculaire  OG  à  O'D'  on  porte  le  seg- 
ment OG  l'gfil  à  OD'.  On  mène  la  droite  01  (jui  passe 
par  le  milieu  I  de  DG  et  Von  prend  sur  cette  droite  les 
segments  lE,  IC  égaux  à  ID. 

La  droite  CD,  ijui  passe  par  le  point  G  plus  rap- 
proché de  O  que  le  j)oint  E,  est  parallèle  au  grand 
axe;  les  demi-axes  sont  égaux  à  OE,  OC. 

Prolongeons  ED  jusqu'au  point  E,  où  elle  coupe  le 
cercle  de  rayon  OE.  Si  1  on  fait  correspondre  le  point  D 
au  point  E,,  on  est  conduit  à  employer  le  point  G, 
extrémité  du  segment  OG|  qui  est  perpendiculaire  et 
égal  à  OD'.  On  achève  alors  la  construction  comme 
précédemment,  en  faisant  usage  du  milieu  I'  du  seg- 
ment DG( . 

Ainsi  que  je  l'ai  dit  eu  commençant,  la  construction 
étant  obtenue,  on  peut  en  déduire  divers  résultais.  Par 
exemple  : 

Les  bissectrices  des  angles  formés  par  les  droites  DG, 
DG(  sont  parallèles  aux  axes  de  l'ellipse. 

En  effet,  le  triangle  isoscèleGlE  a  ses  côtés  également 
inclinés  sur  les  axes  de  l'ellipse,  DG)  est  parallèle  à  10, 
donc,  etc. 

On  peut  ajouter  que  DG  étant  égal  à  CE  est  égal  à 
la  denn-dijj'érence  des  axes.  De  même  DG(  est  égal  à 
la  demi-somme  des  axes. 


(  8  ) 

[Rie] 

SUR  LE  SYSTÈME  ARTICl'LÉ  DE  M.  KEMPE: 

Par  m.  g.  FONTENÉ. 

{Suite.) 


§   III.   —  Autres  poijvts   de   vue. 

10.  Si  l'on  construit  la  ligure  de  proche  en  proche, 
on  utilisera  seulement  i3  conditions  (au  lieu  de  i^), 
et  l'on  aura  à  démontrer  (|ue  quatre  longueurs  (tiges 
surabondantes)  conservent  des  longueurs  invariables 
dans  la  déformation  du  système  obtenu.  On  peut  pro- 
céder de  diverses  manières. 

On  peut  partir  de  la  figure  3,  avec  les  5  conditions  (-) 
et  (12), 

^v/\  /\/s  /^/X  /\  ^ 

M  =  M,        N  =  N,        P  =  P,        Q  =  Q, 
X-f-G  =  B  + D. 

La  comparaison  des  relations  (  1 3)  et  (  1 4)  montre  d'abord , 
comme  on  l'a  déjà  dit,  que  le  rapport  AB  ;  CD  reste  con- 
stant dans  la  déformation  du  quadrilatère  MNPQ.  De 
plus,  si  l'on  pose 

ImA.D  =  ^,  (  NBA  =  jk,  JPGB=^,  j  QDG  =  ^ 
(NAB=a"',  |PBG=y,  (  QCD  =  2',  [MDA  =  t\ 
on  a 

(  y-^y  -^  t  -\-t'  =  i.^. 

Pour  le  démontrer,  projetons  les  points  A,  B,  C,  D 


(  9) 
en  A',  B',  C,  D'  sur  les  colés  du  quadrilatère  MNPQ. 
Ou  a,  avec  les  nolalions  déjà  employées, 


MA'         m  ÎNB'         n 


A'N         "  Ji'P        J' 

d'où  Von  déduit  en  passant 


MA'  NB' 

X  X.  . 


A'N  B'P 

La  condition 

A  +  C  =  B  -i-  D, 

1 

a^-  b'i  c2  cP- 


équivaut  à  ceci   :   les  quatre  points  A',  B',   C,  D'  sont 
à  un  cercle.  En  elïet,  à  cause  de 

MÂ^         A^^  MN  M?         IrP  ÏVP 


m  n  ni  -\-  n  n  p  n  -i-  p 

si  O  est  un  point  quelconque,   le  théorème  de  Stewart 

donne 

2  2  2  a-rnn 

OM    X  n  -h  ON    X  m  —  O  A     x  (  m  -f-  n  )  =  > 

m  -\-  n 

ÔN^  X  D  -r-  ÔP'  X  n  —  OB''  x  (  n  -^ p  )  ^  — ^^  > 


en  ajoutant  ces  égalités  divisées  respectivement  par  nui., 
—  7//J,  .  .  . ,  on  obtient,  d'après  la  relation  ci-dessus, 

U^-^  X  f- -^ -")- OB'' X  f- ^- -)-..."...=  o, 
\in        n /  \  Il        p / 

et  l'on  sait  qu'une  telle  relation  sans  constante  n'a  lieu 
que  si  les  points  A',  B',  C,  D'  sont  à  un  cercle.  Or, 
comme  les  triangles  DMA  et  D'.M  A',  ANB  et  A'IN  B',  . . ., 


(    lo   ) 
sont  semblables    deux   à  deux,    la   première   des    rela- 
tions (17)  devient 


MA'D'+  NA'B'-+-  PG'B'+QC'D'=  2^ 


ou  encore 


D'A'B'+B'G'D'  =  2'' 


ce  qui  a  lieu  dans  le  quadrilatère  inscriplible  A'B'C'D'. 
Construisons  alors  (  fîg.  5)  le  triangle  AQ)B  inver- 


ti «.  5. 


sèment  semblable  au  triangle  CQD  et  le  triangle  CN,  D 
inversement  semblable  au  triangle  ANB  ;  les  quadrila- 
tères 

ANBQi     et     GNiDQ, 

ou   (C)    et   (C,),   sont    inversement  semblables,    et,    en 

raison  de  la  constance  du  rapport -^ppr'  cette  similitude 

persiste  dans  la  déformation  du  système.  Il  en  sera  de 
même  pour  les  quadrilatères  inversement  semblables 

AMDPi     et     GMiBP, 

ou  (B)  et  (B,),  obtenus  d'une  manière  analogue. 

La  figure  satisfait  ainsi  à    i3   conditions,   et  il  faut 
montrer  que  les  4  côtés  du  quadrilatère  M,  N,  P,  Q,  con- 


(  "  ) 

seivenl  des  lungutuus  invariables  dans  la  déformalion 
du  système. 

Les  angles  en  A,  B,  C,  D  des  triangles  7\P,Q,, 
BQ,  .M|,  .  .  .  ,  fjui  bordent  ce  quadrilatère  doivent  donc 
être  constants. 

Or  on  a,  avec  les  notations  de  la  figtire, 

A  ^=^  T  -h  Z.  /     =:  a-'-i-  z', 

et  les  relations  fi  7)  donnent 

x  +  /  =  i''.     x'+/'=2^ 

d'où  l'on  conclut  que  les  angles  en  question  sont  sup- 
plénientairesdes  angles  en  A,  B,C,  D  des  triangles  AMN, 
B^P,  .... 

On  peut  chercher  à  établir  directement  les  égalités 

On  a  d'aboid 

(18)  (X  +  r)  +  (X'-4-/')  =  4'. 

D'autre  part,  on  a  facilement,  entre  les  angles 
opposés  A  et  )/  du  quadrilatère   (B),    la  relation 

ac  ^  bd  .. , 

cosA : — =; — -. — =-cosA  =const.; 


sinAsinC  sinBsiiiD 

on  a  de  même 


bd 

cos  l -. — rr — -. — p-  cos  /  =  const .  ; 


sinAsinC  sinBsinD 


on  peut  voir  sans  calcul  que  les  deux  constantes 
ont  une  somme  nulle,  et  l'addition  donne,  en  tenant 
compte  de  (18),  une  relation  qui  admet  la  solution 
cherchée  a -f- /  z=  2'*,   et  une  solution  étrangère. 


(     »2    ) 

11.   On  peut,  encore  partir  de  la  figure  6,  où  Ton  sup- 
pose d'abord 

PiAQi-^MAN  =  2", 

afin  d'avoir  au  point  A  les  angles  variables  supplémen- 
taires À  et  —  —  A.  Les  cosinus  des  angles  variables  B 
et  D  sont  alors  liés  par  une  relation  linéaire,  et,  sous 
deux  conditions  nouvelles,  les  angles  B  et  D  varieront 

Fie.  6. 


en  restant  constamment  supplémentaires;  si  l'on  pose 

AN  =  b.        AQi  =  /y,         BN  =  3,         BQ,  =  i'. 
AM  =  cL         APi  =  d\         DM  =  0,         DPj  =  0  . 

les  deux  conditions  sont 


(19) 


bb^_dd^_  (bd-\-b'd')(bd'-^b'd) 


La  figure  dépend  de  y  paramètres,  puisque  les  10  lon- 
gueurs vérifient  3  conditions. 

Si  l'on  constiuit  alors  sur  les  côtés  NB  et  MD  deux 
triangles  convenables,  jNBP  et  MDQ,  on  pourra  démon- 
trer que  la  longueur  PQ  reste  constante  dans  la  défor- 
mation de  la  figure  ;  deux  des  4  conditions  seront 

^,       ,^  -^      x\ 

M  =  iM,         N  =  N. 

De  même,  si   l'on  construit  sur  les  côtés  Qi  B  et  P,  D 


(  «^  ) 

lieux  Iriaiigles  couvenal)les,  Q,  BM|  et  P,  DN< ,  la  lon- 
gueur .M)  ^1  )  restera  lonslauie  dans  la  déformation  de  la 
figure.  Eufin,  si  l'on  construit  le  triangle  PQC  au 
moyen  des  angles  V  et  Q,  les  côtés  C.Mi  et  CN,  du 
triangle  M)  IN ,  C  auront  des  longueurs  constantes. 

Si,  dans  la  figure  2,  on  supprime  les  4  liges  sura- 
bondantes CB',  BC, ,  C,B', ,  B,  C,  la  figure  obtenue  est 
formée  par  la  réunion  de  deux  figures  analogues  à  la 
figure  6,  l'une  des  deux  figures  déterminant  complète- 
ment l'autre. 

12.  Revenons  à  la  figure  i.  On  peut  de  quatre  ma- 
nières différentes,  en  isolant  un  couple  de  triangles 
opposés,  regarder  le  système  comme  formé  d'une  chaîne 
(Je  6  triangles ,  dans  laquelle  les  sommets  libres  des 
3  tiiatigles  de  rangs  impairs  sont  articulés  avec  les 
sommets  d'un  triangle  de  rattachement,  et  les  sommets 
libres  des  3  triangles  de  rangs  pai/s  sont  de  même 
articulés  a\^ec  les  sommets  d'un  autre  triangle  de 
rattachement.  Ces  chaînes  de  triangles  bordent  des  con- 
tours hexagonaux  dont  l'un  forme  le  périmètre  de  la 
figure  1,  et  dont  les  trois  autres  sont 

GBA'CiBiAj,     ••.; 

elles  généralisent  les  4  pentagones  de  l'appareil  à  8  tiges 
auquel  conduit  l'appareil  à  ligne  droite  de  Hart. 

Considérons  {fig-  2)  l'hexagone  articulé  B'Cj  A'B',  C'A, , 
bordé  par  les  triangles  a,  ^,,  c,  «,,  ^,  c^  qui  forment 
deux  systèmes.  En  premier  lieu,  ces  triangles  doivent 
satisfaire  aux  conditions  suivantes.  D'une  part,  en  chaque 
sommet  de  l'hexagone,  les  angles  de  triangles  marqués 
sur  la  figure  sont  égaux;  les  6  angles  changés  de  signe 
sont  d'ailleurs 

Yi  — a,     a  —  ^i,     ...,     (3—  Yi, 


(  '4  ) 

de  sorte  que  leur  somme  est  nulle;  ils  satisfont  en  outre 
à  la  condition 

sin  A'  sin  B'  sinC  =  —  sin  A',  sin  B  j  sin  C  j . 
D'autre  part,  on  a  les  trois  relations  d'aires 

a  -)-  «1  =  o,  6  -1-  èj  =  o,  c  -1-  Cl  =  o. 

On  a  ainsi  i  i  conditions,  qui  laissent  n  paramètres 
pour  les  triangles. 

En  second  lieu  l'hexagone,  dont  la  forme  dt'[)end  de 
3  paramètres,  doit  se  déformer  sous  les  2  conditions 
suivantes,  qui  laissent  un  paramètre  de  déformation  : 
les  angles  égaux  V  marqués  nu  point  A'  doivent 
être  égaux  aux  angles  égaux  )/  marqués  au  point  A', , 
et  il  doit  en  être  de  même  pour  les  angles  ^J  aux 
points  B'  et  B',  ;  //  en  est  alors  de  même  pour  les  angles  v' 
aux  points  C  et  C,  ;  car,  en  admettant  qu'il  eji  est  ainsi, 
la  somme  des  angles  de  l'hexagone  est 

_H  X'-+- (  Y  -  ?i  ) -f- (^o- |V ) -^  (a,  -  7) 

ou  8^ 

Sons  les  i3  conditions  qui  viennent  d'être  indiquées, 
les  côtés  des  deux  triangles  ABC  et  A)  Bi  C,  restent  con- 
stants pendant  la  déformation.  Ces  6  côtés  complètent 
les  6  quadrilatères  (A),  (B),  (C),  (A,),  (B,),  (C,) 
inversement  semblables  deux  à  deux. 

§  IV.  —  Tiges  au  lieu  de   plaques. 

13.  Examinons  le  cas  (Jig-  7)  où.  les  plaques  trian- 
gulaires sont  remplacées  par  de  simples  tiges.  En  gé- 
néral {Jig.  3),  si  l'on  donne  le  quadrilatère  MNPQ, 
les  points  A,  B,   C,   D   dépendent  de   3    paramètres. 


(   «5  ) 
On  peut   s(î   donner,    avec    :î    paramètres,    les   projec- 
lîons  A',  IV,  G',  D'  de  ces  points  sur  les  côtés  du  (jua- 
drilatèrc  : 

i"  On  doit  avoir 

MÂJ         W& 

■  X  -^=^  X. .  .=  I  : 

A'N         B'P 

u"    Les   4    points    A',    B',    C,    D'   doivent   être  à    un 
Fig.  7. 


cercle;  on  se  donne  en  outre  l'angle  AMN.  Si  cet  angle 
devient  nul,  les  points  A,  B,  C,  D  viennent  en  A',  B', 
C,  D';  on  peut  se  donner  le  quadrilatère  MNPQ,  et  les 
points  A,  B,  C,  D  sous  les  2  conditions  suivantes  : 


1"  On  doit  avoir 


MA  NB 

-  X  -=  X.  . .—  1, 
AN  BP 


c'est-à-dire  que  les  droites  AB,  CD  doivent  se  couper 


(  i6  ) 
en  un  point  J  situé  sur  MP,  ou  encore  les  droites  AD, 
CB  doivent  se  couper  en  un  point  K  situé  sur  NQ  ; 

2"  Les  4  points  A,  B,  C,  D  doivent  être  à  uji  cercle. 

Le  système  dépend  alors  de  6  paramètres. 

14.   Les  8  tiges  forment  i  tétrades  et  4  couples  : 


ANM 

BMiQi 

GQP 

DPiNi 

GN.Mi 

DMQ 

AQ.Pi 

BPN 

2  tiges  qui  n'appartiennent  ni  à  une  même  tétrade  ni 
à  un  même  couple  sont  articulées  entre  elles.  De  trois 
manièies  différentes,  le  système  est  formé  de  2  qua- 
drilatères articulés,  qui  sont  articulés  entre  eux-,  dans 
le  Tableau  suivant,  la  dernière  colonne  indique  les 
points  d'articulation  pour  MN  et  P|Q(,  ...  : 

(M,N,  P,  Q;  Pi,Qi,M„Ni),  (A,  B,  C,  D  ), 
(A,  M,  D,Pi;  B,  P,  C,  Mi),  (N,  Q,  Ni,Qi), 
(A,  N,  B,Qi;D,   Q,    C,    Ni),         (M,  P,  Mj,  Pi); 

les  quadrilatères  MiNPQ  et  M,N,  P,Qi  sont  inverse- 
ment semblables,  ainsi  que  les  quadrilatères  AMDP, 
et  CM,BP,  ANBQ,  et  CN.DQ. 

13.    De  la  méthode  employée   au   §   II   pour  le  cas 
général,  je  retiendrai  seulement  ceci.  Si  l'on  pose 


MA 

AN 

m 
n 

NB 
BP 

n 

mTc 

nii 

NiD 

ni 

GN, 

ni 

DPi 

Pi 

(  ■:  ) 

il   faut,   clans    l(!S   foiimiles   (i</),    rciiuplacer  ni,  //,   .. 
par  G/;/,  (r//.  ...,  ic'Miplaccr  ///,,  /?,,  .  .  .   par 

GrniX{/i</ — ">p),     GniX{/i(j  —  /«/^),      ..., 

cl  faire  (i  infini;  cela  tl<iiine 

P 


(  l>  -^  li  ,{  l->  -\-  q) 

7 

^9  ^PH'/  -^  m) 


On  a  encoi'e 

/.■2  _  mi/?i  _  n^qi 


{nq  —  "ip)"^  ifif 


(m  -^  n )  {m  -h  q  )  { p  -^-  n)  {p  -h  q ) 

la  dernière  expression  de  fc-  étant  celle  de  M.  Darboux  ; 
on  peut  éci'ir(; 

—  k-  nii-\- rii   ni->r-p\ 

nq  —  nip         m  -\-  n  n  -h  p 

16.  La  [)iemière  métliode  dn  §  111  (u"  10)  est  ici  la 
plus  simple,  en  partant  des  liy[)ollièses  du  n"  13,  dont 
la  seconde  se  traduit  pai'  la  relaticjii 

«2  62  c2  d-^ 


m  ^  Il        n  -h  p        P  -^  Ç        q  -\-  m 

On   veira   d'abord  que   le   lapport  -ttt   reste  constant 

dans    la    déformation    du    contour,    ainsi    (pie    le    rap- 

AD 
port  ^. 

On    construiia    les    cpiadrilatères    inversement    sem- 
Ann.  de   \fatkéinat.,  4°  série,  t.  IV.  (Janvier  >9<)).)  2 


(   >8   ) 
blables   ANBQ,    cl  CJN,DQ;   el  l'un  démonlreia  que 
le  point  de  cioisenient  Mj  des  tiges  BQ,   et  CN,  reste 


Fis.   8. 


fixe  sur  cliacanc  de  ces  tiges  dans  la  déformation  du 
système,  de  même  que  le  point  de  eroisement  P,,  ... 
(  voir  la  figure  8). 


17.     Avec    la    métliode   du   n"    H,  on    partira   de    la 
figure  9,  supposée  telle  que  les  angles  marqués  en  B  etD 


l'^'g-  9- 


soient  supplémentaires  ;  etc.  La  figure  complète  peut  être 
itîgardée  comme  formée  de  cette  figure  9  et  d'une  figui-e 


(   '9  ) 
analogue  ('oiii[)rciiaMt  les  (juadrilatères  (B,  )  et  (Ci);  si 
l'on  rapproche  les  points  D  des  deux  figures,  ainsi  que 
les  poinls  13,  ou  doit  obtenir  les  lignes  droites 

DMQ,     BNP,     BMiQi,     DNiPp 

18.  Enfin,  d'après  ce  qu'on  a  vu  an  n°  12,  ou  peut 
de  (]uatre  manières  dillérentes  {Jig-  7),  en  isolant 
un  couple  de  liges  (AQjPi  et  CQP  par  exemple), 
regarder  le  système  comme  formé  d'uu  contour  hexa- 
gonal (MNBM,N,D)  dont  les  tiois  côtés  de  rangs  im- 
pairs sont  aiticulés  avec  l'une  des  tiges  du  couple  isolé, 
les  trois  cotés  de  rangs  pairs  étant  articulés  avec  l'autre 
tige  de  ce  couple.  L'hexagone  considéié  doit  se  déformer 
de  manière  que  les  angles  opposés,  marqués  sur  la  figure 
en  M  et  M),  N  et  Ni,  B  etD,  soient  égaux  deux  à  deux, 
te  qui  forme  deux  conditions  et  non  trois. 

19.  Par  symétrie,  il  résulte  de  ce  qu'on  a  vu  au  n"  13 
<|ue  les  diagonales  homologues  AB,  CD  des  (juadrila- 
tères  (C)  et  (C,)  et  les  diagonales  homologues  MP, 
M,P|  des  quadrilatères  (A),  (A,)  passent  par  un  même 
point  J  {fîg-  10);  que,  de  même,  les  diagonales  AD,  CB 
<les  quadrilatères  (B),  (B,)  et  les  diagonales  ]NQ,  N,Q, 
des  quadrilatères  (A)  et  (A,)  passent  par  un  même 
point  K;  enfin,  les  diagonales  MP,,  M,  P  des  quadri- 
latères (B)  et  (B,)  et  les  diagonales  NQ,,  ]N,Q  des 
(juadrilatères  (G)  et  (Ci)  passent  par  un  même  point  I. 
En  outre,  les  c|uatre  points  d'articulation  A,  B,  C,  D 
sont  à  un  ceicle,  et  il  en  est  de  même  des  quatre  points 
d'articulation  N,  Q,  N,,  Q,,  des  quatre  points  d'arti- 
culation M,  P,  M,,  P,. 

L'existence  du  point  I  peut  d'ailleurs  s'établir  direc- 
tement;  le  point  de   rencontre  des  diagonales   homo- 


(     20    ) 

îogues  MP|,  M,  P  des  qiiadrilalèrcs  (B)  et  (B))  est,  eu 
effet  {fig.  8),  homologue  de  lui-même  pour  les  deux 
quadi'ilatères  inversement  semblables  (A)  et  (A|),  et  il 
en  est  de  même  du  point  de  reneonire  des  diagonales 
homologues  NQi,  N,Q   des  quadrilalères  (C)  et  (Ci); 


Kn 


or,  il  existe  un  seul  point  I  tel  que  les  deux  triangles  IM\, 
IM,N,  soient  inversement  semblables.  Les  relations 


IMi 
TvT 


IN 


IP 


IQ. 


donnent,  en  particulier, 
IM,x  IP  =  IPiX  IM, 


IN,x  IQ  =  IQiX  IN, 


et  l'on  voit  ainsi  directement  que  les  quatre  points  M, 
P,  M,,  P,  sont  à  un  cercle,  de  même  que  les  quatre 
points  N,  Q,  N,,  Q,. 


(    21     ) 

On  a,  en  outre, 

I\1IN +  iMQ  =  MIN-4-  FiIQi=:2''; 

le  point  I  est  donc  foyer  d'une  conique  inscrite  au 
f/uadrilalère  MJVPQ,  et  ce  point  a  Ici  même  propriété 
pour  le  quadrilatère  M)  N,  P,  Qj . 

De  la  similitude  inverse  des  quadrilatères  (A)  et  (A,) 
par  exemple,  il  résulte  que  les  quatre  couples  de  tiges 

J     ANM,  (  BMiQi,         (     CQP,  j  DPiN,, 

\  G  Ni  Ml,         \     DMQ,  j  AQiPi,         j      BPN 

ont  mêmes  directions  de  bissectrices  :  ce  sont  les  direc- 
tions des  axes  autour  desquels  on  doit  replier  (A)  pour 
le  rendre  parallèle  à  (A)),  etc.  Ces  mêmes  directions 
sont  celles  des  bissectrices  des  angles  que  forment 

(  MPi     et     MiP,'  (  AB     et       CD,  (AD     et      CB, 

en  I  en  J  {  en  K  . 

1  NQi     et     NiQ,  I  MP     et     MiPi,  (  NQ     et     NiQi; 

le  fait  que  les  angles  formés  en  1  par  IM  et  IP  ont 
mêmes  bissectrices  que  ceux  formés  par  IjN^  et  IQ  se 
traduit  encore  ainsi  :  le  point  I  est  fojer  d'une  conique 
inscrite  à  MNPQ. 

On  peut  se  donner  le  quadrilatère  articulé  MNPQ;  le 
point  I  étant  foyer  d'une  conique  inscrite  à  ce  quadri- 
latère, pour  l'une  des  formes  qu'on  peut  lui  donner,  on 
peut  prendre  M,  quelconque  sur  JP,  et  déterminer  N,, 
Pi,  Qi  par  les  propriétés  précédentes. 

§   V.  —  L'appareil   de  Haut.    ' 
20.   D'après  la  formule  générale 

, ,  _    (riq  —  mp  )-  -\-  ( m  -h  n  -+-  p  -+-  g)- 

{m  -^  /i)  {m  -{-  q  ){p  ^  H)  (p  -h  q) 


(    22    ) 

si    l'on  veut  avoir  A=  o,  poui'  des  valeurs  finies  de  m, 
n^  p,  q^  il  faut  faire  siniullauénient 


q  =:—  (w  -^p). 


mp^ 


de  sorte  que  ii  et  q  doivent  être  /?/  et  p  changés  de  signe, 

soit 

m  -H  n  =  o,         p  -h  q  =  o  ; 

mais  alors  la  valeur  de  A-  se  présente  sous  la  forme  illu- 
soire -•  rCela  donne  d'ailleurs 
o     L 

de  sorte  que  {/ig-  2)  les  points  A  et  A,  sont  rejctés  à 
l'infini;  ce  cas  est  sans  intérêt.] 

Pour  pouvoir  faire  k  =  o,  il  faut  se  placer  dans  le  cas 
où  les  plaques  triangulaires  sont  remplacées  par  des 
tiges;  la  condition  est  alors,  en  prenant  /?i,  /;,  />,  q  dans 
le  sens  indiqué  au  11°  15, 

mp  =z  nq  ; 

les  divisions  de  points  MAN  et  QCP  i^fig-  i  i)  doivent 

Fis.  II. 


être  semblables,  ainsi  que  les  divisions  de  points  MDQ 
et  NBP-,  les  4  points  A,  B,  C,  D  doivent  d'ailleurs  être 
à  un  cercle;  le  système  dépend  de  5  paramètres. 


(  --^3  ) 
!21.    On   (il)lic'iil   iiiif  lliéoiie  simple  de   Tapparcil  en 
le  pic.scnlanl  coimne  il  suit  : 

Soit  un  contour  ijinul niu^^nlciire  plan  Mi\PQ  et  S 
un  point  (foyer  d'une  conitjui;  inscrite)  tel  que  les 
directions  SM  et  SV  d'une  part,  SN  et  SQ  d'autre 
part,  aient  même  bissectrice.  Menons  SA,  SB,  SG,  SD 
telles  que  chacune  de  ces  droites  et  le  côté  du  contour 
opposé  à  celui  auquel  elle  aboutit  soient  également 
inclinés,  en  sens  contraires ,  sur  ces  bissectrices.  Le 
système  articulé,  représenté  par  la  figure,  est  défor- 
mable  dans  le  plan. 

Les  quadiilalères  MDSA  et  SBPC  sont  iiiversenient 
semblables,  ainsi  que  les  quadrilatères  NBSA  et  SDQC, 
comme  le  montre  uu  renversement  autour  de  l'une  des 
bissectrices  indiquées;  celte  remarque  servira  dans  uu 
instant. 

Dès    1877,    Hart  avait   donné  dans   les  Proceedings 

(t.  VllI,  p.  288 j  l'appareil  à  ligne  droite  qui  porte  son 

nom  et  qui  est  un  cas  singulier  du  système  de  Kempe 

considéré  ici  {fig.  i  Oj  ^'"  i^79i  ^^-  Darboux  {Bulletin, 

iS^q,  p.  1 44)  appliquait  la  niélliode  de  Hart  à  ce  dernier 

système,  et  une  parti*,'  du  calcul  de  cet  auteur  doit  être* 

conservée.  Si  l'on  supprime  d'abord  la  liaison  PQ,  et  si 

l'on   se  borne   à    considérer   le   pentagone   SDMNB,   on 

trouve  que  la  liaison  SA  est  celle  qui  assure  l'égalité 

des  angles  marqués  en  B  e^  D  sur  la  figure  :  cela  résulte 

2        — :2 

de  la  relation  linéaire  entre  SM    et  SN    qui  traduit  cette 

égalilé.  Au  lieu  de  continuer  l'emploi  du  calcul  pour 
remplacer  la  tige  SA  par  la  lige  PQ  sans  s'occuper  de  la 
tige  se,  nous  considérerons  avec  M.  J.  Réveille  {Nou- 
velles Annales,  1902,  p.  128)  l'ensemble  du  système 
tel   que  Kempe  Ta   envisagé  le   premier,    c'esl-à-dire  le 


{  24  ) 

syslème  do  la  figure  i  i  ;  les  points  Q  ai  P  sont  définis 
par  les  triangles  semblables  SDQ  et  NBS,  SBP  et  MDS 
(lafiguie  12  est  plus  eonnue).  Si  Ion  dénoue  seulement 

Fig.   .0. 


d(^-h\ 


b{]-7i) 


l'articulation  Q,  et  si  l'on  appelle  Q  le  pr)int  d'inter- 
section des  droites  MD  et  PC  dans  Ja  ligure  déformée, 
la  similitude  des  quadrilatèies  MDSA  et  SBPC  entraîne 
celle  des  deux  autres,  les  longueurs  DQ  et  CQ  gardent 
leurs  valeurs  premières,  l'articulation  Q  se  maintient 
d'elle-même. 

Des  quatre  liges  qui  guident  le  point  S  dans  la  défor- 
mation du  contour  MNPQ,  on  peut  en  supprimer  deux, 
soit  consécutives,  soit  opposées. 

22.  Avec  les  notations  de  la  figure,  en  appelant  O  le 
point  d'intersection  des  droites  AC,  BC,  le  théorème  de 
Slewart  pour  les  deux  systèmes  d'obliques  SA,  SO,  SC 
et  SB,  SO,  SD  donne  immédiatement,  entre  les  lon- 
gueurs SA  =  a,  SB  =1^,  •  •  •  ,  la  relation 

La  déformabilité  du  système  se  tiaduit  alors  parles  5  re- 


(  a^  ) 


lalloiis 

a 

ï 

3 
'   d   ~ 

0 

c 

a 

h 

h 

\~h 

rt' 

^  —  f; 

=  ^^(i  —  é,n  X  /'(i  —  h). 


c  a  -f-  «  Y  =  <r/ 3  -f-  6  0. 

23.    On  eu  déduit 

c2  ^/2  rf2  b"- 


si  rt,  Z»,  c,  d  sont  donnés,  o-  et  h  sont  ainsi  liés  par 
une  relation  doublement  quadratique  à  cause  du 
cercle  ABCD.  Pour  wne  même  valeur  de  h,  on  a  deux 
valeurs  de  ^;  si  l'on  désigne  ces  valeurs  par  ^  et  g', 
on  a 

OU 

d^  b^ 


dHx  —  g)        b-^ 


en  appelant  j3'  et  o'  les  nouvelles  tiges  S'B,  S'D,  on  a 
donc  (3'=  0,  o'=  jj,  de  sorte  que  BSDS'  est  un  conlre- 
parallélogramme,  comme  on  le  voit  d'ailleurs  par  l'exa- 
men du  pentagone  fondamental  S'DMNB;  Kempe 
signale  ce  fait,  que  Hart  avait  déjà  indiqué  pour  le  cas 
singulier  considéré  par  lui. 


24.  Si  l'on  regarde  »•  et  h  comme  les  coordonnées  car- 
tésiennes  d'un  point,  la  courbe  représentée  par  l'équa- 


(  ^6) 
lion  ci-dessus  est  une  cubique  circonscrile  au  quadri- 
latère   complet    çO- =  o ,    ^=1,    A  =  o,    h=i.    Cette 
cubique  est  nodale  si  l'on  a 

c  -h  a  —  d  +  b         (=  l), 

c'est-à-dire  si  le  quadrilatère  MNPQ  est  circonscriptible 
à  un  cercle;  on  a  au  point  double 


d 

^=7' 

I  - 

b 
"« -7' 

/.=  ?, 

1  - 

7               ^ 

et,  si  l'on  adopte  ces  valeurs  de  g  et  de  A,  on  a 
NA  =  NB=^,  PB=PG  =  ^, 

Ou  a  alors 

\/abcd 


l 


de  sorte  que  S  est  centre  du  cercle  ABCD  ;  d'après 
NA  =  ]NB,  .  . . ,  ce  point  est  en  même  temps  centre  du 
cercle  inscrit  au  (juadrilatère  (foyer  double). 

M.  Darboux  a  déjà  montré  {Bulletin,  iS'jc),  p.  6^)  que, 
si  l'on  déforme  le  quadrilatère  circonscriptible  MJNPQ 
en  maintenant  fixes  les  points  M  et  N,  le  lieu  du  cenlie 
du  cercle  inscrit  est  un  cercle. 

25.  L'appareil  de  Hart  pour  le  guidage  rectiligne  d'un 
point  s'obtient  en  prenant  g  infini,  d'où  résulte 


h        I  —  h 

Dans  la  figure  i  2,  le  pentagone  de  Hart  est  S'DMNB, 
sous  la  condition 

DS'x  DM  =  BS'x  BN; 


(  -^1  ) 

on  a  donc 

S'M'—S'.N"  =  const. 

Les  points  Q  et  P  étant  délinis  par  les  triangles  sem- 
blables S'DQ  et  N  RS',  S'BPet  AIDS',  les  triangles  S'PQ 
et  S'MiN    sont  semblables,    avec   le  i-apport  de   siiuili- 

DS'  KS' 

tude  7-^  OU  -rrVr'  <'L  la  tiiic  PO   maiiiticnl  léyalilé  des 
B.N  DM  0        V  & 

angles  en  D  et  B.   Les  projections  du  point  S'  sur  MN, 

et,  par  suite,  sur  PQ,  occupent  des  positions  fixes   sur 

ces  droites  quand  on  déforme  le  contour. 

La  propriété  du  dernier  sommet  S  du  conlre-paralie- 

logramme  BS'DS,  propriété  signalée  par  Hart,  donne 

lieu  aux  remarques  suivantes  (Note  de  M.  Piéveille  j  : 

En  raison  de  l'hypothèse 

PS  _  BS 
DM  ~  B\' 


les  triangles  SDM  et  SBN  sont  semblables,  le  rapport  t^^t 


SM 

est  constant,  ce  qui  est  un  cas  particulier  de  la  relation 

linéaire  entre  SM  et  SiN  ,  et  le  point  S  reste  à  une 
distance  constante  d'un  certain  point  A  de  la  droite  MN. 
Si  l'on  définit  les  points  Q  et  P  par  les  triangles  SDQ 
et  SBP  semblables  aux  triangles  MDS  et  NBS  qui  le 
sont  déjà,  le  triangle  SPQ  est  évidemment  semblable  au 
triangle  SjNM,  et  la  longueur  PQ  est  constante;  on  peut 
introduire  une  dernière  tige  SC. 

Ce  point  S  de  la  figure  12  est  d'ailleurs  celui  que 
l'on  obtient  en  supposant  (jue,  dans  la  dernière  rela- 
tion du  n°  22,  les  deux  membres  sont  nuls  (ji  et  y  sont 
ici  négatifs).  On  a 

P    ,    ^  _  ^    ,    «  _ 

3         d         '  -/        c 


(   28  ) 
ou  encore 

SBPNBN  SA_MN_AM 

SD~QM~DM'  SG~PQ~  GQ  ' 

comme  les  angles  B  et  D  sont  égaux,  ainsi  que  les 
angles  A  et  G,  le  point  S  est  à  chaque  instant  centre  de 
similitude  des  segments  QM  et  PN,  MJV  et  QP.  Les 
valeui's  de  h  et  g  pour  ce  point  S  étanl  données  par  les 
équations 

c2  ai  d-^  />2 

o,  — ^  -1 •    =  o, 


la  relation  doublement  quadratique  entre  g  et  h  montre 
que  la  seconde  valeur  de  g  qui  correspond  à  la  valeur 
considérée  de  /i  est  infinie;  dans  la  déformation  du  con- 
tour MJNPQ,  les  projections  du  poinl  S'  sur  MiN  et  PQ 
occupent  donc  des  positions  fixes  sur  ces  droites.  Le 
point  S",  donné  par  le  contre-parallélogramme  ASCS", 
joue  un  rôle  analogue  pour  QM  et  Pj\.  Si  l'on  se  donne 
le  contour  MNPQ,  on  peut  construire  S'  et  S"  en  con- 
struisant d'abord  S. 

26.  La  théorie  de  l'appareil  général  {^/ig.  i  i),  faite 
par  le  calcul  indépendamment  de  la  tige  SC,  lepose  sui' 
les  deux  relations  suivantes  où  d'  et  b'  désignent  MD 
etNB  : 

c^b'-^d'-^-i-a^b'^.d'rj  =  {b'^^do){b'<^.'SM    -h  rf'o.SN^); 

ou   utilist;   pour   la   seconde    l'égalité    des    angles    QSP 

et  MS]N  .  En  écartant  le  cas  de  l'appareil  à  ligne 
dioite,  pour  lequel  on  suppose  b'  [i  -{-  d'à  =  o,  on  peut 
remplacer,   dans  chacune  de  ces  relations,   le  binôme 


(  2()  ) 

cil  SM,  SN,  par 

on  oblieiil,  d'une  part,  l'expression  de  SA,  et  Ton  a, 
d'autre  part,  pour  la  longueur  de  la  lige  PQ 

'=       ù'd'       ^^-^' 

la  figure  i  i  donne  imniédiatetnent  ce  résultat  : 

c  _  QG        Cl'  _  0         3 
a  a  a  b'         cl' 

On  peut  écrire,  dans  tous  les  cas,  et  c'est  en  somme 
la  première  relation  du  n"  23, 

3  et  0  sont  échaiiiieables,  comme  l'exiirt;  la  substitution 
possible  du  point  S'  au  point  S;  les  tXevxx  membres  sont 
nuls  quand  il  s'agit  du  point  S'  de  la  figure  \i  : 

1-  jL-  zi2. 
a''  d'  ~     b'   '' 

ils  le  sont  également  quand  il  s'agit  du  point  S. 


[B2c] 
SIR  LES  SLBSTITLTIONS   Qll  TRANSFORMENT  l\E  FORME 
DU  SECOND  DEGRE  DONNEE  E\  INE  AITRE  EGALEMENT 
DONNEE; 

Par  m.  h.  LAURENT. 


Je  me  propose  de  montrer  comment  on  peut  former 
facilement  toutes  les  substitutions  linéaires  qui  trans- 
forment une   forme  quadratique   donnée  en   une   autre 


(  3o) 
également  donnée,  quand  celle  opéralion  est  possible. 
J'aurai  pour  cela  besoin  d'établir  quelques  propositions 
préliminaires. 
Soit 

x'i  —  aixXx  -t-  a,-2^2-f--  •  •-!-  ain^n         (t  =  i,  9-,  .  . . ,  a:) 
une  substitution  orthogonale,  c'est-à-dire  telle  que 

ce  j"  — T"  •'"  1^     i~  •  •  •  ^--  "^  \  ""î~  «^2  ~^  •  '  •  ) 

alors  on  a,  comme  l'on  sait 


«/l  <^y  1  -t-  «i2  «y2  -+-•••  H-  Oin  Cljn 


(0 


^l/^iy^~  Clii(^l-2j'^ 


C^  nid  II  j  — 


0  SI     f^y, 

1  si      i  ^=  j  ; 

\  o    si    i^y, 


(2) 


f      I        SI        f   =./. 

Te  i/i5  que  la  substitution  inverse  de 

I  x'i  —  aixXx-^. .  .-t-  («/i-H  r)37,-t-. . . -f-  rt/.., a7„ 


(l  =  I,  2,  ....  n), 


(jue  nous  écrivons  ainsi  : 

kxi  =  A,i  x\  -H  A/237',  -t-  . . .  H-  A/K^-;,         (  t  =  1 ,  2,  .  .  . ,  n  ), 

65^  gauche  et  que  l'on  a 

Aij  =  —  Ay/,         Ail  =  A22  =  . . .  =  A„/i. 

Nous  poserons 


A== 


«21  «22-^1 


ait 

aof, 


dA 
da/y 


alors  on  aura 


A  =  Ail  (an  -I-  I)  +  Ai2ai2  +  ' 

o    =    Aiirt21 -I-  Ai2(«22-1-  0  "+"' 


Al««lA, 

Ai;,a2tt, 


(  •^'  ) 

imilli[)liaiit    la    piciuièrc    do    ces    formules    [)ar  (l^^^   la 
seconde  par  a.2t,  etc.,   el  ajoulaiil,    ou   aura,    eu    veilu 

de  (i), 

Aaii  =  A,, -h  Anaii-+-  Ai2a2i-+-. .  .m-  A,„rt„i 
on 

Aa,;  =  Aii(  «11-+-  1)  +  Ai2a2i-+--  •  •-+-  Am»,,,; 

ou  aurait  de  uiètne 

Air/i2=  Aiiai2-h  Ai2(«22-+-  i)  -t-.  •  .-i-  A,„<7„2, 
A«i.3=  Aii«i3-i-  Ai2«23  H--  •  •—  Ai„a/,3, 


Mais  ou  a,  eu  résolvaut  ces  equatious  par  rappoi  t  aux  A, 


(3) 


' 

«11 

«21 

An  = 

«12 

« 

22—  ' 

«13 

«23 

/ 

«Il 

1 

Ai2  = 

«12 

O 

«13 

O 

a„2 


D'un  autre  côté,  ou  a  dircclenieut 
A,,: 


«22-+-!  «23 

«32  «33—1 


A„  = 


«12  «13 

«32  «33-^-' 


«12  «32 

«3/1       =       «13       «33-1- ' 


.       ««2 


Dès  lors,  il  est  mauifeste  que 

A,2=-A21, 

jjéuéral  : 

A  (y  =  Ayj. 


et  eu  creneral  : 


(  3.  ) 
Mais,  en  développant  A  suivant  les  éléments  de  la  pi-e- 
niière  ligne,  on  a 

A  =  (a,i-+-i)Aii-h  «ijAiâ-^.. .-+-  a5„Ai„, 
et  en  développant  la  valeur  (3)  de  A,  i 

Ail  =  rt  1 1  An-;-  «  1 2  A 1 2  -i- .  .  ■  -(-  «  1  «  A 1  „  ; 


on  en  tire 
donc 


A  —  A 1 1  —  Ali, 
A  =  2  Al  1  =  .i  A  >.,  =  .  ... 


C.    Q.    F.    D. 


Rrciproquernent ,  si  Von  a 

Cii  =  o,  c,j  =       Cji, 

et  si  Von  forme  les  etf  nations 

[    x'i  —  J-/  =  Cii{x\-hCri)-^  Cio  (X,  -f-  X2)  -r- 

(4)  /•  '        X 

(  (t  =  I,  2,    .  .  .  ,  /t), 


f^i/f^' n  +  "^'w  / 


ces  équalions  résolues  par  rapport  à  a,,  al,  ...four- 
niront une  substitution  orthogonale. 

Ce  qne  l'on  vérifie  facilement  en  multipliant  par 
J^/4-^i,  en  faisant  /  =  1 ,  2,  ....  n  et,  en  ajoutant, 
tout  disparait  dans  le  second  membre  et  Ton   a 


ou 


X^'  X\  -r-  X.f  —  Xô-^...=^0 

x\-  -+-  x'.r  -r- . . .  =  J"f  -f-  a"!  ^- .  .  . 
Si  l'on  prend 

C 


Cil—  1  Cio 

C21         C22  — 1 


,     .     oC 


oC 


et  si  Ton  écrit—-  au  lieu  de  — — ^ — >   les  formules  (4) 
Oc  a  ocii—i 


(  33  ) 
donnent  successivement 

—  f /l  3r\  —  Ci,  X'.i...{  Cii  —\)T'i  —  ... 

=  c/ia"i-f-  .  .  .  -^{Cii-^\)xc^.  .  ., 
puis 

—  Cx\  =     -— ^[(ci,-4-i).ri-hCi2.r2-i-...] 
(  "Cil 

-r-   J^[C2,a-,  -t-  (C22+l)a"2-f-...] 


eniîn,  en  obscrvanl  que  c/y=  —  c'y/  et  que 

.  dC  OC  ,, 

ocn  ac2i 

fJG         ,  ,  dC 

C21- ■-(C^.l—l)- h..  .=iO, 


on  a 

âC 

x^i  - — 

0C12 


Lj^i  =  :ri    2 1-  L  ) 


C<;s  iésultats  peuvent  se  résumer  comme  il  suit  :  eu 
général,  si  5  désigne  la  substitution 

x'i  ='3.i',Xy^.  ..^  %inXa  {i=  1,2,  ...,n), 

el  si  t  désigne  la  substitution 

x'i  =  'ii/Xi-t-.  .  .+  pinXfi         (i  =  1,1,  .  .  .,  n), 
convenons  de  leprésenter  par  ps  -+-  qt  la  substitution 

On  voit  que  si  G  désigne  une  substitution  gauche  et 
symétrique  (les  Ca  sont  nuls)  et  si  w  désigne  une  sub- 
stitution orthogonale,  ou  aura 

w=-.:,^±i         et         G±:i=^^; 
Gdzi  10  ±  I 
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(  H  ) 

les  signes  ±  proviennent  d'une  part  de  ce  que,  dans  la 
démonslralion  de  notre  premier  théorème,  on  aurait  pu 
remplacer  les  an  -\-  i  par  les  au  —  i ,  et  que  dans  la 
réciproque  on  aurait  pu  remplacer  dans  les  premiers 
membres  de  (4),  oc'-  —  Xi  par  x/ — x\. 

11  résulte  de  là  que  nous  avons  trouvé  le  niojen  de  con- 
struire toutes  les  substitutions  orthogonales,  sans  autres 
calculs  que  des  additions,  des  soustiactions,  des  multi- 
plications et  des  divisions. 

Les  résultats  auxquels  nous  venons  de  parvenir  ne 
sont  qu'un  cas  particulier  d'une  question  beaucoup 
plus  générale.  Soient 

» 

d<;ux  formes  quadratiques  ;  décomposons-les  en  carrés, 
et  supposons 

/  =  xf  +  x|-^...+  XL      /'  =  x\2-^x;2-f-:..+  x;f, 

les  X  et  les  X'  étant  des  fonctions  linéaires,  que  nous 
supposerons  d'abord  réelles.  Posons 

i  x;  — X,•  =  c,•,(X'l-f-X,)-^c/2(X',-^X,)^...-^c,•„(X;,^-X,/) 
(  (i  =  i,-i,...,n), 

et  supposons 

on  aura 

Xf-i-Xi-f-...=  X\^  +  X;^--.... 

La  substitution  (5)  tiansforme  y  en /"',  elle  n'est  pas 
réelle,  si  les  fonctions  /  Gt  f  ne  sont  pas  toutes  deux 
des  sommes  de  carrés  positifs.  Supposons 

Pour    transformer  /  en  f,   on  fera    usage   de  la    trans- 


(  35  ) 


foiinalioii 


-(X',-x,)  =  c„(x,--x;)^c,,(x,--x',) 
(x;  —  X,)  =  c.,,  (X,  -^  x'i  )  -^  c.,o(  X,  -.-  x;  > 


Si/el  /"'  contenaient  un  j)Ius  grand  nombre  de  carrés 
négatifs  on  voit  sans  peine  comment  il  faudrait  modifiei- 
les  forumles  de  transformation   pour  changer  f  en  f . 

Au  fond,  on  peut  représenter  toutes  les  transfor- 
mations àii  f  en  f  au  moyen  de  la  formule  (5)  et  si  l'on 
désigne  par  s  et  s'  les  substitutions  qui  cbangent  f  et  y 
en  sommes  de  carrés,  et  par  Q  la  substitution  ortho- 
gonale (5),  les  substitutions  cbangeaniy  en  f  seront 
de  la  forme 

Les  substitutions  laissant  y  invariant  seront  de  la  forme 

ce  sont  des  transformées  de  substitutions  orthogonales. 
L'écpiatiou  en  s 


(6) 


«  1 1  —  s        a  1 2 
an        «j2 — s 


est  ce  que  l'on  appelle  l'équation  caractéiislique  de  la 
substitution  s  : 


(7) 


(  t  =  I,  2,  ....  ni. 


Les  transformées  de  5  ont  même  équation  caractéristique 
(pie  s  et,  en  effet,  en  développant  l'écjuation  caiactéiis- 
ti(jue,  on  a 

S«-i-/>i5"-'-r-. 


O, 


et  en  appelant  l  une  substitution  quelconque 
ts't-'^-T- pils^-H'^  —  .  .  .  =  o; 


(  36  ) 


ts"i-'^  —  {tst-'^)". 


Donc,  etc. 


Les  équations  caractéristiques  des  substitutions  qui 
Laissent  les  formes  quadratiques  invariantes  sont  les 
équations  caractéristiques  des  substitutions  ortho- 
gonales. 

Supposons  la  substitution  (^)  orthogonale,  élevons 
le  premier  membre  de  son  équation  caractéristique  au 
carré,  nous  aurons 


U  «  1 1  5  -f-  I  - 
2  0(oi  S 


2ao,s  4-  I  - 


—  ■2a2„s 


ou 


5  H 


2X21 


•  i  a  1 2 


s  -\ 

s 


'iCCiii 


■2i,j=  aij-^  a. 


cette  équation  montre  que  si  s>^.^  Co,  .  .  .  sont  les  racines 

de  l'équation  caractéristique,  les  quantités  Vi-\ sont 

réelles  (si  les  aij  sont  réels). 

Maintenant  l'équation  (6)  s  obtient  en  faisant  x'^  =  sxi 
dans  (y)  et  en  éliminant  les  .r/y  elle  s'obtiendra  aussi  en 
faisant  x'-=^  sxi  dans  les  équations  correspondantes 

x'i—  Xi^  Cix  {x'i^  Xi  )  -i-  c,-2(a"2  -t-  a^a)  -i-  •  •  • , 
ce  qui  donne 

{s  —  \)Xi=  Cii(s  -T-\)Xi-^  Ci.i{s  -\-\)x.i^.  .., 


d'où  lOii  tiic  cfllc  nouvelle  (orme  de  l'équalioii  en  .v, 


s  —  I 

s  -t-  I 


C21 


C22  ■ 


Si  w 


on  rem  1)1  ace  par  t  et  si  1  on  eleve  au  carre,  ou 

trouve 

t^-h...         C13C23-1-...     C12C32-!-...   I 

^^13^23 -H.  .  .  /-  +  ...  Ci3C32-f-...         =0, 


équation  en  /^  qui  a  toutes  ses  racines  réelles. 

On  sait  que  si  l'on  forme  les  mineurs  du  premier 
membre  obtenus  en  supprimant  :  i°  la  dernière  ligne 
et  la  dernière  colonne;  2°  les  deux  dernières  ligues  et 
les  deux  dernières  colonnes,  etc.,  on  obtient  des  fonc- 
tions de  Sturm.  Or,  pour  t^  =  —  oc  on  n'obtient  que 
des  vaiiations,  pour  l- ^  o  on  n'a  que  des  permanences, 
en  vertu  des  propriétés  connues  des  déterminants  symé- 
triques, donc  l'équation  eii  t"^  a  ses  racines  nulles  ou 
négatives,  donc  les  valeurs  de  s  sont  données  par  des 
é(|uations  de  la  forme 


ou 


v/- 


i  -+-  9.  a 


v/=^ 


ou  en  posant 


sin'i, 


COS'f, 


—  ^?  v'-  1 


(38) 
telle   esl   la   forme  d'une  raeiiie  de  l'équalion  caraclé- 
l'islique    d'une    snbslilution   oilhogonale   à  coelticienls 
lecls. 

En  adoptant  notre  symbolique  [)()ur  la  représentation 
des  substitutions  linéaires,  on  voit  qu'uni-  substitution 
orthogonale  est  de  la  forme 

de  sorte  que  la  puissance //'""*  d'une  substitution  ortho- 
gonale s'obtient  en  niultij)liant  par  p  les  argumenls  ca. 


[R8a'><] 

UEMAIUJIJES  Al  SUJET  DE  LA  Ol!ESTIOi\  DE  MÉCANIQIE 
rOSÉE  AU  CO^COUKS  D'AGDÉGATIO^  Ei\  1903; 

Par  m.  de  SPARRE. 


L'énoncé  de  eelte  question,  en  la  réduisant  à  ce  qui 
est  nécessaire  pour  ce  qui  suit,  est  le  suivant  : 

Une  sphère  solide  homogène  de  masse  m  et  de 
rayon  a  est  mobile  autour  de  son  centre  O  supposé 
fixe.  Dans  la  sphère  est  creusé  un  canal  lectiligiw  de 
section  infiniment  petite,  suivant  un  diamètre  DD'; 
deux  insectes  ayant  chacun  la  même  masse  que  la 
sphère  se  trouvent  dans  ce  canal,  en  deux  points  I 
et  1'  symétriques /lar  rapport  au  centre  O.  yi  l  instant 
initial,  t  =  o,  la  sphère  est  animée  d'une  rotation  to 
autour  d'un  axe  instantané  donné  et,  à  partir  de  cet 
instant,  les  insectes  nuirchent  dans  le  canal,  suii^ant 
une  loi  domiée,  en  j)renant  appui  sur  ses  parois  et 
restant  toujours  symétriques  par  rapport  au  centre  O. 


(39) 
Trouver  le  mouvement  rhi  système,  en  réduisant  les 
insectes  à  des  points  matériels. 

iSi  z  et  —  z  sont  les  distances  des  deux  insectes  au 
centre  O,  dans  le  canal  DD',  on  suppose  z  une  fonction 
donnée  du  temps  z=f{t). 

Cas  particuliers.  —  i"  ^  l'instant  initial  l'axe 
instantané  est  dans  le  plan  perpendiculaire  à  DD'; 

2"  L'axe  instantané  initial  est  quelconque,  mais 
on  a  z  =  ae~^^ ,  A  étant  une  constante  positive. 

Une  partie  de  l'énoncé  que  je  ne  reproduis  pas  invi- 
lait  les  candidats  à  calculer  tout  d'abord  les  compo- 
santes z?,  (/,  /•  de  la  rotation  instantanée  de  la  sphère 
suivant  trois  axes  lîxes  par  rapport  à  cette  sphère.  Cette 
méthode  conduit  à  des  calculs  beaucoup  plus  compliqués 
que  la  suivante,  presque  intuitive. 

Le  moment  d'inertie  du  système  par  rapport  à  DD'  est 

-  ma-. 
5 

Le  moment  d'ineitie  par  rapport  à  un  diainètre 
perpendiculaire  à  DD'  est 

Les  forces  extérieures,  qui  se  réduisent  à  la  pesan- 
teur, ont  un  moment  nul  par  rapport  à  l'origine,  les 
deux  insectes  occupant  des  positions  toujours  symé- 
triques; par  suite  l'axe  du  couple  résultant  des  quan- 
tités de  mouvement  est  invariable  de  grandeur  et  de 
position. 

Prenons  cet  axe  pour  axe  des  Z  fixes  et  soit  ^  ma- h  la 
grandeur  de  cet  axe. 


(  4o  ) 

Soient  : 

H  l'angle  de  DD'  avec   l'axe   du    couple    résultant   des 

quantités  de  mouvement  OZ; 
•l  l'angle  avec  OX  de   la  trace  OVx.  sur  XOY  du   plan 

perpendiculaire  à  OD  mené  parO; 
o  l'angle  d'un  rayon  de  la  sphère,  fixe  par  rapport  à 

cette  sphère  avec  OR. 

En  exprimant  que  la  somme  des  moments  des  quan- 
tités de  mouvement  par  rapport  à  OD,  OR  et  à  la  per- 
pendiculaire O  et  OD'  dans  le  plan  ZOD  sont  les  pro- 
jections sur  ces  droites  de  l'axe  du  couple  résultant  des 
quantités  de  mouvement,  on  a 

(  I  )  -  ma-  h  cos  6  =  —  ma-  (  ii'  cos  6  -t-  cp'  ), 

)  5  '  ' 

(2)  6'=o, 

(3)  -  ma-  h  sin6  =  ?.m  i  ~r  '^  -^^j'Y  sinO. 

puisque  les  composanles  de  la  rotation  suivant  OD , 
OR,  OQ  sont  'V  cosB  -h  es',  8'  et  à'  sinO,  et  que  ces  axes 
sont  principaux. 

La  deuxième  équation  donne 

6  =  const. 

et  l'on  déduit  alors  de  la  première 

(4)  (J;' cos6 -f- ^' =  A  cos6  =  const., 

et  de  la  troisième 

(5)  ■>■=— 57i- 

'+^ 

Le  problème  est  donc  complètement  résolu  par  les 


(  4i  ) 

formules  sulvanles,  :;  étanl  fuiulioii  du  icuips  : 
((-)  6  =  const., 


(7)  4^  = 


/.'    h  dt 


•'  0 

(S)  cp  =  (/«^  — 'j;)cosO. 

Si  l'on  veut  de  plus  les  composantes  p  et  q  àe  la  roia- 

lion  suivant  deux  diamètres  perpendiculaiies  à  OD,  fixes 

par  rapport  ci  la  sphère  et  rectangulaires  entre  eux,  ou 

aura 

^  =  (11' sinô  sin  o,  ^  =  i}i' sinO  cosç. 

L'axe  instantané  initial   est  d'ailleurs   situé   dans  le 
plan  ZOD,  et  si  ).  est  l'angle  qu'il  fait  avec  OD,  on  a 

(g)  10  cosA  =  ij^Q  cosO -f- cp'y  =  A  COS0, 

do)  a(sinX  =  ']>gsinO  =  : — -  sinô; 

d'où  l'on  déduira,  si  \  et  to   sont  donnés,  ainsi  que  ^q, 
f)  et  h  : 


5z, 
a2 


i"  Si  A  =  90",  on  aura 

6  =  90°,         A=/i 

on  en  déduit 

cp'  =  o, 

et  le  mouvement  se  réduit  à   une  rotation    autour  de 
l'axe    fixe    OZ  dont   la   vitesse    angulaire    est    fournie 

par (5); 


2°  z  =  ae  *^,  on  a 

,  _   r'      hdt      _  .    r' /  _  _5^2!!!_\ 


dt. 


(    42    ) 


ou 


et,  par  suite, 


h  cosO 


Ces  valeurs  fout  voir  que  o  tend  vers  une  valeur 
finie  et  que  le  mouvement  tend  vers  une  rotaliou  uni- 
forme autour  de  l'axe  OZ  du  couple  résultant  des  quan- 
tités de  mouvement  avec  la  vitesse  angulaire  h. 

Dans  ce  cas,  d'ailleurs,  on  a,  en  vertu  de  (g)  et  (lo), 


(jj  cosX  =  h  cosO, 
d'où 


sin),  =   -  sin  0 
6 


/i2  =  a)2(i  _;_  35  ^in^X),         tangO  =  6  langX. 
De  plus,  la  valeur  limite  de  ca  est 


Acosô 

• -, —  Lb. 

2  A- 


CORRESPO\DA\CE. 


Au  sujet  de   la  question  1913  {voir-  igoS,  p.  42a),    nous 
avons  reçu  de  M.  H.  Brocard  une  élude  de  l'équation 

2  07^  =  '^y^  —  I 

dont  il  a  signalé  la  solution 

a;  =  61,        y  =  389. 


(  43  ) 
ltlltLIO(iU\IMIIL 


Annuaire  du  Bureau  des  Longitudes  pour  1904.  — 
Iu-i6  do  près  do  85o  pages  avoc  figures.  Prix  :  i'^^do 
(franco,  i'', 85).  Paris,  Gaulliier-Villars,  55,  quai  des 
Grands-Auguslins. 

La  librairie  Gaiithier-Villars  vient  de  publier,  comme  chaque 
année,  Y  Annuaire  du  Bureau  des  Longitudes  pour  1904. 

Ce  pelil  Volume  compact  contient,  comme  toujours,  une 
foule  de  renseignements  indispensables  à  l'ingénieur  et  à 
l'homme  de  science.  Parmi  les  Notices  de  cette  année,  signa- 
lons tout  spécialement  celle  de  INI.  P.  Hatt  :  Explication 
élémentaire  des  marées. 


La  règle  a  calcul;  par  M.  A.  Jully.  —  i  vol.  petit 
in-8.  Chez  E.  Bernard,  à  Paris. 

M.  A.  Jully,  inspecteur  de  l'enseignement  manuel  dans  les 
écoles  de  la  Ville  de  Paris,  vient  de  publier  chez  E.  Bernard, 
imprimeur-éditeur,  un  petit  Volume  sur  la  Règle  à  calcul,  à 
l'usage  des  élèves  des  écoles  et  des  cours  professionnels.  On  y 
trouve  les  notions  théoriques  nécessaires  à  l'emploi  de  la  règle 
à  calcul  et  ses  applications  pratiques.  Au  moyen  de  ce  Livre, 
on  peut  se  servir  facilement  de  la  règle  de  Mannheim,  sans 
avoir  étudié  les  logarithmes  et  épargner  ainsi  un  temps  pré- 
cieux pour  exécuter  des  calculs  ordinairement  longs  et  diffi- 
ciles. Le  prix  de  ce  Livre  (i^'',  5o)  le  met  à  la  portée  de  tous. 


CERTIFICATS  DE  MÉCAMOIE  RATIOMELLE. 


Rennes. 

Épreuve  écrite.  —  L  Exposer  le  théorème  général  relatif 
à  la  somme  des  moments  des  quantités  de  mouvement  d'un 
système  de  points  libres  soit  par  rapport  à  un  point,  soit 
par  rapport  à  un  axe. 
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II.  Eti  les  supposant,  liés  par  quelque  condition 
fiar.y,  z,  .  , . ,  Xa.ya,  z„)  =  o, 

gue  doit  être  le  premier  membre  f  pour  que  les  forces  de 
liaison  n'injluent pas  sur  la  somme  des  moments  par  rap- 
port à  l'axe  coordonné  Ox? 

Problème.  —  Un  fil  fiexible  et  inextensible  prend  pour 

figure  cVécjuilibre  un  arc  de  la  courbe  x'^  -V- y'^  =  a'  limité 
à    la   circonférence   concentrique   à   cette   courbe   dont    le 

rayon  est  ——•  La  force  qui  agit  sur  lui  émane  de  ce  centre. 

Quelle  en  est  la  loi  en  fonction  de  la  distance  r?  Trouver 
également  l'expression  de  la  tension  en  chaque  point  du 
fil,  soit  en  fonction  de  r,  soit  en  fonction  de  l'arc  s  compté 
à  partir  du  sommet. 

Quelles  sont  les  forces  à  appliquer  aux  extrémités  pour 
retenir  ces  points  et  obtenir  effectivement  l'équilibre? 

Epreuve  pratique.  —  On  veut  au  moyen  d'un  long  fil 
métallique  CBA  transmettre  à  un  objet  éloigné  A  une 
force  horizontale  constante  T.  Dans  ce  but  on  fixe  Vune  G 
des  extrémités  de  ce  fil  sur  le  contour  CBC,  après  quoi  il 


s'en  détache  tangentiellement  de  ^jusqu'à  l'objet  A.  La 
plaque  verticale  CBC  est  évidée  intérieurement  de  façon 
que  son  poids  soit  négligeable.  Elle  est  liée  à  un  levier, 
mobile  dans  le  plan  vertical  autour  du  point  0,  qui  porte 
en  p  un  contrepoids  P  et  sur  la  manette  duquel  agira 
en  m,  perpendiculairement  à  Om,  la  force  M  développée 
par  la  manœuvre.  On  donne  les  forces  T,  P,  M,  et  les  dis- 


(   45  ) 
fonces  Op  =  p,  Om  =  m.  Quelle  forme  faut- il  donner  ou 
profil  inconnu  de  la  plaque  pour  que  la  force  M  soit  con- 
stante en  toute  position  du  système?  (Juillet  lyoa.) 

Epreuve  éckite.  —  I.  Etude  du  pendule  de  Foucault. 

II.  Une  tige  rigide  AB  de  masse  négligeable,  mobile 
autour  de  son  extrémité  A,  supporte  à  l'autre  extrémité  B 
un  poids  P.  Un  fil  flexible,  inextensible  et  sans  masse, 
BCD,  est  attaché  en  B  à  la  tige,  passe  sur  une  très  petite 
poulie  C  et  retombe  verticalement  en  D  en  supportant  un 
autre  poids  p.  Le  point  G  est  situé  dans  le  plan  horizontal 


du  point  A  et  la  distance  AG  est  égale  à  la  longueur  de  la 
tige. 

A  l'instant  initial,  le  système  est  au  repos;  le  point  B 
maintenu  en  G.  On  l'abandonne  à  lui-même  :  examiner 
s'il  se  produit  un  mouvement,  l'étudier  quand  il  a  lieu. 

(Novembre  1902.) 


Toulouse. 

Epreuve  écrite.  —  Étudier  le  mouvement  d'un  point 
matériel  attiré  par  un  centre  fixe  en  raison  inverse  de  la 
cinquième  puissance  de  la  distance  :  forme  générale  de  la 
trajectoire,  détermination  des  coordonnées  du  point  mo- 
bile en  fonction  du  temps,  cas  particulier  où  les  données 
initiales  sont  telles  qu'on  peut  effectuer  les  intégrations 
au  moyen  des  fonctions  élémentaires. 

Epreuve  pratique.  —  Une  plaque  rectangulaire  ABGD, 
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homogène,  pesante,  de  centre  0,  est  mobile  autour  cV un 
axe  horizontal,  perpendiculaire  à  la  plaque  quil  perce 
en  un  point  P.  La  droite  PO  est  parallèle  au  côté  AB  du 


rectangle,  et  Von  a 

AB=:o'",4o,         OP  =  o'",  i5. 

Calculer  le  second  côté  BC  du  rectangle,  par  la  condi- 
tion que  ce  pendule  batte  la  seconde  dans  le  vide. 

L'accélération  de  la  pesanteur  est  de  9'",8i  par  seconde. 

(Novembre  1901.) 

Epreuve  éciute.  —  I.  Etudier  le  mouvement  d'une  sphère 
pesante,  homogène,  parfaitement  polie,  assujettie  à  se 
mouvoir  sur  la  surface  interne  d'un  cylindre  circulaire 
droit,  parfaitement  poli,  dont  l'axe  est  horizontal.  On 
supposera  que,  à  l'instant  initial,  la  sphère  est  en  contact 
avec  la  génératrice  la  plus  basse  du  cylindre  et  que  le 
point  de  contact  est  animé  d'une  vitesse  Vq  faisant  avec  la 
génératrice  un  angle  a.  Calculer  la  réaction  du  cylindre. 

On  examinera  les  diverses  circonstances  de  ce  mouve- 
ment, en  particulier  le  cas  où  la  sphère  atteindra  ou  n'at- 
teindra pas  la  génératrice  supérieure  du  cylindre. 

On  donne  le  rayon  de  la  sphère  a,  celui  du  cylindre  a-^b 
et  la  masse  de  la  sphère. 

II.  Démontrer  que,  dans  le  mouvement  général  d'un 
corps  solide  entièrement  libre  dans  l'espace,  le  lieu  des 
points  pour  lesquels  l'accélération  centripète  est  nulle  ou 
dont  les  trajectoires  ont  une  inflexion  en  ces  points  est 
une  cubique  gauche. 

Epreuve  pratique.  —  II.  Calculer  l'attraction  exercée  par 
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un  cône  circulaire  droit  homogène  sur  un  point  placé  à 
son  sommet.  On  supposera  l'attraction  proportionnelle  à 
la  n''^""  puissance  de  la  distance.  Pour  quelles  valeurs 
de  n  l'attraction  est- elle  finie  ou  infinie? 

Cas  particulier  de  l'attraction  newtonienne. 

On  donne  la  hauteur  du  cône  h,  l 'angle  au  sommet  2a 
et  la  densité  p. 

Généralement,  l'attraction  d'un  corps  quelconque  sur  un 
point  de  sa  surface  étant  proportionnelle  à  la  n'^>"^  puis- 
sance de  la  distance,  pour  quelles  valeurs  de  n  l'attraction 
sera-t-elle  finie  ou  infinie?  On  supposera  que  la  surface 
limitant  le  corps  est  telle  que  les  rayons  vecteurs  menés 
du  point  attiré  ne  rencontrent  cette  surface  qu'en  un  seul 
point.  (Juillet  1902.) 

Caen. 

Un  disque  circulaire,  homogène,  très  mince,  posé  sur  un 
plan  horizontal  H,  peut  tourner  autour  de  son  centre  O, 
qui  est  fixe.  En  un  point  de  la  circonférence  est  attachée 
une  extrémité  d'un  fil,  de  masse  négligeable,  qui  s'en- 
roule sur  le  disque  et  se  termine  par  un  point  M  de 
masse  m.  La  masse  du  disque  est  6m  :  chacun  de  ses  élé- 
ments exerce  sur  M  u/ie  répulsion  proportionnelle  à  la 
masse  de  l'élément  et  à  sa  distance  à  M.  A  l'instant 
initial,  M  est  sur  la  circonférence  du  disque  et  le  système 
en  repos  :  déterminer  le  mouvement  qu'il  va  prendre,  le  fil 
se  déroulant  sur  le  point  H  :  trajectoire  du  point  M.  On 
néglige  toute  résistance  passive. 

Solution. 

Supposons  qu'à  linstant  initial  la  masse  m  ait  été  sur  O 
en  coïncidence  avec  un  point  du  disque  qui,  à  Tinstant  t,  vient 
en  A  :  au  mênae  instant,   le  fil  se  détache  du  disque  en   un 
point  B  tel  que  BM  =  arcAB  :    soient  AOB  =  9,   AOX  =  œ, 
cp  compté  en  sens  contraire  de  8.  La  droite  BM,  égale  à  R6, 

fait  avec  OX  l'angle  0  —  cp —  -  et  la  vitesse  de  JM  peut  être 

regardée  comme  résultant  de  la  vitesse  Rt>'  suivant  BM 
et  R6(ô' — ip')  perpendiculaire.  La  somme  des  moments  des 
quantités  de  mouvement  par  rapport  à  O   reste  nulle  et  Ion  a 

e  —  C3  6 

mR2ô2(0'— cp'j  —  4mR2o'- o,   .      — ^ — ^=arctang-. 
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Les  coordonnées  de  M  sont 

x=  R[cos(6  — c5)-t-0sin(e  —  o)]  =  rI!^"^/> 


4 


R63 

y  =  R[sin(6  —  ci)  — 6005(6  —  o  )]  = 


62^4  ■ 

M  décrit  la  cissoïde 

,^  (3--R? 

^'     yk  —  x)  ' 

L'intégrale  des  forces  vives  est  de  la  forme 

/nR2[62(6'—  ci')2-i-o'-2]  _|_3„iR2ç,'2^  mX2R2e2, 

'Li        ^ll 
d'où  6  =  e  -  —  e     -   croit  indéfiniment,  tandis  que  6  —  cp  tend 

vers  t:.  (Juillet  igoS.) 


QUESTIONS. 


1988.  On  donne  une  quadrique  et  trois  droites  a,  p,  y. 
Si  D  est  un  point  de  la  quadrique,  le  trièdre  de  sommet  D 
dont  les  plans  des  faces  passent  par  a,  p,  y  appartient  à 
un  tétraèdre  DABG  inscrit  à  la  quadrique.  De  quelle  classe 
est  l'enveloppe  du  plan  ABC? 

Application  au  problème  : 

Inscrire  à  une  quadrique  un  tétraèdre  dont  les  plans  des  faces 
passent  par  quatre  droites  données.  (G.  Fontené.) 

1989.  On  donne  les  demi-diamètres  conjugués  OD,  OD' 
d'une  ellipse  et  les  segments  00,  OGj  perpendiculaires  et 
égaux  à  OD'.  Démontrer  que  les  bissectrices  de  l'angle  GDGi, 
limitées  au  diamètre  OD',  se  projettent  orthogonalement 
sur  DG,  ou  DGi,  suivant  des  segments  respectivement  égaux 
aux  demi-axes  de  l'ellipse.  (Mannheim.) 

1990.  On  considère  une  hypocycloïde  à  trois  rebroussements 
qui  varie  de  manière  à  avoir,  avec  un  cercle  donné,  trois  tan- 
gentes communes  fixes.  Les  deux  courbes  ont,  en  outre,  trois 
tangentes  communes  variables.  Quel  est  le  lieu  des  sommets 
du  triangle  formé  par  ces  trois  dernières  tangentes? 

(R.  Bricard.) 
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C0i\C0lRS  DES  «  IVOLVELLES  ANNALES  »  POUR  190: 


Résultat. 


Après  examen  des  Mémoires  parvenus  à  la  Rédac- 
tion, le  prix  a  été  décerné  a  M.  Georges  Lery.  Nous 
publions  dans  ce  numéro  le  Mémoire  de  M.  Leuy. 


[N'ic,  M^4k] 

SIR  LES  COMPLEXES  M  INVOLllTION  ET  SUR  LA  SURFACE 
DE  KUMMER  (M; 

Par  m.  Georges  LERY. 


On  considère  deux  complexes  linéaires  en  involu- 
lution  A  et  B. 

i"  Soit  Q  une  quadrique  dont  chaque  système  de 
génératrices  appartient  à  l'un  de  ces  complexes.  Par 
les  points  communs  à  trois  d'entre  elles  il  en  passe 
généralement  une  simple  infinité  d'autres  :  on  dira 
qu  elles  forment  un  systî:me  de  quadriqucs  Q. 

A  tout  système  de  quadriques  Q  en  correspond  un 
autre,  tel  que  toute  quadrique  de  V un  de  ces  systèmes 
touche  toute  quadrique  de  l' autre. 

2"  L' enveloppe  commune  des  quadriques  de  ces  deux 
systèmes  est  une  surface  de  Kummer. 

3°  Toute  surface  de  Kummer  est  susceptible  de  cette 
double  génération.  Chercher  de  conibien  de  manières . 

(')  Mémoire  ayant  obtenu  le  prix  au  Concours  des  Nouvelles 
Annales  eu  igoS. 

Ann.  de  Mathéniat.,  4"  série,  t.  IV.  (Février  i9o4-)  4 
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4°  Propriétés  covrélatwes. 

5°  On  considère  toutes  les  surfaces  de  Kwnmer,  S, 
conjuguées  aux  deux  complexes  linéaires  en  inuolu- 
lution  A  et  B.  //  n'y  en  a  généralement  qu'une  qui 
touche  neuf  droites  de  V  un  de  ces  complexes . 

6°  Toutes  celles  qui  touchent  huit  droites  du  com- 
plexe A,  par  exemple,  en  touchent  généralement  une 
infinité  d'autres,  formant  une  surface  du  huitième 
ordre. 

n°  Celles  qui  touchent  sept  droites  du  complexe  A 
touchent,  outre  les  conjuguées  de  ces  sept  droites  par 
rapport  à  B,  un  huitième  couple  de  droites  apparte- 
nant à  A  et  conjuguées  par  rapport  à  B. 

8"  Les  droites  hitangentes  à  une  surface  ï  et  com- 
munes aux  complexes  A  ef  B  engendrent  deux  surfaces 
distinctes  du  quatrième  ordre,  circonscrites  àl.  le  long 
des  lignes  asymptotiques  particulières,  (a)  et  (|j),  qui 
appartiennent  respectivement  aux  complexes  A.  et  B. 

g"  La  courbe  (a),  par  exemple,  est  généralement 
définie  par  huit  de  ses  points  ;  mais  sept  d'entre  eux 
en  déterminent  neuf  autres . 

io°  //  existe  une  famille  de  surfaces  S  admettant  la 
même  ligne  asymptotique  (y.).  Les  quatre  complexes 
linéaires,  en  involution  deux:  à  deux,  ainsi  q a  avec  A 
et  P,  auxquels  chacune  de  ces  surfaces  est  conjuguée, 
sont  fixes. 

I  1°  Il  n'existe  quune  surface  de  cette  fandlle  tan- 
gente à  une  génératrice  de  B.  Il  en  existe  trois  hitan- 
gentes à  une  droite  du  complexe  A,  et  les  trois  couples 
de  points  de  contact  forment  deux  à  deux  des  divisions 
harmoniques. 

12°  Les  génératrices  de  A,  qui  touchent  à  la  fois 
deux  surfaces  de  la  famille  en  question,  les  touchent 
suivant  des  lignes  asymptotiques. 
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I. 


1.  Complexes  en  iiwoiution.  —  Je  rappelle  d'abord 
quelques  propriétés  des  complexes  linéaires  en  iiivolu- 
lion. 

Un  complexe  linéaire  B  définit  une  corrélation  entre 
les  points  et  les  plans  de  Tespaee  ;  à  une  droite  a  corres- 
pond sa  conjuguée  a' \  si  a  appartient  i\  un  complexe 
linéaire  A,  a'  fait  partie  d'un  complexe  K' ]  lorsque  A 
est  eu  involution  avec  B,  il  se  confond  avec  A'. 

Une  droite  a  du  complexe  A,  passant  par  unj)oint  w, 
se  trouve  dans  le  plan  du  complexe  relatif  à  hj,  plan  que 
je  désigne  par  mk\  si  elle  tourne  autour  de  m,  sa  con- 
juguée a'  par  rapport  à  B  décrira  un  faisceau  projectif 
autour  du  pôle /«' de  /nA,  dans  le  ])lan  polaire  de  /«, 
qui  est  évidemment  //?'A. 

Les  droites  qui  rencontrent  a  et  a'  font  partie  de  B, 
car,  si  m  est  un  point  de  «,  le  plan  m  B  contient  a' . 

Soit  une  quadrique  Q  dont  les  deux  systèmes  de 
génératrices  appartiennent  respectivement  à  A  et  B. 
Soit  a  une  droite  du  premier  système;  sa  conjuguées' 
se  trouve  aussi  sur  Q,  car  cette  quadrique  se  transforme 
en  elle-même  si  l'on  fait  une  corrélation  par  rapport 
à  B,  puisque  les  génératrices  du  second  système  ne  sont 
pas  changées. 

Toutes  les  propriétés  précédentes  restent  exactes  si 
l'on  fait  jouer  à  A  le  rôle  de  B,  et  réciproquement. 

Génération  d'une  quadrifjue  Q.  —  Soient  «,  a  deux 
droites  de  A,  «'  la  conjuguée  de  a  par  rapport  à  B.  Les 
droites  qui  coupent  a,  a'  et  a  engendrent  une  qua- 
drique Q  :  1°  elles  font  partie  de  B,  puisqu'ellco  ren- 
contrent a  et  a  ]   ■j.''  les  directrices  font  partie  de  A,  car 
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si  trois  droites  d'une  série  réglée  (ici  «,  a   et  a)  appar- 
tiennent à  un  complexe   linéaire  A,  toutes  lui  appar- 
tiennent. 

2.  Le  système  (Q).  —  Je  suppose  que«  et  a  décrivent 
respectivement  des  faisceaux  plans  projectifs  mh.  et  /î  A  ; 
a' décrit  aussi  un  faisceau  m'A  projectif  au  premier.  A 
chaque  position  de  a  correspond,  d'après  a",  une  qua- 
drique  Q;  on  a  ainsi  une  famille  de  quadriques  Q  à  un 
paramètre. 

Ces  quadriques  passent  par  liuit  points  fixes;  on  en  a 
tout  de  suite  quatre  :  m,  n  et  les  deux  pôles  par  rapport 
à  B  des  plans  nik.  et  nA,  soient  ni!  et  «';  en  second  lieu 
les  génératrices  qui  font  partie  de  B  et  passent  en  l'un 
de  ces  quatre  points  y  décrivent  un  faisceau  plan;  leurs 
conjuguées  par  rapport  à  A  (qui  se  trouvent  aussi  sur 
les  quadriques)  décrivent  le  faisceau  plan  conjugué^  on 
a  ainsi  qualie  nouveaux  points  communs  aux  qua- 
driques Q. 

Remarque.  —  Un  système  (Q)  est  défini  par  trois 
quadriques  Q,,  Qo,  Q3.  Les  génératrices  du  système  A 
de  ces  quadriques  qui  passent  en  deux  des  huit  points 
communs,  m  et  n,  définissent  respectivement  deux  fais- 
ceaux plans  projectifs,  m K  Gi  JiA.,  au  moyen  desquels 
on  peut  construire  un  système  (Q)  compienant  Qj ,  Qo 
etQs. 

3.  Gé/iérat/ices  des  (/iiaclrù/ues  Q.  —  Celles  cjui 
appartiennent  à  A  forment  une  congruence  (A)  dont  je 
vais  chercher  l'ordre  et  la  classe. 

Les  droites  de  cette  congruence  issues  d'un  point  p 
doivent  se  trouver  dans  le  plan  pA  et  sur  le  cône  lieu 
des  droites  passant   par  p  et  rencontrant  deux  droites 
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correspondantes,  a  et  y.,  des  faisceaux  plans  générateurs. 
Ce  cône  est  évidemment  du  second  ordre;  il  y  a  donc 
deux  droites  de  la  congruence  issues  de  p.  On  verrait 
aussi  facilement  qu'il  y  en  a  deux  dans  un  plan.  (A)  est 
donc  une  congruence  (2,  2).  Le  raisonnement  précédent 
montre  (juV-lle  appartient  au  complexe  des  droites  ren- 
contrant deux  génératrices  correspondantes  de  deux 
faisceaux  plans  homographiques;  c'est,  on  le  démontre 
sans  peine,  un  complexe  tétraédral. 

La  congruence  (B)  des  génératrices  du  second  système 
possède  des  propriétés  analogues. 

A  toute  droite  de  (A)  correspond  une  droite  du  fais- 
ceau 7?zA,  qui  la  coupe;  donc,  une  quadrique  Q  qui  la 
contient.  Il  y  a  donc  deux  quadriques  Q  qui  passent  par 
un  point  /;,  ou  qui  touchent  un  plan. 

4.  Le  système  (^Ç^').  —  Soit  Ôq  une  droite  de  (B)^ 
elle  est  sur  une  quadrique  Q,,.  Par  un  point  de  è^ 
passent  deux  droites  de  (A)  :  l'une  est  la  génératrice  a, 
de  Qo  qui  passe  par  le  point;  soit  a-i  l'autre;  toutes 
deux  rencontrent  la  conjuguée  ^^  de  bo  par  rapport  à  A. 
Si  le  point  décrit  b^,  la  droite  «o  donnera  sur  Z»^  une 
division  homographique,  et  par  suite  décrira  une  qua- 
drique Ql,. 

Q'y  est  quadritangente  à  toute  quadrique  Q;  en  effet, 
bf,  rencontre  Q  en  deux  points,  par  chacun  desquels 
passent  deux  génératrices  «,  et  «o  i  l'une  est  sur  Qo, 
l'autre  sur  Q,  et  en  même  temps  sur  Q|,,  d'après  le  mode 
de  génération  de  celle-ci.  Donc  Q  etQ'^,  ont  en  commun 
deux  génératrices  du  premier  système,  et  par  suite  deux 
du  second;  comme  ce  second  système  fait  paitie  de  B, 
quelle  que  soit  Q,  on  voit  que  toutes  les  génératrices  du 
second  système  de  Q,,  appartiennent  à  B. 

Si  bg  décrit  Qo,   on  obtient  une  famille  à  un  para- 
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mètre  de  quadriques  Q'.  Trois  d'entre  elles  déterminent 
un  s^'slème  (Q'),  dont  les  génératrices  forment  deux 
congruences  (A')  et  (B').  (A')  et  (A)  ont  en  commun 
toutes  les  génératrices  de  l'un  des  systèmes  des  trois 
quadriques  de  base;  elles  sont  donc  identiques.  De 
môme  (B)  et  (B'). 

Ainsi  la  congruence  (A)  a  ses  droites  distribuées  de 
deux  façons  différentes  sur  des  systèmes  de  quadriques. 

II. 

o.  Enveloppe.  —  Si  les  surfaces  d'une  famille  à 
un  paramètre  touchent  une  surface  Q',  leur  enveloppe 
est  circonscrite  à  Q'.  On  voit  ainsi  que  les  systèmes  (Q) 
et  (Q')  ont  même  enveloppe. 

Cette  enveloppe  est  le  lieu  des  points  par  lesquels 
passent  deux  quadriques  Q  confondues.  Combien  y 
a-t-il  de  tels  points  sur  une  droite  o?  Par  un  point  de  o 
passent  deux  quadriques  Q,  qui  coupent  o  en  deux 
autres  points  5  on  a  ainsi  sur  ô  une  correspondance  (2,2) 
(involutive),  qui  possède  quatre  points  doubles.  L'enve- 
loppe est  une  surface  S  du  quatrième  ordre. 

Chacun  des  points  de  base  du  système  Q  est  un  point 
multiple  de  i!;  en  l'un  de  ces  points,  /«,  le  cône  des  tan- 
gentes de  S  est  l'enveloppe  des  plans  tangents  des  qua- 
driques Q;  or,  ces  plans,  donnant  sur  //«A  et  /?*  B  les 
droites  correspondantes  de  deux  faisceaux  projectifs, 
enveloppent  un  cône  du  second  ordre. 

Le  système  (Q'),  qui  a  même  enveloppe,  donne  pour  S 
huit  autres  points  coniques.  L'enveloppe  cherchée,  cjui 
est  du  (juatrième  ordre  et  a  seize  points  doubles,  est 
une  surface  de  Kuninier . 

C'est  la  surface  focale  des  congruences  (A)  et  (B)  ; 
en  effet,   par  tout  point  p  de  l'enveloppe  passent  deux 
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quadriques  Q  confondues,  donc  deux  droites  de  (A)  con- 
fondues :  j)  est  sur  la  surface  focale  de  (A)  ;  réciproque- 
ment, tout  point  de  cette  surface  appartient  à  S. 

6.  Génération  d'une  surface  de  Kunimer.  —  On 
sait  depuis  longtemps  qu'étant  donnée  une  surface  du 
quatrième  ordre  à  seize  points  doubles,  on  peut  séparer 
ces  points  de  quinze  façons  différentes,  en  deux  groupes 
de  huit,  les  points  d'un  même  groupe  étant  les  points  de 
base  d'un  système  de  quadriques  inscrites  à  la  surface. 
On  a  donc  quinze  couples  de  systèmes  de  quadriques 
aj'ant  même  enveloppe;  deux  quadriques,  appartenant 
respectivement  aux  deux  systèmes  d'un  couple,  sont 
tangentes;  enfin  leurs  génératrices  font  partie  de  deux 
des  six  complexes  linéaires  conjugués  à  la  surface. 

Toute  surface  de  Kumnier  est  donc  susceptible,  de 
quinze  manières,  delà  génération  indiquée. 

7.  Faits  corrélatifs.  —  Si  l'on  fait  une  corrélation 
par  rapport  au  complexe  A,  les  quadriques  Q,  de  même 
que  les  quadriques  Q',  se  transforment  chacune  en  elle- 
même.  Les  quadriques  Q  touchent  donc  huit  plans,  qui 
sont  les  plans  polaires  des  huit  points  de  base.  Leur 
enveloppe  S  admet  chacun  d'eux  comme  plan  tangent 
singulier,  la  courbe  de  contact  étant  une  conique,  polaire 
réciproque  du  cône  des  tangentes  au  point  singulier 
correspondant.  S  possède  donc  seize  plans  singuliers 
et  est  de  quatrième  classe,  puisqu'elle  se  transforme  en 
elle-même. 

Je  considère  un  point  p  de  la  surface  S;  par  p  passent 
une  quadrique  Q  et  une  quadrique  Q',  sur  lesquelles  se 
trouvent  les  droites  a  et  ^,  issues  de  p  et  appartenant 
respectivement  aux  congruences  (A)  et  (B).  Dans  la  cor- 
rélation par  rapport  à  A,  «  se  transforme  en  elle-même, 
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h  se  change  en  sa  conjuguée  &',  qui  se  trouve  aussi  sur  Q 
et  Q',  comme  nous  le  savons,  fait  partie  de  (B)  et  est 
bitangente  à  la  surface  focale  S.  Le  plan  tangent  à  S  enp 
est  le  plan  des  deux  tangentes  acib;  il  a  pour  pôle  dans 
la  corrélation  le  point  //  où  a  est  coupée  par  b'  \  inver- 
sement p  a  pour  plan  polaire  le  plan  ab' .  Ainsi,  un  point 
de  2  et  le  plan  tangent  eu  ce  point  ont  bien  pour  trans- 
formés un  autre  point  et  son  plan  tangent.  En  prenant 
les  polaires  réciproques  par  rapport  à  B,  a  devient  «', 
b  et  b'  sont  conservées,  /?  et/V  donnent  les  plans  tangents 
aux  points  /?,  et  p\  de  rencontre  de  a'  avec  b  ei  b' .  On 
reconnaît  ainsi  l'existence  de  quadrilatères  gauches  dont 
les  sommets  sont  des  points  de  S,  dont  les  plans  sont 
tangents  en  ces  sommets,  et  dont  les  arêtes  sont  bitan- 
gentes  à  I,,  les  points  de  contact  étant  les  sommets  ;  il  y 
a  oo^  tels  quadrilatères  :  chaque  point  p  en  détermine  un. 

III. 

8.  Pour  étudier  les  questions  suivantes,  il  sera  utile 
de  considérer  les  groupes  de  trois  complexes  dont  les 
droites  communes  sont  les  génératrices  d'un  même  sy- 
stème d'une  quadrique  Q  ou  d'une  quadrique  Q'.  On 
sait  que  tout  complexe  qui  contient  les  génératrices  d'un 
système  est  en  involution  avec  tout  complexe  contenant 
les  droites  du  deuxième  système. 

Soit  un  ensemble  linéaire  et  homogène  de  complexes 
à  71  paramètres  ;  les  complexes  en  involution  avec 
ceux-ci  forment  un  ensemble  analogue  à  6  —  n  ])ara- 
mètres. 

Soit  71=  2;  tous  les  complexes  conjugués,  à  A  et  B,  par 
exemple,  forment  un  réseau  R,  dont  on  peut  supposer, 
sans  restreindre  la  généralité,  que  les  complexes  de 
base  R),  R2,  R3,  R4  sont  deux  à  deux  en  involution; 
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A,  B  cl  R,  forment  alors  un  groupe  de  six  complexes  de 
Klein. 

Soit  «  =  3;  à  une  gerbe;  de  complexes  correspond 
une  autre  gerbe;  elles  définissent  cbacunc  une  série 
réglée;  les  droites  des  deux  séries  sont  les  génératrices 
des  deux  systèmes  d'une  quadrique.  Ainsi,  soient  C 
et  C  deux  complexes  du  réseau  R;  A,  C  et  C  ont  en 
commun  les  génératrices  d'un  système  d'une  quadrique 
dont  le  second  système  appartient  à  B,  puisque  B  est  en 
involution  avec  A,  C  et  C. 

9.  Représentation  des  complexes  du  réseau  R.  — 
Ces  complexes  dépendent  de  quatre  paramètres  homo- 
gènes qu'on  peut  regarder  comme  les  coordonnées  tétraé- 
driques  d'un  plan  dans  un  espace  E'. 

Une  série  réglée  Q  du  premier  espace  E,  intersection 
des  complexes  A,  CetC,  a  pour  image  dans  E' la  droite  y, 
intersection  des  plans  représentatifs  de  C  et  C. 

Une  droite  «,  du  complexe  A,  peut  être  considérée 
comme  l'intersection  de  A  avec  trois  complexes  de  R5 
elle  a  pour  image  le  point  commun  aux  plans  représen- 
tant les  trois  complexes.  Il  faut  remarquer  que  ces  trois 
complexes  et  A  sont  transformés  respectivement  en 
eux-mêmes  dans  la  corrélation  par  rapport  à  B;  ils  con- 
tiennent donc  la  conjuguée  «'de  «;  «  et  a'  sont  leurs 
deux  droites  communes. 

Deux  séries  réglées  Q  et  Q',  ayant  en  commun  deux 
droites  a  et  a'  sont  représentées  par  deux  rayons  q  et  q' 
se  coupant  au  point-image  de  a  ei  a' . 

Transformation  inverse.  —  A  un  plan  de  E'  corres- 
pond dans  Eun  complexe  de  R,  qui,  coupé  par  A,  donne 
une  congruence;  à  une  droite  q  correspond  un  faisceau 
de  R  qui,  avec  A,  définit  une  série  réglée  Q;  enfin  un 
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point  est  l'image  d'une  série  réglée  dont  la  section  par  A 
se  compose  de  deux  droites  a  et  «',  qui  sont  bien  con- 
juguées par  rapport  à  B,  car  les  complexes  qui  les  déter- 
minent sont  en  involution  avec  B.  A  deux  droites 
sécantes  correspondent  deux  quadriques  ayant  deux 
génératrices  communes  du  système  A,  conjuguées  par 
rapport  à  B.' 

D'après  cela,  le  système  (Q)  a  pour  image  une  série 
de  droites  y,  rencontrant  les  images  c/', ,  q'.^^  q'.^  de  trois 
quadriques  du  système  (Q').  Donc,  les  q  forment  un 
système  de  génératrices  d'une  quadrique  <7,  et  les  q'  le 
second  système.  La  quadrique  a-  est  l'image  de  (A)  :  à 
chacun  de  ses  points  correspondent  deux  droites  a  et  a' 
de  cette  congruence,  bitangentes  à  S. 


IV. 


10.  Neuf  droites  de  A  ont  pour  images  neuf  points, 
par  lesc|uels  passe  en  général  une  seule  quadrique  a-, 
image  d'une  congruence  (A),  dont  j'appelle  S  la  surface 
focale.  S  est  bitangente  aux  neuf  droites  [et  à  leurs 
conjuguées  par  rapport  à  B,  qui  font  partie  aussi  de  (A)]. 
(  Cinquième  question.  ) 

Huit  droites  de  A  ont  pour  images  huit  points  de  E', 
par  lesquels  passe  un  faisceau  de  quadriques  t,  ayant  en 
commun  une  biquadratique  gauche.  On  a  alors  dans  E 
une  famille  à  un  paramètre  de  surfaces  S,  bitangentes 
aux  droites  a  dont  les  images  sont  les  points  de  la  biqua- 
dratique. 

Ces  droites,  qui  dépendent  d'un  paramètre,  forment 
une  surface  réglée  dont  nous  allons  chercher  l'ordre. 
Halphen  a  démontré  qu'une  surface  réglée  d'ordre  m  et 
un  complexe  d'ordre  n  ont  en  commun  mn  droites.  Or 
un  plan  coupe  la  biquadratique  en  quatre  points,  à  cha- 
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cun  desquels  correspondent  deux  droites;  donc  l(î  com- 
plexe do  R  (jui  a  pour  image  ce  plan  contient  huit  droites 
de  la  surlace  réglée  :  comme  jn  =  i ,  /?=  8.   (Sixième 
question.) 

Enfin  les  quadriques  t  qui  passent  par  sept  points 
ont  un  huitième  point  fixe.  Donc,  étant  données  sept 
droites  de  A,  les  surfaces  S,  conjuguées  à  A  et  B,  qui 
leur  sont  bitangentes,  touchent  aussi  deux  fois  les  S(;pt 
conjuguées  de  ces  droites  par  rapport  à  B,  et  les  deux 
droites  d'un  huitième  couple.  (Septième  question.) 


11.  Les  droites  de  la  congruence  (A)  qui  appar- 
tiennent à  B  forment  une  surface  réglée,  dont  l'ordre 
s'obtient  en  appliquant  une  formule  d'Halphen  :  un 
complexe  d'ordre  m  et  une  congruence  d'ordre  n,  de 
classe  /i',  ont  en  commun  une  surface  d'ordre  m(n  -\-n')] 
ici  m  =  1 ,  71  =z  ji'  =:  2.  On  peut  aussi  faire  un  raisonne- 
ment direct  :  sur  chaque  quadrique  Q,  les  droites  a 
et  a'  sont  en  involution ,  et  cette  involution  a  deux 
droites  doubles;  ces  droites  doubles,  confondues  avec 
leurs  conjuguées  par  ra[)port  à  B,  font  partie  de  B.  Ceci 
posé,  une  droite  ^o  rencontre  quatre  de  ces  droites,  car 
par  bo  passent  deux  quadriques  Qo  et  Qj,,  sur  chacune 
desquelles  se  trouvent  deux  droites  doubles.  La  surface 
réglée,  coupée  par  ho  en  quatre  points,  est  du  qua- 
trième ordre. 

Les  droites  de  (B)  qui  sont  dans  A  forment  aussi  une 
surface  léglée  d'ordre  /\. 

En  un  point  p  de  S,  le  plan  langent  est  déterminé 
par  les  droites  a  et  b,  des  congruences  (A)  et  (B),  qui 
passent  en  jj.  Si  a  appartient  à  B,  le  plan  tangent  con- 
tient deux  droites  de  B  :  c'est  /?B.  La  courbe  de  contact 
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de  la  surface  réglée  formée  des  droites  telles  que  a  a  donc 
pour  tangente  en  p  une  droite  du  complexe  B;  p  est  un 
point  quelconque  de  cette  courbe.  Or,  si  les  tangentes 
d'une  courbe  appartiennent  à  un  complexe  linéaire,  le 
pian  osculateur  en  tout  point  est  le  plan  du  complexe. 
Donc  en/?  le  plan  osculateur  esty^B,  c'est-à-dire  le  plan 
tangent  de  S;  donc  la  courbe  de  contact  est  une  asymp- 
lotique  de  S.  Je  l'appelle  (3). 

Les  droites  de  (B)  qui  sont  dans  A  forment  une  sur- 
face réglée  [a]  circonscrite  à  S  le  long  d'une  courbe  (a), 
asjmptoiique  de  -  et  dont  les  tangentes  appartiennent 
à  A. 

12.  La  surface  réglée  [a],  du  quatrième  ordre,  a 
deux  droites  doubles  :  les  deux  directrices  de  la  con- 
gruence  (AjB);  car  toute  droite  de  B,  qui  rencontre 
l'une,  rencontre  l'autre  et  appartient  à  la  congruence; 
or,  par  un  point  de  l'une  passent  deux  droites  de  (B)  : 
elles  font  partie  de  A,  donc  sont  sur  [a]. 

La  courbe  (a)  est  tracée  sur  [aj  ;  c'en  est  xine  asjmp- 
totique,  car  son  plan  osculateur,  tangent  à  S,  est  tangent 
à  [a].  Elle  est  rencontrée  en  deux  points  par  toute 
génératrice  de  [^cj;  on  voit  sans  peine  que  ces  points 
sont  conjugués  harmoniques  par  rapport  au  segment 
déterminé  sur  la  génératrice  par  les  directrices  de  la 
congruence  (A,B). 

Si  l'on  se  donne  un  point  de  (a),  la  droite  de  [a]  issue 
de  ce  point  est  bien  déterminée  :  elle  appartient 
à  (A,  B);  son  second  point  de  rencontre  avec  (a)  est 
défini,  d'après  la  remarque  précédente. 

13.  Nous  avons  vu  qu'une  droite  a,  de  A,  et  sa  con- 
juguée a\  par  rapport  à  B,  ont  pour  image  un  point 
deE'.  Quelle  est  l'image  d'une  droite  6  de  B? 
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La  (lioile  b  et  sa  conjuguée  b'  par  rapport  à  A  peuvent 
iHre  considérées  comme  les  directrices  d'une  congruence, 
intersection  de  A  et  d'un  certain  complexe  C  du  ré- 
seau R;  car  il  suffit  que  C  appartienne  à  la  fois  au 
réseau  R,  et  au  faisceau  défini  par  A  et  le  complexe 
spécial  dont  b  est  Taxe.  Le  second  complexe  spécial  du 
faisceau  (A,  G)  est  b'.  Inversement,  A  et  un  complexe  C 
de  R  déterminent  une  congruence  dont  les  deux  direc- 
trices appartiennent  à  B,  qui  est  en  involution  avec  A 
et  C,  et  sont  conjuguées  par  rapport  à  A,  car  une  corré- 
lation par  rapport  à  A  change  la  congruence  en  elle- 
même.  D'après  cela,  b  et  b'  correspondent  à  un  plan  de 
l'espace  E',  le  plan  qui  est  l'image  deC. 

Deux  di'oites  de  E',  q  et  r/,  qui  se  rencontrent,  repré- 
sentent une  quadrique  Q  et  une  quadrique  Q';  leur 
point  commun  est  l'image  des  génératrices  a  et  a'  com- 
munes aux  deux  quadriques;  leur  plan  correspond  aux 
génératrices  b  et  b'  suivant  lesquelles  se  coupent 
encore  Q  et  Q'. 

14.  Si  b  coïncide  avec  sa  conjuguée  Z>',  c'est-à-dire 
si  b  appartient  à  A,  le  plan  correspondant  salisfaii  à  une 
condition,  donc  touche  une  surface  co  ;  on  peut  mener 
à  to  deux  plans  tangents  par  toute  droite  ^,  car  il  y  a 
deux  droites  b  ^^  b'  sur  la  série  réglée  Q.  Donc  to  est 
une  f/uadri//ae.  Comme  les  deux  directrices  de  la  con- 
gruence (A,  C)  sont  confondues  et  que  C  est  en  invo- 
lution avec  A,  C  doit  être  un  complexe  spécial  ;  la 
réciproque  est  vraie;  donc  (o  esf.  Veiweloppe  des  plans- 
images  des  complexes  de  R  spéciaux. 

Dans  E',  entre  un  plan  c,  qui  représente  un  com- 
plexe C  de  R,  et  le  point  y,  image  de  la  gerbe  de  R  en 
involution  avec  C,  il  j  a  évidemment  une  corrélation. 
Pour  que  C  soit  spécial,  il  faut  et  il  suffit  qu'il  appar- 
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tienne  à  la  gerbe  avec  laquelle  il  est  en  involution. 
Alors  c  doit  contenir  v;  la  quadrique  de  base  de  la 
corrélation  est  donc  l'enveloppe  des  plans  c  représentant 
les  complexes  spéciaux  de  R  :  c'est  w.  Par  suite,  un 
plan  et  son  pèle  par  rapport  à  w  sont  les  images  d'un 
complexe  de  R,  et  de  la  gerbe  des  complexes  de  R  en 
involution  avec  lui. 

lo.  Ceci  posé,  la  surface  [a],  lieu  de  droiies  b  ^  b', 
qui  sont  bl tangentes  à  S,  est  représentée  dans  FJ  par 
une  suite  de  plans,  tangents  à  to  et  à  l'image  c  de  !S  :  ce 
sont  les  plans  de  la  développable  (w,^). 

Donn(îr  liuit  points  de  (a),  c'est,  comme  on  l'a  vu, 
donner  Iniit  droites  de  [a],  ou  liuit  plans  de  la  dévelop- 
pable (co,'?);  celle-ci  est  déterminée,  par  suite  la 
surface  [a]. 

Quant  à  la  courbe  (a),  c'est  sur  [a]  le  lieu  des  points 
pour  lesquels  le  plan  tangent  est  le  plan  du  complexe  A. 
Elle  est  bien  déterminée,  et  l'on  voit  que  huit  points  la 
définissent. 

Donner  sept  points  de  (a),  c'est  donner  sept  généra- 
trices b  de  [a],  et  sept  plans  tangents  de  la  dévelop- 
pable (to,3-)5  celle-ci  a  un  huitième  plan  bien  déter- 
miné. 

Les  surfaces  [a]  qui  contiennent  sept  droites  b  en 
contiennent  donc  une  huitième. 

Il  y  a  plus  :  je  dis  cpie  la  surface  [a]  est  définie  par 
les  sept  points  donnés  et  est  unique.  Cela  tient  à  ce  que 
l'on  connaît  en  ces  points  les  plans  tangents,  qui  sont 
les  plans  du  complexe  A.  Une  surface  du  quatrième 
ordre  à  deux  droites  doubles  est  déterminée,  si  ces  deux 
droites  sont  connues,  par  huit  points,  ou  par  sept  points 
et  une  tangente  en  l'un  d'eux,  ou  eniin  par  quatre 
points  et,  en  chacun  d'eux,  une  tangente  dilïerente  de 
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la   génératrice.  En  outre,  nous  savons  que,   si  la  sur- 
face [a]  est  définie,  la  courbe  (a)  l'est.  Donc  : 

La  courbe  (a)  est  déLenninée  en  général  par  quatre 
de  ses  points. 

VI. 

IG.  Il  existe  un  faisceau  tangentiel  de  quadriques  r: 
inscrites  à  une  même  développable  (oj,  o-q).  Il  y  a  donc 
une  famille  de  surfaces  S  ayant  la  même  ligne  asjmplo- 
tique  (a),  et  conjuguées  aux  complexes  A  et  13.  Elles 
ont  même  surface  [a],  à  laquelle  elles  sont  circonscrites 
le  long  de  (a). 

Les  faces  du  tétraèdre  conjugué  commun  aux  qua- 
driques 3-  représentent  quatre  complexes  du  réseau  R  : 
C,  C,  C"  et  G" ,  qui  sont  en  involution  avec  A  et  B. 

Ils  sont  en  involution  deux  à  deux,  car  le  plan-image 
de  C,  par  exemple,  contient  le  pôle  par  rapport  à  w, 
du  plan-image  de  C  ;  donc  C  est  en  involution  avec  C 
(n-^  14). 

Chacune  des  surfaces  S  est  conjuguée  par  rapport  à 
l'un  quelconque  d'entre  eux,  soit  C,  c'est-à-dire  se 
transforme  en  elle-même  dans  la  corrélation  que  dé- 
finit C.  Nous  allons  le  vérifier  en  cherchant  quelle  est  la 
transformation  de  l'espace  E'  qui  correspond  à  cette 
corrélation  eiî'ectuée  dans  E;  cette  transformation  fai- 
sant correspondre  à  tout  point  d'une  quadrique  t  du 
faisceau  un  autre  point  de  g-,  la  corrélation  par  rapport 
à  C  transformera  toute  bitangente  a  de  S  en  une  autre 
bitangente. 

17.  J'appelle  G  la  corrélation  par  rapport  à  C,  et  Z' 
la  transformation  correspondante  dans  E'.  S  transforme 
involulivement  une  droite  de  A  en  droite  de  x\,  et  une 
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série  réglée  définie  par  A  et  deux  complexes  de  R  eu  une 
série  analogue;  si  la  droite  ou  la  série  réglée  appartient 
à  C,  elle  est  conservée.  Enfin  tout  complexe  de  R  est 
changé  en  lui-même. 

Par  suite  S'  transforme  involutivement  un  point  en 
point,  une  droite  en  droite  :  c'est  une  homographie;  le 
plan-image  de  G  est  un  plan  double,  dont  chaque  point 
est  son  propre  correspondant,  le  pôle  de  ce  plan  par 
rapport  à  to  est  un  point  double.  On  a  donc  affaire  à  une 
homologie  dont  les  éléments  singuliers  sont  le  plan- 
image  de  C  et  son  pôle  par  rapport  à  w,  le  rapport 
d'homologie  étant  —  i,  puisqu'elle  est  involutive. 

Cette  homologie  S'  transforme  i  en  elle-même,  car 
son  point  double  est  pôle  de  son  plan  double  par 
rapport  à  n.  Donc  la  corrélation  S  change  5]  en  elle- 
même. 

Par  conséquent  les  surfaces  S  de  la  famille  sont  con- 
juguées par  rapport  aux  quatre  complexes  fixes  C,  C, 
C"  et  C". 

VIL 

18.  Il  y  a  une  quadrique  a-  du  faisceau  tangente  à  un 
plan  (qui  ne  touche  pas  co)  ;  il  existe  donc  une  surface  S 
de  la  famille  bitangente  à  une  génératrice  de  B  (qui  n'ap- 
partient pas  à  A). 

Il  y  a  trois  quadriques  o-  passant  par  un  point  j  donc 
trois  surfaces  S  sont  bitangentes  à  une  génératrice  a 
de  A.  Les  plans  tangents  des  trois  quadriques  a-, ,  Co,  0-3, 
en  leur  point  commun,  forment,  comme  l'on  sait,  un 
trièdre  conjugué  par  rapport  à  toutes  les  quadriques  du 
faisceau,  en  particulier  par  rapport  à  oj.  Le  plan  tan- 
gent à  (T,  est  l'image  de  deux  bitangentes  ^,,  h\  à  S,, 
qui  coupent  «  aux  deux  points  de  contact  de  celle-ci; 
de  mémo,  le  plan  tangent  à  o-j  représente  deux  droites  ^o, 
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/>',  qui  rencontrent  a  en  ses  deux  points  de  contact  avec  So  • 
Les  deux  plans  tangents  étant  conjugués  par  rapport  à  co, 
les  complexes  correspondants  sont  en  iuvolution-,  on  en 
déduit  que  les  deux  couples  ^,,  Z», ,  et  Z>o,  h\,  font  partie 
d'une  même  série  réglée  et  sont  conjugués  harmoniques. 
Les  points  de  contact  de  a  avec  ^(  et  -^  forment  donc 
deux  couples  harmoniques. 

19.  Soit  une  droite  /,  du  complexe  A,  simplement 
tangente  à  ^  en  un  point  m\,  par  m  passe  une  hitan- 
gente  qui  appartient  à  A;  le  plan  tangent,  déterminé 
par  ces  deux  droites,  est  le  plan  du  complexe  A.  Donc  m 
est  un  point  de  (a),  et  la  droite  /  est  tangente  un  m 
à  toutes  les  surfaces  -  de  la  famille.  Les  droites  /  sont 
toutes  les  droites  de  A  qui  rencontrent  (a). 

20.  Remarques.  —  L  Si  une  droite  a  de  A  tourne 
autour  d'un  point  /7,  sa  conjuguée  a'  par  rapport  à  B 
tourne  autour  d'un  point  p' ;  les  deux  faisceaux  plans 
ainsi  définis  constituent  une  quadrique  sur  laquelle  les 
deux  droites  appartenant  à  B  sont  confondues  en  une 
seule  :  pp' .  Dans  E',  le  rayon  qui  représente  cette  (|ua- 
drique  est  tangent  à  w,  car  ses  points  de  rencontre 
avec  u)  sont  confondus. 

La  réciproque  est  vraie. 

Une  quadrique  7  a  quatre  génératrices  de  chaque 
système  tangentes  à  to  ;  par  suite,  dans  le  système  (Q) 
qui  définit  une  surface  S,  il  y  a  quatre  quadriques 
décomposées  eu  couples  de  plans  :  elles  fournissent 
huit  plans  et  huit  points  singuliers  :  de  même  (Q') 
donne  les  autres  éléments  singuliers.  Comme  chaque 
(juadrique  Q  est  quadritangente  à  toute  Q',  on  déduit 
facilement  de  ces  remarques  les  relations  des  points  et 
plans  singuliers. 
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II.  On  peul  se  demander  quelle  esl  l'image,  dans  E', 
de  la  seeonde  ligne  asjmptotique  (|j),  on  plutôt  de  la 
surface  réglée  [^]  circonscrite  à  S  le  long  de  (JiJ),  C'est 
la  biquadratique  gauche  commune  à  w  et  t. 

III.  i<)  est  limage  d'une  surface  de  Kummer  pai  li- 
culière  :  tous  ses  points  et  ses  plans  tangents  sont  sin- 
guliers. Ses  bitangentes  sont  les  droites  de  la  con- 
gruence  (A,  B). 

Notes.  —  I,  Je  me  suis  servi,  dans  ce  qui  précède,  de 
propriétés  des  complexes  en  involution.  levais  indiquer 
pour  ces  propriétés  une  méthode  de  démonstration  très 
simple;  elle  repose  sur  la  notation  de  Grassniann. 

Etant  donné  un  certain  nombre  de  segments  Cic'j  ^  les 
segments  nui,  tels  que  la  somme  algébrique  des  volumes 
des  tétraèdres  vincic'i  soit  nulle,  sont  situés  sur  les  droites 
d'un  complexe  C.  On  pose 

L.  =  _  CjC  j , 

et  l'équation  du  complexe  est 

ninC  =  o. 

Tout  complexe  linéaire,  on  le  démonti'e  facilement,  a 
une  équation  analogue.  Ee  point  m  étant  choisi,  «  se 
trouve  dans  le  plan  /zC,  qui  est  le  plan  du  coinplexe 
en  j)i. 

Pour  deux  complexes  A  et  B  en  involution,  la  somme 
des  tétraèdres  obtenus  en  développant  le  produit 

comme  s'il  était  algébrique  est  nulle;  on  écrit 
AB  =  o. 
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Avec  celte  notation  on  étudie  facilement  les  complexes 
en  involulion . 

II.  La  coiTespondance  entre  l'espace  E  et  l'espace  F' 
s'introduit  naturellement  si  l'on  cherche  une  solution 
analytique  de  la  question. 

Je  conserve  la  notation  de  Grassmann,  qui  condense 
beaucoup  l'écriture. 

Trois  complexes  A,  C,  C  définissent  un  système  de 
génératrices  dune  quadriquc,  dont  l'équation  s'obtient 
en  écrivant  que  la  dioile  de  la  congruence  (C,  C),  issue 
d'un  point  m,  fait  partie  de  A;  celte  droite  est  l'inter- 
section des  plans  des  deux  complexes  viQ  et  viG  et  se 
représente  par  //zC  .  //îC. 

La  condition  cherchée  est 

(i)  m  C.MiC.  A  =  o. 

C'est,  sous  forme  symbolique,  léquation  qu'on  aurait 
en  coordonnées  cartésiennes  ou  tétraédrales,  si  l'on 
effectuait  les  opérations  indiquées  :  chercher  l'inter- 
section des  plans  des  complexes  C  et  C,  relatifs  au 
point  Tn\  exprimer  qu'elle  appartient  à  A. 

Pour  que  la  quadrique  considérée  soit  une  qua- 
drique  Q,  il  faut  que  C  et  G'  appartiennent  au  ré- 
seau R  : 

G  =  ai  Ri  -T-  a.  Ri  -f-  aj  R3  -^  aj  Rj, 

C'=  x'iRi-f- 

L'équation  (i),  développée,  devient 

0  s=  S  (  a,  a'/,  —  a/,  a'  )  m  R, .  m  R/. .  A  =  o. 

Les  coefficients  des  six  quantités 

/nR,.«îR/;..A        (iV^) 
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satisfont  à  la  relation 

( "^i ^k  —  =f/.- "^i)  {'^r-^'m  —  «/"  a'/ )  -T- . . .  —  o ; 

on  peut  les  considérer  comme  coordonnées  de  Plucker 
d'une  droite  q . 

Ceci  posé,  pour  que  Q  appartienne  à  une  gerbe  définie 
par  trois  quadriques,  dont  les  équations  sont 

Ql=0,  Q2=0,  Q3=0, 

il  faut  que  l'on  ait 

(2)  Q^XjQ,_l_X,Q,+  X3Q3, 

ce  qui  entraîne 

Les  À  ne  peuvent  être  quelconques,  puisque  le  com- 
plexe ).,  f/i  -+-  Ai'/j  +  A3<7;!  est  spécial;  ils  sont  liés  par 

ou 

(3)  ^7,^3.^2X3  =  0. 

Le  système  Q  est  donc  défini  par  l'équation 

les  paramètres  étant  liés  par  la  condition  (2). 

jNous  voyons  ainsi  que  le  système  Q  est  un  faisceau 
à  un  paramètre,  qui  entre  au  second  degré  dans  l'équa- 
tion ;  d'autre  part,  la  représentation  des  quadriques  du 
système  par  les  droites  q  d'une  série  réglée  : 

se  présente  naturellement. 
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[2ba] 

REMARQUE  SUR  LE  DÉVELOPPEMENT  M  SÉRIE  ENTIÈRE 
D'UNE  BRANCHE  DE  FONCTION  IMPLICITE; 

Par  m.  E.  GOURSAT. 


Toute  équation  F(^,jy)  =  o,  dont  le  premier 
membre  est  une  fonction  holomorphe  de  deux  va- 
riables a:  et  j  dans  le  voisinage  d'un  système  de 
valeurs  j:^,    j'q,   pour  lequel  on  a   F(xo,j'o)  =  o,    la 

denvee   -r-    n  étant    pas   nulle   pour    x^Xq^  yz=y^, 

définit  une  fonction  analytique  y{x)  se  réduisant  à  jKo 
pour  a7  =  Xo,  et  holomorphe  dans  le  domaine  de  ce 
point.  On  peut  obtenir  les  coefficients  du  développe- 
ment de  cette  branche  de  fonction 

y  =  yQ^Ci{x  —  x^)-\-c.i{x  —  Xq^-^.  ..^Cnix  —  XQ)"-^. . ., 

en  remplaçant  j  par  ce  développement  dans  F(:r,j)  ),  et 
en  égalajil  à  zéro  les  coefficients  des  diverses  puissances 
de  X  —  Xq.  Les  calculs  effectués  par  cette  méthode  de- 
viennent très  rapidement  compliqués,  dès  qu'on  veut 
calculer  plus  de  trois  ou  quatre  coefficients.  Si  l'on  veut 
calculer  un  plus  grand  nombre  de  coefficients,  il  peut  y 
avoir  intérêt  à  se  servir  d'une  retuarque  bien  simple, 
que  je  n'ai  trouvée  dans  aucun  Ouvrage  classique.  Elle 
consiste  en  ceci  :  Si  l' on  connail  les  n  premieis  termes 
de  la  série  cherchée,  on  peut,  par  une  simple  division 
de  polynômes ,  calculer  les  coefficients  des  (/i  -i-  i) 
termes  suivants. 

1.   Considérons  l'équation 

(i)        y  =  o^(x)  -^ y  Oi{x)  -^ y^-  o^_{x)  ^ .  .  .-\- y'i  (i(n{oc), 
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où  Cq,  c5,,  . .  . ,  <p«  sont  des  fonctions  liolomorplies  de  a: 
dans  le  domaine  de  l'origine,  les  deux  premières  Oo{x) 
et  fi{x)  étant  nulles  pour  x  =  o. 

Cette  équation  admet,  comme  l'on  sait,  une  racine  et 
une  seule  qui  tend  vers  zéro  avec  ^,  et  cette  racine  est 
une  fonction  holomorphe  F(x)  dans  le  domaine  de 
l'origine.  Pour  obtenir  les  coefficients  du  développe- 
ment de  F[x)  en  série  entière,  on  peut,  par  exemple, 
procéder  comme  il  suit. 

Supposons  les  fonctions  c^^,  C2,,  .  .  .,  '-^u  développées 
en  séries  entières  ;  les  deux  premières  séries  commencent 
par  des  termes  du  premier  degré  au  moins.  Pour  prendre 
le  cas  général,  supposons  que  le  premier  terme  de'^„(x) 
soit  de  degré  p,  apXP\  le  premier  terme  de  la  série 
cherchée  est  précisément  cipXP .  En  elîet,  si  1  on  écrit 
l'équation  (i)  sous  la  forme 

on  voit  que  le  terme  du  plus  bas  degré  dans  j  ne  se 
réduit  avec  aucun  autre  dans  le  premier  membre  de 
cette  relation  :  il  est  donc  identique  au  premier  terme 
de  Ç2q(x),  c'est-à-dire  à  UpXP.  Pour  avoir  le  terme  sui- 
vant du  développement  cherciié,  on  ^ose  y^=  cipXP  -\- z^ 
ce  qui  conduit  pour  déterminer  z  à  une  équation  de 
même  forme  que  l'équation  (i) 

OÙ  l'on  a 

^q{x)  =  <po(^)  —  apXP  ^-  v^i{x)a,,xP 

-H  (p2(a7)a|a72/'-i-. . .-(-  ':^,^(^x)a'^x"i>, 

'Vi(.r)  =  Çi(^)  -T-  -xapXP  f!^i{x)  +.  .  .-1-  iia'l-^  x^"--'^^P  Onix); 
g,(j:)    étant    divisible    par    x,    il    en    est    de    même 
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tie  •i>,(a),  et  le  développeiiicut  de  '/oC-^')  commence  par 
im  terme  de  degré  p  -i-  i  au  luoiiis.  Le  premier  terme 
de  ^o(-T^)  donnera  de  même  le  second  terme  de  F(^)el, 
en  continuant  de  la  sorte,  on  pourra  calculer  autant  de 
termes  qu'on  le  voudra  de  la  série;  cherchée. 

En  opérant  de  la  soile,  il  semble  que  le  calcul  de 
chac|ue  terme  nouveau  exige  une  nouvelle  transforma- 
tion. Nous  allons  montrer  que,  si  l'on  a  p  ~^  \ ,  on  peut, 
par  nue  simple  division  de  polynômes,  calculer  les  p 
premiers  termes  du  développement  de  la  racine  de 
l'cquation  (i)  (/ni  est  nulle  pour  x  =  o. 

Nous  pouvons,  en  eJlet,  écrire  l'équation  (i) 


C2|  [x)  étant  nul  pour  x  =  o,  les  fonctions 

■ 5  5  •    •   •    >  

I  — 'il  I  — r2  '  — 'fi 

sont  également  des  fonctions  liolomorphes  dans  le  do- 
maine de  l'origine.  Désignons-les  pour  abréger  par  ?:„, 
—2t  .  •  .,  w^,  et  écrivons  l'équation  (3) 

(3/  y  =  -^{  x)  -^ y'-  T.A X)  ^ . .  .-^ y'i  -n{x). 

Le  développement  de  r.^^[x)  commence  par  le 
terme  apXP;  imaginons  que  l'on  ait  calculé  les  termes 
suivauts  jusqu'au  terme  de  degré  ip  —  i, 

'Kii{x)  —  ttpXP-^  'Xp^ixi'+^  -f-. . .-;-  X.2,,-iX-P-^-\-.  . ., 

les  termes  non  écrits  étant  divisibles  par  x'-p.  Il  suffît 
évidemment  de  prendre  dans  '-5o(-^)  et  dans 

I  —  'fi(^) 
les  ternies  de  degré  inférieur  à  2/?,  et  de  diviser  Tun  par 
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l'aulre  les  deux  polynômes  ainsi  obtenus,  en  ordonnant 
le  quotient  par  rapport  aux  puissances  croissantes  de  x^ 
jusqu'à  ce  qu'on  obtienne  un  reste  de  degré  supérieur 
à  ip  —  I . 

Cela  posé,  je  dis  que  les  p  premiers  termes  du  déve- 
loppement de  la  racine  cherchée j>"  sont  précisément 

Si  nous  faisons,  en  effet,  la  transformation 

J  =  UpXl'-^  T.p+iXP-^^  —  .  .  .—  'Xip-iX-P-'^-^  Z  =   P(X)  -+-  Z, 

dans  l'équation  (3)'  elle  prend  la  forme 

(4)  z  =  ro(^j  +  ~^r,(x:) +...-- 3"  c«(^), 

où  X(|(^)  est  égal  à 

T.oix)  -  P(x)  -^  TT,(:r)  P2(:r)  -...--  -„(^)  P2(^). 

Le  premier  terme  de  ^o("^)  est  au  moins  de  degré  2p, 
de  sorte  que  le  développement  de  z  commencera  par  un 
terme  de  degré  2p  au  moins,  ce  qui  démontre  la  propo- 
sition énoncée. 

Il  est  maintenant  aisé  de  voir  comment  cette  remarque 
s'applique  au  calcul  du  développement  de  la  racine 

y  =  F(x) 

de  l'équation  (i)  qui  est  nulle  pour  j?=  o.  Plaçons-nous 
dans  le  cas  le  plus  défavorable,  celui  où  'fo('^)  commence 
par  un  terme  du  premier  degré  a,  x;  en  posant 

jr=  ajx-r-yi, 
on  est  conduit  à  une  équation  de  même  forme 

(5)  yi  =  ooii^-)  -^ 7i  9ii{^ )  -^ yi  ?2i(^) -+-•••  + JÏ?'a(^), 


(  7M 
C5„,(a:)  commençant  par  un  terme  du  second  degré  au 
moins.  Soient 

les  deux  premiers  termes  du  quotient  de  'Sf,,(x) 
par  I  —  C2, ,  (x);  ce  sont  aussi  les  deux  premiers  termes 
du  développement  de  )•,.  En  posant 

on  sera  conduit  à  une  équation  de  même  forme 

(6)    jK2=  oo2(3r)  -i-  foonix)  -i-yl  o,_2{x)  -i-. .  .-h y'^  Onii^ ), 

'■siQoix)  commençant  par  un  terme  du  quatrième  degré 
au  moins.  Une  nouvelle  division  donnera  les  quatre 
premiers  termes  du  développement  de  jo?  et  ainsi  de 
suite. 

On  voit  qu'à  chaque  opération  on  peut  doubler  le 
nombre  des  coefficients  déjà  obtenus. 

Je  n'insisterai  pas  sur  les  diverses  simplifications  qui 
peuvent  se  présenter,  et  qui  permettent  parfois  d'obtenir 
un  plus  grand  nombre  de  termes  que  le  nombre  f|ue  l'on 
pouvait  prévoir  a  priori;  c'est  ce  qui  aura  lieu,  par 
exemple,  si  le  développement  de  la  racine  cliercliée  pré- 
sente des  lacunes.  Pvemarquons  aussi  que,  lorsqu'on  a 
fixé  à  l'avance  le  nombre  de  termes  que  l'on  veut 
obtenir,  on  n"a  besoin  que  de  calculer  quelques-uns  des 
coefficients  des  fonctions  cp,/,(j:).  Par  exemple,  si  l'on 
veut  s'arrêter  après  la  seconde  transformation,  il  suffira 
de  calculer  dans  '^(>2{x)  et  cp,o(x)  les  termes  de  degré 
inférieur  à  8  ;  il  sera  inutile  de  calculer  aucun  des  coeffi- 
cients de  cpo2(x),  cp32(x),  ....  Enfin,  la  méthode  reste 
évidemment  la  même,  si,  au  lieu  d'avoir  dans  le  second 
membre  de  l'équation  (i)  un  polynôme  de  degré  n.  en  j^, 
on  avait  une  série  entière  en  x  et  y,  convergente  pour 
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les    valeurs    de  x  et   de  y  ne  dépassant  pas    certaines 
limites  ('  ). 

Exemple.  —  Soit  l'équation 

j  =  x-\-  xy^  ; 

le  premier  terme  du  développement  est  x.  Posons 

y  ^x-  -\-yi: 
l'équation  en  j  ,  est 

yi—  x'*-\-3X^yi-{-  Zx'^y]-^  xy\. 

Nous  pouvons  obtenir  ici  les  premiers  termes  de  j', 
jusqu'au  terme  en  x'  en  divisant  x''  ])ar  i  —  3a:^,  ce  qui 
donne  pour  ces  premiers  termes  x''  +  3x". 

Posons  encore 

>-,  =^  x'*-\-  Zx' -{- y.i^=  x'*{i  -+-  oJ-^)  -4-JK2  ; 
l'équation  en  y^  ^st,  en  n'écrivant  que  les  deux  premiers 


(  '  )  La  remarque  qui  sert  de  poiol  de  départ  peut  aisément  être 
généralisée.  Si  le  premier  terme  de  •k„(j7)  est  de  degré  yv,  on 
démontre  de  la  même  façon  que  le  développement  de  la  racine  de 
l'équation  (3),  qui  est  nulle  pour  x=^o,  coïncide,  jusqu'au  terme 
de  degré  Zp  — i  inclusivement,  avec  le  développement  de  la  fonction 

-^{x)^r.,{x)[r.,{x)Y-, 

jusqu'au  terme  de  degré  4/^  —  i  inclusivement  avec  le  développement 
de  la  fonction 

et  ainsi  de  suite. 

D'une  façon  générale,  le  développement  cherché  est  identique, 
jusqu'au  terme  de  degré  mp  —  i  inclusivement,  avec  le  dévelop- 
pement de  la  racine  de  l'équation  auxiliaire 

Y  =  •j,(a;)  +  Y'f,(:r)  -{- Y^  cp^C^) +■  • -H- Y"-'  *,„__,  (j;), 
qui  est  nulle  pour  x  =  0. 
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termes  du  second  membre, 

^2  =  9^'«-4-  3^'o(i-i-  3373)2-4-  a7i3(,4_  -icc-iy 

^- , 

une    nouvelle    division    donnera    les    termes    suivants 
jusqu'au  terme  en  x'". 

2.  On  peut  faire  des  remarques  analogues  pour  les 
développements  des  intégrales  d'une  équation  dilléren- 
helle  du  premier  ordre.  Considérons  l'équation 

où  le  second  membre  est  une  fonction  liolomorplie  des 
deux  variables  x  et  y,  dans  le  domaine  du  point 

X  =  y  ^=  o. 

On  peut  l'écrire,  en  ordonnant  le  second  membre  par 
rapport  aux  puissances  croissantes  de  j'^, 

(7)      y=îo(-Z-)-+-JK?l(^)+X-T2(^)+---+j"T/;(-Z-)+.--, 

Oq,  'J|,  •••,  C2„,  ...    étant   des  fonctions  liolomorphes 
dans  le  domaine  du  point  x  =  o. 

Proposons-nous  de  calculer  les  premiers  coefficients 
du  développement  de  l'intégrale  qui  est  nulle  pour  x  =  o. 
Si  le  premier  terme  de  ^^^(x)  est  hpXP,  on  voit  aisément 

que  le  premier  terme  de  l'intégrale  est  — .r/'+' .  Cela 

étant,  prenons  dans  c2o(x)  les  termes  de  degré  inférieur 

ùpXP-i-.  . .+  bîp+ix-p-^^, 

et  dans  cp,  (ar)  les  termes  de  degré  inférieur  à  /^  +  i , 

Co-h  CiX-\-.  .  .-\-  CpXP, 
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et  soit  Y  l'intégrale  Je  l'équation  auxiliaire 

(8)  ^  ■'^ 

(  -}- Y(ao-i- «1^' -!-•  • --^  «/)^^)! 

qui  est  nulle  pour  :r  =  o.  En  posant  y  =\  -{-  z  dans 
l'équation  (7),  elle  se  change  en  une  équation  de  même 
forme 

(9)  z'=  '^a{x) -^ 'h  i{x)z -{-...  ^'ln{oc)z"^..., 

où  le  terme  indépendant  de  z  dans  le  second  membre 
a  pour  expression 

4/o(^)  =  (fo(.r)  —  Y'-ï-  Yœila-)  -;-  Y2  (j),(^j  -H 

Or,  ^o(^) — Y'  +  Yc2,(x)  peut  s'écrire,  en  tenant 
compte  de  la  relation  (8), 

r^o{x)  —  {bpXP-^bp^ixP+^~-...^bzp+iX^i'+^) 

-4-  Y[ipi(a7)  —  «0  —  aix  -\- . . .-—  ttpXP^. 

et,  comme  le  premier  terme  de  Y  est  de  degré  /^  4-  i ,  le 
premier  terme  de  '%(^)  sera  de  degré  ip  +  2.  Il  s'ensuit 
que  le  développement  d(i  z  commencera  par  un  terme  de 
degré  2/^  +  3,  ou  que  le  développement  de  j'  coïncidera 
avec  celui  de  Y  jusqu'au  terme  du  degré  2.p  +  2  inclu- 
sivement. 

Il  suffira  donc  de  calculer  le  développement  de  Y 
jusqu'à  ce  terme. 

On  pourrait  déduire  de  cette  remarque  des  consé- 
quences analogues  à  celles  qui  ont  été  développées  plus 
haut  pour  les  fonctions  implicites. 
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COiXCOURS  D'AGRÉGATIOX  «ES  SCIE\CES  MVTIIÉMATIQIES 
E\  I90r>  (MATHÉMATIOIIES  ÉLÉMENTAIRES); 

Solution  pau  M.  Maurice  FRÉGHET. 


On  donne  deux  d roues  fixes  D  el  D'  non  situées 
dans  un  même  plan,  un  point,  fixe  A  sur  D  et  un  point 
fixe  A'  sur  D'.  Soient  (S)  une  sphère  dont  le  centre 
est  situé  sui'  D  et  qui  passe  par  A,  (S')  une  sphère  dont 
le  centre  est  situé  sur  D'  et  qui  passe  par  A'. 

i"  Montre/'  qu'il  existe  deux  sphères  (S)  tangentes 
à  une  sphère  (S')  supposée  donnée. 

2"  Trouver  les  lieux  géométriques  des  points  de 
contact  des  sphères  (S)  et  (S'),  lorsqu'elles  luirienl, 
tout  en  restant  tangentes. 

3°  Soit  M  le  point  de  contact  d'une  sphère  (S)  avec 
une  sphère  (S').  Sur  la  ligne  des  centres  de  ces  deux, 
sphères  on  porte,  à  partir  du  point  M,  une  longueur 
constante  ]MM'=  a.  Trouver  le  lieu  du  point  M'  lorsque 
les  deux  sphères  varient. 

4°  Sur  les  droites  D  et  D'  on  porte,  à  partir  de  A 
et  A',  respecti\'ement ,  deux  longueurs  égales  AP 
et  A'P'.  Trouver  le  lieu  du  centre  de  la  sphère  S  tan- 
gente à  D  en  P  et  à  D'  eji  P',  lorsque  P  et  V  décrivent 
respectivement  D  et  1)'. 

I.  Soient  co  et  w'  les  centres  respectifs  des  splières  S 
<;t  S'.  Nous  allons  cVabord  chercher  le  centre  radical 
commun  aux  deux  faisceaux  de  sphères  S  et  S'.  Il  se 
trouve   nécessairement   à   l'intersection    de   leurs  plans 
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radicaux,   c'est-à-dire  sur  la  droite   o   intersection  des 
plans  perpendiculaires,  l'un  à  D  en  A  et  l'autre  à  D' 

eu  A'.  Les  points  E  de  o  ont  tous  la  même  puissance  EA 

par  rapport  aux  sphères  S  et  la  même  puissance  EA' 
par  rapport  aux  sphères  S'.  Par  conséquent,  le  point  O 
de  0,  (jui  est  équidislant  des  points  A  et  A',   a  même 
puissance  par  rapport  aux  sphères  S  et  S' . 

Ce  point  est  unique  et  bien  déterminé .  En  eflet,  c'est 
rinterseclion  de  la  droite  o  avec  le  plan  P  perpendicu- 
laire à  AA'  en  son  milieu.  Or,  3  est  parallèle  à  la  per- 
pendiculaire commune  à  D  et  D'.  Par  conséquent,  S  ne 
peut  être  ni  parallèle  à  P,  ni  dans  le  plan  P,  sans  quoi 
0  serait  perpendiculaire  aux  trois  droites  AA',  D,  D'  et 
celles-ci  se  coupant  en  A  et  A'  seraient  dans  un  même 
plan.  Or,  on  suppose  que  D  et  D'  ne  sont  pas  dans  un 
même  plan.  Il  résulte  de  ce  fait  que  si  M  est  le  point  de 
contact  de  deux  sphères  S  et  S'  tangentes,  leur  plan 
tangent  commun  passe  en  O  et  Ton  a 

OA  =  0A'=  OM. 

Donc,  si  S  et  S'  sont  tangentes,  la  droite  toto'  est  tan- 
gente en  INl  à  une  sphère  U  de  centre  fixe  O,  tangente 
à  D  en  A  et  à  D'  en  A'. 

II.  On  en  déduit  immédiatement  le  lieu  du  point  M 
lorsque  les  sphères  S  et  S'  varient  tout  en  restant  en 
contact.  Ce  lieu  est  d'abord  situé  sur  la  sphère  U.  C'est 
le  lieu  du  point  de  contact  M  d'une  tangente  à  U,  (jO(.ù\ 
(|ui  rencontre  deux  tangentes  fixes  de  U  :  D  et  D'. 

Ce  lieu  est  formé  de  deux  cercles  passant  en  A  et  A'. 
En  elfet,  soit  C  le  cercle  de  la  sphère  U  déterminé  par 
les  points  A,  A',  JM.  Les  tangentes  w  M,  to  A  à  U  sont 
égales;    de    môme    to'M  :=  w'A'.    Par    conséquent,    le 
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cercle  (],  qui  passe  par  les  deux  extrémités  A'M  du 
triangle  isoscèle  (o'.VlM,  lait  un  angle  égal  avec  les  deux 
côtés  égaux  ot'iV,  to'M.  Il  en  résulte  que  D  et  D'  font 
respectivement  avec  le  cercle  C  deux  angles  égaux  à 
l'angle  que  fait  ww'  avec  C.  Par  conséquent,  /«  cercle  C 
est  un  cercle  de  la  sphère  U  passant  par  A  et  A'  et 
faisant  as'ec  D  et  D'  (Jeux  angles  égaux.  Il  n'y  a  que 
deux  cercles  qui  satisfassent  à  ces  conditions^.  Eu  effet,  le 
plan  du  cercle  C  fera  manifestement  des  angles  égaux 
avec  D,  o)(j/  et  D'.  Or,  on  voit  facilement  qu'il  ne  peut 
en    è[re    ainsi   que   s'il    est   parallèle   à  l'une   des    deux 


bissectrices  A,,  A2  de  l'angle  formé  par  deux  droites 
concourantes  parallèles  à  D  et  D'. 

Donc,  le  cercle  G  est  dans  un  plan  fixe  passant  par 
AA'  et  parallèle  à  A,  ou  Ao. 

En  résumé,  le  lieu  du  point  iM  est  formé  de  deux 
cercles  C,  C,  de  la  sphèi'e  U.  Il  résulte  aussi  de  ce  qui 
précède  que  les  droites  toto',  qui  s'appuient  par  exemple 
sur  C,  font  un  angle  constant  avec  le  cercle  C  et  avec 
son  plan.  On  obtiendra  toutes  ces  di^oites  en  faisant 
tourner  l'une  d'entre  elles  autour  de  l'axe  L  du  cercle  C. 
De  même  pour  celles  qui  sont  relatives  au  cercle  G, 
d'axe  L( . 

Enfin,  nous  devons  observer  que  les  sphères  S,  S' 
restent  tangentes  de  la  même  façon  (S  et  S'  extérieures 
l'une  à  l'autre  ou  S  intérieure  à  S'  ou  S'  intérieure  à  S) 
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lorsque  M  décrit  l'un  des  arcs  AA'  de  l'un  des  cercles  C 
et  C,.  Car,  dans  ce  mouvement,   les   points  co,  to',  M, 
restant  distincts,  gardent  la  même  disposition  relative. 

III.  Si  l'on  se  donne  une  sphère  S',  il  y  a  deux 
sphères  S  qui  lui  sont  tangentes  et  l'on  obtiendra  les 
points  de  contact  et  les  centres  correspondants  en  menant 
du  point  w'-les  deux  tangentes  à  U  qui  rencontrent  D. 
Ces  tangentes  existent  toujours,  car  to'  est  toujours 
extérieur  à  U  (étant  sur  D),  et  elles  sont  distinctes 
lorsque  <x>'  est  distinct  de  A'.  Enfin,  si  lo'  reste  sur  la 
même  demi-droite  A'D'  portée  par  D'  et  terminée  en  A', 
les  points  M  correspondants  restent  sur  les  mêmes 
arcs  AA'  de  C  et  de  C(. 

Donc,  les  sphères  S  et  S'  restent  tangentes  de  la 
même  façon. 

ÏV.  Soit  M'  sur  tooj'  tel  que  MM'=:  a.  Lorsque  M 
reste  sur  le  cercle  C  on  obtient  toutes  les  positions 
de  toco'  par  une  rotation  autour  de  l'axe  L  de  C.  Donc, 
le  lieu  de  INI'  est  un  cercle  ayant  même  axe  que  C. 
(^omme  il  y  a  deux  positions  de  M'  sur  ww'  et  deux 
cercles  C,  C),  le  lieu  de  M'  se  composera  de  quatre 
cercles  s'appuyant  sur  D  et  D'  qui  ont  deux  à  deux 
même  axe  que  C  ou  C| . 

On  peut  remarquer  que  les  sphères  de  centres  to,  co', 
(|ui  passent  en  M',  sont  tangentes  en  ce  point  et  passent 
par  deux  points  fixes  B,  B'  sur  D,  D'  tels  que 

BA:=o,        B'A'=«'. 

Donc  d'après  II,  si  Y  est  un  des  quatre  cercles,  lieux 
de  M',  il  coupe  D  et  D'  en  des  points  tels  que  B,  B'  à 
des  distances  égales  à  «  de  A  et  de  A'  respectivement. 


(  <^'  ) 

De  plus,  r  est  sur  nue  sphèi-e  \  langciil(^  à  I)  eu  lî  i;t 
à  D'  on  IV. 

V.    Soiciil    I*  cl  P'  sur  I)  cl  \y  lels  (juc 
1>A  =  P  A'. 

Eu  prfuaul  <i  z=VA,  il  résulte  de  IV  que  la  splière  1 
tangente  à  D  en  P  et  à  D'  eu  P'  contient  nu  cercle  F 
ayant  même  axe  L  que  C  par  exemple.  Donc  le  centre  t 
de  S!  est  sur  la  droite  fixe  L.  Comme  il  y  a  plusieurs 
dispositions  relatives  des  points  P  et  P',  nous  voyons 
que  le  lieu  du  centre  t  est  Ibrmé  de  deux  axes  L  et  L, 
des  cercles  Cl  et  C).  D'ailleurs,  on  peut  observer  que 
ces  axes  sont  concourants  puisqu'ils  sont  dans  le  plan 
perpendiculaire  au  milieu  de  la  corde  AA'  commune 
aux  deux  cercles  C  et  C, . 

Remarques  : 

i"  On  aurait  pu  utiliser  l'inversion  dans  la  solution 
de  ce  problème.  Par  exemple,  pour  les  deux  premières 
questions,  en  plaçant  le  centre  d'inversion  en  A. 

2°  On  a  pu  observer  que  les  droites  ono'  relatives  à 
un  cercle  C  engendrent  un  hyperboloïde  de  révolution 
d'axe  L  qui  passe  par  C,  D  et  D'  et  qui  est  circonscrit 
à  la  sphère  U.  Cet  hyperboloïde  contient  aussi  deux 
des  cercles  lieux  de  IM'.  Il  est  cii"conscrit  aux  sphères  S 
qui  correspondent  à  l'axe  L. 

Il  y  a  de  même  un  hyperboloïde  de  révolution  relatif 
au  cercle  C,.  Mais  nous  avons  écarté  l'emploi  de  ces 
hyperboloïdes  pour  notre  solution  élémentaire.* 


Afin,  de  Mathemat..  4'  st'iie.  t.  IV.  (Février  1904. j 
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NoTiojvs  DE  Mathématiques;  par  M.  J.  Tannery.  — 
NoTiOKs  historiques;  par  M.  P.  Tannery.  —  i  vol. 
(x-352  pages).  Paris,  Delagrave;  igoS. 

On  sait  bien  à  l'avance,  si  M.  Jules  Tannery  publie  un  livre 
de  Mathématiques,  soit  qu'il  traite  de  théories  élevées  de 
l'Analyse,  ou  qu'il  développe  un  programnae  de  l'enseignement 
dans  les  lycées,  on  sait  bien  que  son  livre  sera  écrit  avec 
toute  la  science  qui  y  est  nécessaire,  et  aussi  avec  cette  hau- 
teur de  vues  et  cette  belle  franchise  qui  inspirent,  à  tous  ceux 
qui  le  connaissent,  une  profonde  estime  et  la  plus  vive  sympa- 
thie. 

Il  y  avait  ici  des  difficultés  particulières  :  les  notions  nou- 
velles introduites  dans  le  programme  de  la  classe  de  Philosophie 
n'étaient  enseignées  jusque-là  qu'à  des  élèves  déjà  exercés  au 
calcul  et  aux  raisonnements  géométriques.  Pour  les  expliquer 
à  des  élèves  moins  habitués  aux  études  mathématiques,  il  ne 
suffisait  évidemment  pas  de  reproduire,  avec  plus  de  détails, 
les  exposés  qui  se  donnent  dans  les  classes  de  Mathématiques 
spéciales. 

Le  programme  indiquait  déjà  d'éviter  les  théories  trop  abs- 
traites et  de  faire  ressortir  les  idées  générales  sur  des  exemples 
particuliers.  Il  fallait  aussi  chercher  des  raisons  plus  intuitives, 
des  associations  d'idées  plus  familières,  sans  descendre,  bien 
entendu,  jusqu'aux  procédés  des  préparations  trop  habiles, 
mais  avec  un  souci  constant  d'affermir,  en  de  jeunes  esprits, 
la  rectitude  du  jugement,  d'y  affiner  ce  sens  de  la  rigueur  qui 
doit  percevoir,  de  façons  différentes,  les  raisons  probables  et  les 
démonstrations  définitives.  Enfin,  on  devait  se  préoccuper  des 
acquisitions  nécessaires  aux  étudiants  qui  suivent  les  cours  des 
sciences  physiques,  chimiques  et  naturelles. 

On  verra  de  quelle  façon  magistrale  .M.  Tannery  a  résolu 
ces  questions,  dont  quelques-unes  sont  délicates  et  difficiles. 
Son  livre,  qui  contient  d'ailleurs  beaucoup  de  renseignements 
d'utilité  pratique,  peut  être  considéré  comme  une  introduction 
à  l'étude  réfléchie  des  Mathématiques. 


(  ^'^  ) 

A  ce  litre,  on  peut  le  si<;iialer  aux  professeurs  tics  Kcolcs 
Normales  :  renseignement  primaire  supérieur  fournit  déjà 
d'excellenles  recrues  aux  Facultés  des  Sciences,  et  ii  est  permis 
d'espérer  que  l'on  se  préoccupera  de  plus  en  plus  d'assurer,  le 
plus  complètement  possible,  le  développement  de  toutes  les 
intelligences. 

Une  Introduction  qui  prend  un  peu  plus  des  cent  premières 
pages  du  livre  rappelle,  dans  un  ordre  logique,  les  définitions, 
les  propositions  et  les  règles  qui  seront,  plus  taid,  supposées 
connues.  Un  élève  qui  n'aurait  pas  pu  suivre  régulièrement  les 
Cours  précédant  le  Cours  de  Philosophie  y  trouvera  un  guide 
pour  compléter  son  instruction.  Rien  de  plus  utile  d'ailleurs, 
pour  tous,  que  ces  vues  d'ensemble  oiï  les  leçons  apprises 
autrefois,  une  par  une,  s'ordonnent  en  groupes  naturels,  et  où 
la  simplification  voulue  des  détails  laisse  aux  idées  principales 
toute  leur  valeur. 

On  retrouvera,  par  exemple,  comment  on  a  été  conduit  à 
considérer,  après  les  nombres  naturels  i,  2,  3,  ...,  les  fractions, 
les  nombres  irrationnels,  les  nombres  affectés  de  signe,  et  je 
vais  essayer  de  donner  une  idée  du  choix  heureux  des  repré- 
sentations employées  ici.  On  me  permettra  de  donner  tout  de 
suite  une  impression  personnelle  :  Voilà  bien  des  années  que 
j'enseigne  ces  choses  à  des  élèves  pris  dans  des  catégories  très 
différentes;  je  suis  convaincu  que,  si  l'on  expose  aux  élèves  de 
Philosophie,  sans  parti  pris  d'avance,  en  y  mettant  le  temps 
et  le  détail  nécessaires,  les  explications  mises  au  point  dans 
le  livre  de  M.  Tannery,  ces  élèves  arriveront,  je  ne  dis  pas 
sans  effort  (et  je  ferai  des  réserves  sur  le  dernier  Chapitre 
qui,  d'ailleurs,  n'est  pas  imposé),  mais  avec  un  travail  qui 
n'aura  rien  d'excessif,  à  acquérir  les  notions  si  utiles,  intro- 
duites dans  le  nouveau  programme. 

Les  fractions  sont  introduites  en  considérant  des  segments 
partagés  en  parties  égales,  et  l'on  fait  cette  remarque,  d'où 
pourraient  se  déduire  toutes  les  propriétés  des  fractions,  que 
considérer  une  fraction,  c'est  au  fond  faire  un  changement 
d'unité;  on  a  soin  de  montrer  les  opérations  géométriques  que 
traduisent  les  opérations  sur  les  fractions. 

Les  nombres  irrationnels  se  présentent  dès  que  l'on  veut 
définir  la  mesure  d'une  grandeur  A,  après  avoir  choisi  comme 
unité  une  grandeur  B  de  même  espèce  que  A. 

On  observe    de  suite  qu'ils  sont   inutiles    dans    la    pratique 
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courante,  on  les  valeur?  approchées  suffisent  toujours.  Il  fau- 
dra lire,  au  §  68,  comment  on  peut,  à  l'aide  d'une  image,  se 
représenter  un  nombre  tel  que  le  rapport-  de  la  circonférence 
au  diamètre.  J'indiquerai,  un  peu  en  gros,  qu'il  suffit  d'imagi- 
ner une  bande  étroite  de  papier  qui  est  d'abord  rouge  jusqu'à 
un  point  A,  puis  bleu  à  partir  d'un  point  B,  séparé  de  A  par 
un  intervalle  blanc;  le  point  limite  du  rouge  et  le  point  limite 
du  bleu  se  rapprochent  en  empiétant  sur  l'intervalle  blanc,  et 
leur  distance  devient  plus  petite  que  toute  la  longueur  donnée, 
de  sorte  qu'il  ne  peut  subsister  d'intervalle  blanc,  et  qu'il  ne 
peut  rester  qu'un  point  pour  séparer  la  partie  rouge  et  la  partie 
bleue  :  les  points  A  et  B  correspondaient  à  des  valeurs  appro- 
chées, le  point  définitif  de  séparation  correspondra  à  la  valeur 
même  de  t. 

Les  opérations  sur  les  nombres  irrationnels  ne  demandent, 
en  fin  de  compte,  que  des  opérations  sur  leurs  valeurs  appro- 
chées, et  leur  résultat  peut  s'obtenir  avec  une  approximation 
aussi  grande  qu'on  le  veut. 

Je  regrette  de  ne  pouvoir  citer  tout  au  long  les  §§  70  et  71, 
où  les  nombres  affectés  de  signe  sont  introduits,  en  prenant 
pour  exemple  une  route  droite,  garnie  de  bornes,  allant  du 
Nord  au  Sud  ;  je  ne  crois  pas  qu'on  puisse  tirer  mieux  parti 
d'un  exemple  simple  et  concret  comme  celui-là. 

Les  règles  pour  le  calcul  des  nombres  affectés  de  signe  (que 
M.  Tannery  appelle  des  nombrex  relatifs)  sont  données  de 
suite;  on  vérifie,  après  coup,  que,  dans  ce  nouveau  calcul,  les 
règles  observées  pour  la  multiplication  des  nombres  naturels 
subsistent,  et  comme  il  faut  encore  montrer  l'utilité  de  ces 
conventions  (qu'on  a  eu  le  droit  de  faire,  puisqu'elles  ne  con- 
duisent pas  à  des  contradictions),  on  étudie  en  détail  le  mou- 
vement uniforme  d'un  mobile  sur  un  axe  et  l'on  fait  voir  que, 
grâce  à  l'introduction  des  nombres  relatifs,  on  peut  résumer 
en  une  seule  règle  tout  ce  qui  se  rapporte  à  de  nombreux  cas 
particuliers. 

Ces  exemples,  que  j'ai  piis  exprès  dans  les  parties  difficiles 
pour  les  commençants,  ont,  je  pense,  donné  une  idée  appro- 
chée de  l'esprit  dans  lequel  est  rédigée  l'Introduction. 


Après  l'Introduction,  le  programme  est  développé  en  neuf 
Chapitres  allant  de  la  page  Ii5  à  la  page  223  et  le  Livre  se 
termine  par  des  Notions  historiques  (p.  324-346). 


(  «^  ) 

CnAPlTKK  I  :  'Sur  <inclf/ues  identitcs.  —  Gliaiunc  de.-  idcn- 
lilés  considérée  ici  est  élablic  avec  tous  les  détails  du  calcul 
qui  sert  à  la  vérifier  cl  suivie  d'applications  qui  en  montrent 
de  suite  l'utilité.  C'est  ainsi  que  le  développement  de  {a  -\-  b)^ 
conduit  à  une  méthode  pour  approcher  de  plus  eu  plus  de  la 
racine  d'un  nombre  donné,  quand  on  connaît  déjà  une  yaleur 
approchée;  cette  méthode  est  appliquée  aussitôt  à  des  exemples 
numériques. 

L'identité 

a"  —  b"  =  («  —  b)(a"-^-^  a'^--b  +. .  .-^-«6"-  -+  6"-' j 

conduira  plus  tard  à  la  division  d'un  polynôme  entier  en  .r 
par  X  —  «,  à  la  dérivée  de  x". . .  ;  on  l'applique  ici  au  calcul  de 
la  somme  des  termes  d'une  progression  géométrique,  et,  après 
avoir  déduit  de  cette  identité  elle-même  que  les  puissances 
d'un  nombre  plus  petit  que  un  tendent  vers  zéro  quand  leur 
exposant  augmente  indéfiniment,  on  peut  trouver  la  limite 
vers  laquelle  tend  la  somme 

l  -r-  X  -\~  . .  .-^  X", 

où  X  est  un  nombre  inférieur  à  un  en  valeur  absolue,  lorsque  n 
augmente  indéfiniment,  résultat  très  important  sur  lequel  on 
reviendra  à  la  fin  du  Volume. 

Chapitre  II  :  Algèbre  géométrique.  —  Si  l'on  partage  un 
rectangle  R  en  quatre  rectangles  partiels,  en  menant  une  pa- 
rallèle à  la  base  et  une  parallèle  à  la  hauteur,  on  a  une  figure 
mettant  en  évidence  l'identité 

(  «  -f-  6  )  (c  H-  c?)  =  «c  -+-  ad  -^  bc  -h  bd, 

qui,  dans  un  cas  |)articulier,  donne  le  développement  de 

(a-^b)K 

On  considère  de  même  plusieurs  autres  identités  qui  peuvent 
se  lire  sur  des  figures  simples.  La  relation  entre  les  côtés  et 
l'hypoténuse  d'un  triangle  rectangle  est  établie  en  faisant  voir 
qu'on  peut,  en  retranchant  d'un  même  polygone  auxiliaire 
deux  triangles  égaux  au  triangle  donné,  obtenir  on  bien  le 
carré  construit  sur  l'hypoténuse  ou  bien  la  somme  des  carrés 
construits  sur  les  autres  côtés. 
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Enfin,  on  donne  du  problème  :  Trouver  deux  lignes,  con- 
naissant leur  somme  et  leur  produit,  une  solution  géomé- 
trique où  l'on  pourra  voir  bientôt  une  représentation  de  la 
résolution  d'une  équation  du  second  degré. 

Chapitre  III  :  Equations  du  second  degré.  —  Le  cas  par- 
ticulier 372  =  A  conduit  à  donner  simplement  quelques  notions, 
dans  la  pratique,  sur  le  calcul  des  radicaux  carrés;  puis  vien- 
nent les  questions  classiques  sur  la  résolution  de  l'équation  du 
second  degré,  les  relations  entre  les  racines  et  les  coefficients 
avec  des  exemples  numériques  des  différents  cas.  Après  avoir 
remarqué  que  les  expressions  des  racines  peuvent  se  déduire 
de  la  solution  du  problème  de  Géométrie  tracé  à  la  fin  du 
Chapitre  II,  on  compare  les  deux  méthodes  et  l'on  fait  voir 
aisément  la  généralité  plus  grande  de  la  méthode  purement 
algébrique.  0  Au  reste, cette  généralité  apparaîtra  encore  mieux 
dans  les  Chapitres  qui  suivent.  A  mesure  que  la  science  s'est 
constituée,  la  recherche  d'une  plus  grande  généralité  s'est 
imposée;  elle  s'impose  de  plus  en  plus,  à  mesure  que  la  science 
se  développe,  ou  plutôt,  la  science  ne  peut  se  développer  que 
grâce  à   une   généralité  toujours  plus  grande.    » 

Chapitre  IV  :  Coordonnées .  —  Aussitôt  après  avoir  rappelé 
que  la  position  d'un  point  sur  un  axe  est  fixée  par  un  nombre 
relatif,  on  discute  la  formule  du  mouvement  uniforme 

a;  =  rt  -H  vt, 

et,  pour  prendre  un  exemple  bien  déterminé,  on  cherche 
l'équation  du  mouvement,  entre  Paris  et  Marseille,  d'un  train 
dont  la  vitesse  serait  la  vitesse  mgyenne  d'un  train  marqué  sur 
l'Indicateur. 

Le  procédé  qui  permet  de  faire  correspondre  un  point  à  un 
nombre  relatif  ne  s'applique  pas  seulement  au  cas  où  il  s'agit 
de  points  sur  une  droite;  il  s'applique  aussi  au  cas  de  points 
sur  une  courbe.  On  le  montre  d'abord  pour  un  cercle  et  c'est 
une  occasion  d'expliquer  la  mesure  d'un  arc  en  degrés,  en 
grades,  en  parties  de  rayon. 

Pour  obtenir  un  résultat  analogue  dans  le  cas  d'une  courbe 
quelconque,  on  imagine  sur  un  arc  de  cette  courbe  des  points 
fixes  numérotés  et  suffisamment  rapprochés,  comme  le  sont  les 
points  de  division  d'un  rapporteur;  on  déterminera   approxi- 
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malivoinoiil  la  |)()>ilioii  d'un  point  .M  sur  la  courbe,  si  l'on  se 
<lonnc  les  uuaicros  des  deux  points  lixes  consécutifs  qui  com- 
prennent entre  eux  le  point  M.  Cette  conception  pourra  faire 
utilement  réfléchir  des  étudiants  plus  avancés  et  sachant  déjà 
ce  qu'on  entend  par  la  longueur  d'un  arc  de  courbe. 

Après  ces  explications  il  n'y  a  aucune  difficulté  à  définir  les 
coordonnées  rectilignes  dans  le  plan  et  dans  l'espace  et  même 
des  coordonnées  curvulignes;  on  fait  pressentir  l'utilité  de  ces 
coordonnées  générales  en  expliquant  la  représentation  du 
globe  terrestre  sur  une  Carte  plane. 

Chapitre  V  :  Courbes  empiriques.  —  Les  exemples  choisis 
sont  déjà  en  partie  indiqués  dans  le  programme  :  courbe  des 
températures,  des  poids,  applications  à  la  statistique.  Mais 
les  courbes,  aussi  bien  que  les  Tableaux  de  statistique,  doivent 
être  convenablement  interprétées.  Pour  la  courbe  représentant 
la  variation  du  poids  d'un  enfant,  la  discussion  est  faite  en 
deux  pages  et  demie,  avec  l'intérêt  minutieux  que  pourrait  y 
apporter  un  père  de  famille  et  avec  une  netteté  dans  la  cri- 
tique que  les  élèves  feront  bien  de  remarquer,  en  vue  d'autres 
occasions.  A  propos  de  la  courbe  des  températures,  on  indique 
l'essentiel  sur  le  mécanisme  des  instruments  enregistreurs. 

Si  l'on  étudie,  dans  un  phénomène  physique,  la  variation 
de  deux  grandeurs  qui  dépendent  l'une  de  l'autre,  à  chaque 
expérience  correspondra  un  point  rapporté  à  deux  axes  fixes, 
et  l'on  cherchera  à  tracer  la  courbe,  la  plus  régulière  pos- 
sible, et  passant  le  plus  près  possible  des  points  fournis  par 
les  expériences  les  plus  satisfaisantes.  La  détermination  de 
cette  courbe  moyenne  peut  se  faire  par  des  méthodes  qu'il 
ne  peut  être  question  d'expliquer  ici;  on  a  voulu  seulement  en 
donner  une  idée,  et  sans  doute  faire  réfléchir  sur  ce  que  peut 
être  une  loi  déduite  d'expériences. 

Chapitre  VI  :  Notions  de  Géométrie  analytique.  —  On 
indique  sur  des  exemples  ce  qu'on  entend  ^av  fonctions  d'une 
variable.  Après  avoir  insisté  sur  la  détermination  d'une  droite 
rapportée  à  deux  axes,  et  expliqué  tout  ce  qu'on  peut  lire  sur 
un  graphique  de  chemins  de  fer,  on  étudie  les  exemples 
simples  indiqués  dans  le  programme  et  l'on  compare,  sur 
ces  exemples,  les  procédés  de  la  Géométrie  pure  et  ceux  de 
la  Géomitrie  analytique. 
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Chapitre  VII  :  Tangentes.  Vitesses.  Dérivées.  —  F>a  pre- 
mière idée  que  l'on  se  fait  d'une  tangente  à  un  arc  de  cnurbe 
est,  sans  doute,  celle  d'une  droite  qui  a  un  seul  point  commun 
avec  cet  arc.  Il  convient  donc  d'habituer  les  élèves  à  consi- 
dérer une  tangente  comme  limite  d'une  sécante  passant  par 
un  point  M  de  la  courbe  et  par  un  point  infiniment  voisin 
de  M,  sur  la  courbe.  C'est  ce  que  l'on  fait  en  se  servant  du 
cercle  et  de  la  parabole. 

La  détermination  de  la  tangente  à  une  courbe  y  =zf(x) 
conduit  à  chercher  la  limite  vers  laquelle  tend  le  rapport 

f{x')-f(x)  ^ 

x'  —  X 
quand  x'  tend  vers  x. 

En  se  plaçant  à  un  autre  point  de  vue,  qui  était  celui  de 
Newton,  on  regarde  la  courbe  j' =y{  .r  )  comme  le  diagramme 
d'un  mouvement  sur  Oy.  On  suppose  qu'un  mobile  P  se  déplace 
sur  0^7  d'un  mouvement  uniforme  et  que  le  nombre  relatif  qui 
détermine  la  position  de  ce  mobile  est  pris  pour  mesure  du 
temps;  puis  on  considère  le  point  M  de  la  courbe  qui  se  pro- 
jette en  P  sur  Ox.,  et  c'est  la  projection  Q  de  ÎM  sur  Oy  dont 
on  étudie  le  mouvement. 

F'our  trouver  la  vitesse  du  point  Q,  on  est  encore  conduit  à 
chercher  la  limite  du  rapport  qui  vient  d'être  considéré,  à 
propos  de  la  tangente. 

Après  avoii>expliqué  ces  deu\  représentations,  l'une  géomé- 
trique, l'autre  cinématique,  on  peut  définir  la  dérivée  d'une 
fonction  et  chercher  les  dérivées  de  quelques  fonctions  qu'on 
choisit  exprès,  aussi  simples  que  possible.  Pour  passer  des 
propriétés  de  la  dérivée  à  celles  de  la  fonction,  on  s'aidera 
des  deux  représentations;  les  démonstrations  ainsi  obtenues 
ne  sont  pas  entièrement  rigoureuses;  M.  Tannery  fait  toucher 
du  doigt  ce  qui  demanderait  de  plus  longues  explications  et 
indique  qu'on  possède  des  démonstrations  irréprochables  des 
propositions  qu'il  vient  d'énoncer  et  dont  il  a  bien  fait  com- 
prendre le  sens.  Il  montre  l'utilité  de  la  dérivée  pour  étudier 
les  variations  d'une  fonction.  Il  signale  enfin  l'importance  du 
problème  :  Etant  donnée  une  fonction  y  fa"),  trouver  une  autre 
fonction  F(a')  dont  la  dérivée  soit  /"(.r). 

Chapitre  V'IIl  :  Aires.  Volumes.  Notions  de  Calcul  inté- 
gral. —  Jusqu'ici,  un  élève  qui  avait  suivi,  en  y  travaillant,  les 
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cmiis  lit-  Mal  liiMiirilii|iit  ■■?  lait?  dans  les  iIhs«c-  fie  I><Mlics  savait 
calculer  l'aire  d'un  polygone;  mais,  si  l'on  excepte  le  cas  du 
cercle,  il  n'avait  pas  d'idée  de  la  mesure  d'une  aire  limitée  par 
contour  curviligne.  Or,  cette  notion  d'aire  intervient,  au  moins 
comme  représentation,  dans  un  grand  nombre  de  questions, 
par  exemple  quand  on  veut  évaluer  le  travail  d'une  force 
variable,  et  d'autre  part  des  notions  théoriques  d'une  impor- 
tance capitale  peuvent  y  être  rattachées. 

La  question  de  l'évaluation  des  aires  est-elle  trop  rliflicilc 
pour  être  expliquée  à  des  élèves  de  Philosophie'?  On  verra,  eu 
lisant  ce  Chapitre,  qu'on  ne  suppose  rien  en  dehors  de  ce  qui 
a  déjà  été  enseigné  à  ces  élèves:  il  est  vrai  que  l'attention 
doit  être  soutenue  un  peu  plus  longtemps  et,  d'un  autre  côté, 
l'aspect  nouveau  de  ces  questions,  l'incrédulité  de  personne^ 
initiées  aux  Mathématiques,  mais  n'ayant  pas  eu  le  temps  de 
lire  avec  soin  des  exposés  tels  que  celui  de  M.  Tannery  pour- 
ront, la  première  année,  faire  paraître  la  difficulté  plus 
grande  qu'elle  ne  l'est  en  réalité.  Ceux  qui  feront  celte  étude, 
sans  parti  pris  et  avec  quelque  persévérance,  en  seront  large- 
ment récompensés. 

Un  contour  étant  tracé  sur  une  feuille  de  papier  quadrillé, 
on  a  une  mesure  approchée  par  défaut  de  l'aire  limitée  par  ce 
contour,  si  l'on  compte  les  carrés  intérieurs  et  non  traversés 
par  le  contour;  il  suffit  d'ajouter  la  somme  des  carrés  traversés 
pour  avoir  une  limite  supérieure  de  l'aire,  et  tout  revient  à 
voir  que  cette  somme  des  carrés  traversés  devient  négligeable 
si  l'on  prend  le  quadrillage  de  plus  en  plus  serré.  Cette  indi- 
cation intuitive  est  reprise  avec  une  précision  et  une  rigueur 
parfaites  dans  deux  paragraplies  que  l'Auteur  prend  soin  d'ail- 
leurs de  signaler  comme  pouvant  très  bien  être  passés.  On 
voit  déjà  comment  on  peut  faire  correspondre  un  nombre  à 
une  aire,  et  l'on  pourra  même  trouver  une  valeur  approchée 
de  ce  nombre,  par  le  procédé  indiqué,  pour  des  courbes  se 
présentant  dans  la  pratique. 

Mais  il  reste  à  voir  conimenl  on  peut  obtenir  exactement  ce 
nombre  pour  des  courbes  définies  géométriquement. 

Or,  si  l'on  considère  l'aire  A  limitée  par  une  courbe  j'  —fix), 
l'axe  des  x,  une  ordonnée  fixe  et  une  ordonnée  variable  qui 
correspond  à  une  abscisse  x,  cette  aire  A  est  une  fonction 
de  x,  dont  la  dérivée  est  précisément  f{x).  Si  l'on  connaît 
une  fonction   F(x)  admettant  flx)  pour  dérivée,  l'aire  consi- 
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déréc  a  pour  mesure 

F(^)-F(^o;, 

ctq  désignant  l'abscisse  qui  correspond  à  l'ordonnée  fixe.  On 
aperçoit  bien  la  grande  utilité  de  ces  fonctions  primitives. 

Le  raisonnement  précédent,  interprété  à  un  autre  point  de 
vue,  donne  un  autre  aperçu  sur  le  Calcul  intégral  :/(ar)é\.anl 
une  fonction  continue,  si  l'on  ne  sait  pas  former  avec  les  fonc- 
tions connues  une  fonction  admettant  f{x)  comme  dérivée, 
on  pourra  définir  à  l'aide  d'une  aire  une  fonction  primitive 
(\ej\x)^  et  calculer  ensuite  la  valeur  de  cette  fonction  primi- 
tive avec  une  approximation  aussi  grande  que  l'on  voudra. 
M.  Tannery  en  fait  une  très  intéressante  application  à  l'étude 
des  logarithmes,  en   chercliant  quelles  sont   les   propriétés  de 

la  fonction  dont  la  dérivée  est  —  •   Cette  méthode  pour  intro- 

X 

duire  en  Analyse  la  fonction  \o'^x  présente  des  avantages  à 
remarquer;  ces  avantages  apparaîtront  mieux  encore  à  ceux 
des  lecteurs  qui  étudieront,  dans  la  suite,  les  fonctions  des 
variables  complexes. 

On  montre  enfin  comment  l'évaluation  du  volume  limité  par 
une  surface  et  par  deux  plans  parallèles  se  ramène  à  la  recherche 
d'une  fonction  primitive,  et  l'on  en  fait  l'application  à  la  déter- 
mination des  volumes  considérés  en  élémentaires. 

Chapitre  IX  :  Limites.  Infiniment  petits.  Séries.  —  Il  est 
bien  inutile  de  dire  que  ces  questions  sont  élucidées  avec  le 
plus  grand  soin.  Mais  il  ne  dépend  pas  de  l'Auteur  qu'elles  ne 
soient  difficiles  pour  des  élèves  de  Philosophie.  En  tout  cas, 
ce  Chapitre  sera  un  complément  intéressant  au  livre  classique 
qu'ils  auront  pu  étudier  très  bien  jusque-là,  livre  qu'ils  garde- 
ront une  fois  leurs  études  finies  et  qu'ils  pourront  placer  dans 
leurs  bibliothèques,  non  loin  de  leurs  autres  livres  de  Philo- 
sophie. 

Des  notions  historiques  très  précises  sont  données  dans  les 
vingt-cinq  dernières  pages.  Elles  ont  été  rédigées  par  M.  Paul 
Tannery,  l'un  des  historiens  les  plus  autorisés  des  Mathéma- 
tiques. E.  LvcouR. 
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CEKTIPICAIS  DE  CALCLL  DIFFEUEMIEL  ET  IVTÉGUAL. 


Toulouse. 


Épreuve  écrite.  —  I.  Dans  un  plan  rapporté  à  deux  axes 
de  coordonnées  rectangulaires  O  x  et  Oy.  on  considère  une 
courbe  K  telle  que  la  projection  C  sur  l'axe  Ox  du  centre 
de  courbure  C,  relatif  à  un  point  M,  et  le  point  T  de  ren- 
contre de  la  tangente  en  M  a^ec  Ox,  soient  constamment 
symétriques  par  rapport  à  la  projection  P  de  M  sur  0,r. 

i"  Former  et  intégrer  l'équation  différentielle  qui 
définit  la  courbe  K;  vérifier  que  la  distance  du  point  P  à 
la  normale  en  M  est  constante  : 

1°  Construire  la  courbe  K  et  sa  développée  ; 

3"  Calculer  l'arc  de  la  courbe  K; 

4"  Calculer  l'aire  dont  le  contour  est  formé  par  les 
ordonnées  MP,  Mo^Po  des  points  M  et  Mq  de  h,  par  la 
portion  PPq  de  l'axe  0 x  et  par  l'arc  de  courbe  joignant  .M 
et  Mo. 

II.  Enveloppe  d'une  famille  de  surfaces  déjlnie  par  une 
équation  contenant  deux  paramètres  variables. 

Epreuve  pratique.  —  Construire  la  courbe 

,s\nx 

.r  =  4  — 

et  calculer  avec  \  décimales  la  plus  petite   valeur  positive 
de  X  pour  laquelle  la  tangente  est  parallèle  à  l'axe  des  x. 

(Juillet  1903.) 

Epreuve  écrite.  —  I.  On  considère  l'équation  aux  déri- 
vées partielles 

Oz        ^       ôz 
2  V- — h  3.7-  —  -1-  bjr-  r  =  o. 
"^  dx  ôy 

1"   Trouver  son  intégrale  générale  ; 

2"  Déterminer  la  surface  S  qui,  rapportée  â  trois  axes  de 
coordonnées  rectangulaires  Ox,  O  y,  O^,  vérifie  cette  équa- 
tion aux  dérivées  partielles  et  passe  par  la  parabole  définie 
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par  les  équations 

X  =  o,        y-  =  a;  ; 

3"  Déterminer  les  lignes  asyniptotiques  de  cette  surface. 

II.  Plan  tangent  à  une  surface  réglée;  variation  de  ce 
plan  lorsque  le  point  de  contact  se  déplace  sur  une  généra- 
trice rectiligne  de  la  surface.  Paraboloïde  des  normales. 
Quadriques  de  raccordement. 

Epreuve  PRATIQUE. —  Calculer,  par  la  méthode  de  Cauchy, 
l 'intégrale 


f. 


r^  dr 


0      {T^'^a-^Y 

L 
dans  laquelle  x^  a  sa  détermination  réelle. 

(  Nuveinbie  190'i.) 
Caen. 
Epreuve  écrite.  —  I.    Trouver  l'intégrale  de  l'équation 

qui  se  réduit  à  (i  -r-  y)^  pour  x  =  o. 

a/! --■)']• 

II.  Déterminer  une  courbe  plane  telle  qu'un  point  Jixe  O 
de  son  plan  et  le  centre  de  courbure  en  un  point  quel- 
conque iM  de  la  courbe  soient  à  égale  distance  de  la  tan- 
gente en  i\I  et  du  même  côté  de  cette  droite. 

Solution. 

La  développée,  dont  toutes  les  normales  passent  en  O,  est 
une  circonférence,  et  la  courbe,  sa  développante. 

Epreuve  pratique.  —  1°  Construire  la  courbe 

.r (^  -+-  j- )2  =  i{x  —  y)\ 

■2"  Volume  engendré  par  la  révolution  d'iin^  dévelop- 
pante d'ellipse  autour  du  petit  are  de  l'ellipse. 
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Soi.fTION. 

3>t        c'fi 


loj     a 


b 


\o\embre  1903.  ) 


Grenoble. 


Composition  échite.  —  I.  Trouver  une  courbe  plane  S  telle 
que  sa  normale  N,  limitée  à  l'axe  des  x,  soit  dans  un  rap- 
port donné  K  avec  la  distance  P  de  l'origine  à  la  tan- 
gente. Cas  particuliers  où  K=  1,  2,  3. 

Épreuve  pratique.  —  Béduciion  de  l'intégrale 

dx 


-L 


(  X  —  3  j*  \/\ 

uù  X  =  x*  —  1 4 .^^ -r-  7 1  .r-  —  iii\x  —  \io. 

(Novembre  1903.) 

Poitiers. 

Composition  écrite.  —  I.  Trouver  les  projections  su/-  le 
plan  xO y  des  lignes  de  courbure  du paraboloïde  hyperbo- 
lique 

x  =  a(u-\-v),        y  =  b(u  —  (•  ),         z  =  cuv;    . 


on  suppose  c  =  ^a--+-  b-. 

II.  Déterminer  une  surface  telle  que  chaque  point  M 
xoit  le  centre  de  gravité  du  triangle  situé  dans  le  plan 
tangent  en  M  et  dont  les  sommets  A,  B,  C  sont  sur  les 
axes  OX,  OY,  OZ. 

lù>HEl  VE  PRATli,)!  E.  —  L'équalion 

x{,\  —  oc)y"-\-  i^-^  —la-^y'—^^   =0 

admet   une  solution    de    la    /'orme   y  =  x"  ;    trouver    «,    et 
intégrer  l'équation.  (Juillet   190J.  ) 

Composition  écrite.  —  Une  sur/ace  est  représentée  par  les 
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équations 

ar=/-cosO,         -)-=/•  sin6,         :;=  y( /•)-+- ^(0 ) 

if  et  cp  sont  des  fonctions  données  des  variables  indépen- 
dantes r  et  Q). 

1°  Quelle  est  en  r  et  6  V expression  du  rayon  de  courbure 
d'une  section  normale: 

'i.°  Equation  différentiel  le  des  lignes  asymptoticjues; 

3°  Intégrer  cette  équation  en  faisant 

et  supposant  successivement 

/i  >  I ,         «  <  I ,         n  —  i. 

Épreuve  phatiquk.  — x,  y  étant  deux  variables  indépen- 
dantes, k  une  constante  positive  moindre  que  i,  calculer 
r  intégrale  double 


dx 
y  cos^r  -t-  I  ' 

en  déduire  la  formule 

* 

/       M  I -1- /,■  cosar)  =  ^ (arc  cos/.- )-. 

,/y      cosa?     ■  8         ■>. 

Application  numérique  : 

k  =  0,2J. 

(Novembre  igoj.) 


SOLUTIONS  DE  OIESTIO^S  PROPOSÉES. 


1938./ 

(1902,  p.  479.) 

Le  centre  de  gravité  des  pieds  des  normales  menées  d'un 
point  quelconque  G  à  une  conique  de  centre  0  est  au  milieu 
de  la  distance  du  point  0  au  centre  de  gravité  des  points 


(  <p  ) 

il' intersection  de  la  coniijuc  et  d'un  cercle  de  centre  C  et  de 
rttyon  ciuelcnnque.  (M.  n'OcAC.M:.) 

SOLUTION 
Piir  M.  E.-N.  Barisien. 

Supposons  que  la  conique  soit  rdlipse  d'équation 

(l)  ^'2^-'H-a2j'2—  «2^2  =  0. 

Soient  (a,  [i)  les  coordonnées  du  point  C.  On  sait  que  l'équa- 
tion aux  abscisses  des  pieds  des  normales  à  (i)  issues  de  G  est 

c*  X'^  —  2  «2  a  C2  r^  +  «2  a;.2  (  ^2  3[2  _j_  ^2  ^2 C^  )  -4-  .  .  .  =  O. 

T  j  1      ■  ia'^a  ,  ,,  ,      ■ 

La  somme  de  ces  abscisses  est  — --  :  par  conséquent  1  abscisse 

du  centre  de  gravité  des  pieds  est 

I  /■?.a-!x\  a- 01. 

ou       — -  • 


l    \       c-      /  2C- 

Les  coordonnées  de  ce  centre  de  gravité  sont  donc 

ic-  -ic- 

D'autre    part,    l'équation    d'un    cercle    de    centre  G    et    de 
rayon  R  s'écrit 

(3)  (.r_a)2^(j'-3r-=.  R2 

ou 

(4)  X-  -^  y"^  —  9.  a^r  —  ■^pJ'-f-a--i-  P'-  —  R^—  o. 

L'élimination  (\e y  entre  (rj  et  (aj  donne  l'équation  du  qua- 
trième degré  en  x 

/c^x-^  _2a:r4-Z>2-f-a2-f-  32—  R'-)"  =  f,p  —  (  a'- ~  x"^) 


4  y.  c- 


La    somme    des    abscisses    des   quatre    points   d'intersection 
de  (1)  et  (4  )  est  — -— •  Donc,  l'abscisse  du  centre  de  gravité  de 


{  9<>  ) 

«-a  * 

ces  quati'f  points  e«t  .    Les   cnoiddiiin-ps   de    ce    centre   de 

»  r- 

gravilé  sont,  par  suite, 

«2  a  ,,  6^3 


(■->) 


X.= 


Y, 


La  comparaison  des  formules  {■?.)  et  (">)  démontre  la  proj>o- 
sition  énoncée. 

Le  centre  de  gravité  des  points  d'intersection  d'un  cercle 
y'  et  d'une  ellipse  ne  change  pas  lorscjue  le  rayon  du  cercle 
varie,  son  centre  restant  fixe. 


OIIESTIOXS. 


1991.  Soient  (S)  et  (S')  deux  surfaces  réglées  ayant  la  même 
ligne  de  striction  C,  et  telles  que  les  génératrices  G  et  G'  de 
(  S)  et  de  (S')  qui  se  coupent  en  un  point  m  de  G  fassent  entre 
elles  un  angle  constant.  Toute  droite  G",  qui  passe  par  le 
point  m  et  constitue  avec  G  et  G'  un  trièdre  de  grandeur  inva- 
riable, engendre  une  surface  (S")  dont  la  ligne  de  striction 
est  aussi  G.  (R.  Bricahd.) 

1992.  On  donne  dans  l'espace  une  courbe  G. 

Définir  la  surface  réglée  la  plus  générale  dont  G  est  la  ligne 
de  striction  en  même  temps  qu'une  ligne  de  courbure. 

(  R.  Bricari».) 


EHRATA. 


Tome  III,  1900,  page  533,  figure  1  :  changer  le  sens  de  la  flèche 
pour  l'angle  (CB.  CA  ). 

Ibid.  :  au  point  B,.  l'arc  de  gauche  avec  flèche  doit  être  prolongé 
un  peu   vers  la  droite  jusqu'au   trait  plein. 

Page  5'(0,  figure  3  :  imaginer  que  cette  figure  est  agrandie,  de 
façon  que  le  quadrilatère  ABCD   soit   égal   à  celui  de  la  figure  4- 
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[R7f^] 

LE  l'E\ULLE  SIMPLE  SA\S  AIMMU)\IMATIO\S; 

Par  m.  a. -G.  GREENHILL. 


Traduit    par    M.    C.-A.    LAISANT. 


Une  méthode  a  été  proposée  dans  les  Nouvelles 
Annales  (juin  1902)  pour  éviler  rinconvéuieiU  des 
approxinialions ,  employées  (.roidinaire  dans  la  dis- 
cussion élémenLaire  des  petites  oscillations  d'un  pen- 
dule simple.  On  y  arrivait  en  y  substituant  une  recherelie 
exacte  des  limites,  iniérieure  et  supéiieure,  entre  les- 
quelles doit  tomber  la  vraie  période. 

Dat)s  cette  méthode,  le  mouvement  oscillatoire  du 
pendule  était  assimilé  à  un  mouvement  de  circulation 
sur  un  cercle,  de  vitesse  variant,  dans  le  cas  des  petites 
oscillations,  entre  deux  limites  rap[^)rochées  dont  l'ex- 
pression conduisait  à  celle  des  limites  cherchées  de  la 
péiiode. 

On  se  propose  ici  d  étudier  le  problème,  en  assimi- 
niilant  l'oscillation  de  va-et-vient  du  pendule  avec  le 
mouvement  rectiligne  d'un  corps  qui  accomplit  une 
vibration  simple.  Aous  l'erons  usage  dun  lemme  relatif 
à  la  théorie  du  niouvenieiit  simple  liai  nionique,  savoir  : 

Lemme.  —  La    vitesse^   dans  u/ie  vibration   simple 

liarnioniqae,  est  — ,   ."  ,     fois  la  uioyeiine  séoinéti  iaue 
'  période  •'  ^  n  1 

des  distances  aux  deux  positions  extrêmes  du  mobile. 

Supposons,    en  eflet,    que    la   vitesse   d'un   point  P, 
Ann.  de  Matliéniat.,  4°  série,  l.  IV.  (Mars  190Î.)  ~ 
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mobile  eu  ligne  droite  entre  B  et  IV,  soit  égale  à 

n  s/PB. PB'. 

Décrivons   le  cercle  de  diamètre  BB',  et  élevons  l'or- 
donnée MP  (y?^,  i).  Alors,  ]MP  étant  la  moyenne  géomé- 


Fis.  I. 


Irique  de  BP  et  PB',  la  vitesse  de  P  est  «MP,  <t  la 
vitesse  du  point  M  sur  le  cercle  est  /?AM,  qui  est  une 
constante,  A  étant  le  centre;  de  sorte  que  la  circonfé- 
rence 2  7:AM  du  cercle  est  décrite  avec  la  vitesse  con- 
stante «AM,   donc  dans  le  temps  périodique  T  =  — ' ; 


et  la  vitesse  de  P  étant  n  \/BP.  PB'  est  -=r  fois  la  moyenne 

géométrique  des  distances  du  point  P  à  B  et  B'. 

Considérons  maintenant  le  mouvement  du  point  P 
d'un  pendule  simple  de  longueur  OP  ^ /,  oscillant  sur 
un  arc  lini  BAB',  de  part  et  d'autre  du  point  le  plus 
bas  A  (/^.  2). 

Pour  une  particule  P,  mobile  dans  un  cliamp  de  gra- 
vité g  sur  une  courbe  polie,  partant  du  repos,  et  tom- 
bant à  partir  du  niveau  BB',  on  a  : 

(i)  (vitesse  en  P)- =  a^D.\. 

Oi',    d'après    un    tbéorème    connu   de   Géométrie  on    a 
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4ÀUSsi  : 

il)  PB.PB'=  DN.AE, 

relalioii  où  AE  est  le  diamètre  vertical  du  cercle;  si  donc 
nous  posons,  comme  d'habitude,  y  =  7Z-,  nous  aurons 

(3)  (vitesse  en  P)2= /i-'PB. PB', 

formule  analogue  à  celle  de  la  vibration  rectiligne  har- 


monique simple 


Joignant  P  à  E,  point  le  plus  haut  du  cercle  BAB'  sur 
lequel  P  se  meut,  et  désignant  par  R  le  point  où  PE 
coupe  BB',  considérons  l'oscillation  rectiligne  de  R 
résultant  du  mouvement  de  P  sur  l'arc  circulaire  BAB'; 
l'ombre  de  P  projetée  sur  le  sol  horizontal  par  une 
lumière  placée  en  E  aura  un  mouvement  analogue  à 
celui  de  R. 

Puisque  ERP  coupe  la  droite  BRB'  et  l'arc  BPB'  sous 
des  angles  égaux, 

,  vitesse  de  R  _  ER  _ 

-    '  vitesse  de  P  ^  EP' 

et   d'après   la   similitude   des    triangles   EBR   et   PB'R, 
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BPR  et  EB'R, 

PB  _  EB;  PB^  _  EB 

^^^  BR  ~  ER  ^^         B'R  ~  ER' 

de  sorte  que 

PB. PB'  _  EB2 
^^^  BR.B'R  ~  ËR2* 

Donc 

(7)  (Vitesse  de  R)'- =  ,i2PB.PB' |^  =  n^BR.RB' ||J> 

Comme  les  points  P  et  R  oseilleJit,  on  a  : 

EB        EB 

(8)  '>ËP>ËA' 

de  sorte  que 

EB- 

(9)  «îBR.RB'Xvitcsse  de  R)2> /i^BR.RB'g^, , 

et  dij  là,  comme  conséquence  du  lemme, 

(10)  —^  <  période  d'oscillation  de  R  <  — -  ^rrr^- 
^      '  n         ^  /t    EB 

Dans  les  petites  oscillations,  où  EA  et  EB  ne  peuvent 
être  distingués,  la  période  est  piatiquement 

-2-  ,  /T 

ce  qui  est  la  formule  usuelle;  théoriquement  la  période 
est  toujours  plus  grande,  mais  seulement  de  très  peu^ 
et  la  différence  (.*st  inappréciable  j^our  les  peliles  oscil- 
lations. 

La  solution  complète  introduit  les  fondions  ellip- 
tiques, à  la  manièie  indiquée  par  Legendre  (Fonctions- 
elliptiques,  t.  I,  Cliap.  VIll). 

Désignant    l'angle    d'oscillation     BOB'    par     2  a    et 


(    lo.    ) 
Vangle  AOP  par  8,  et  posant  DB  =  «7,  DR  =  x,  on  a 

(12)  a  =  ED  tans  -  3t,         EB  =  EAcos-a, 

<ii)  .r  =  EDtang-0,         EP^EAcos^O, 


«t 


-  j    =  (vitesse  de  R)- 


d_ 

I 


(•4) 


sec-  -  0 

n-(a- —  a;^) 

sec--  a 


[         x-  \    \  I 

=  n-(a"-  —  a:--)  f  I  H ^  tan  g-  -  a  j  cos^- 


\ 


—        cos-  -  a  H sin-  - 

a- I  \  1  a-  1 


de  sorte  que,  posant 


(4)  x  =  acoso,         sin  — a=:A%         cos  — a  =  A', 

•2  2 

on  a 

(i5)    (^)"=  «2a-'2  +  >(-2cos2'^)  =  n2(i— A-2sin'-c3)  =  n2(Aç)2, 


\r/r 


(16)  n^ 


■=?rfcp 


/'|  =  p(..,. 


dans  la  notation  de  Legendre,  ou  encore,  en  introdui- 
sant les  fonctions  elliptiques  suivant  la  méthode  d'Abel 
et  la  notation  de  Jacobi, 

(17)  cp  =  amint  -f-  e),     ^ 

(18)  tang  -  0  =  lang  -  a  en  f/î^ -+- î). 

Ainsi,  le  pendule  simple  bat  suivant  une  loi  de  fonc- 
tions ellipii(|ues,  quand  il  se  balance  d'un  grand  angle, 
comme  une  cloche;  et  ces  fonctions  elliptiques  dégé- 
nèrent en  fonctions  circulaires   lorsque  l'angle  d'oscil- 


(    I«2    ) 

laljon  est  petit,,  comme  dans  un  pendule  d'horloge 
ordinaire. 

Une  roue  de  bicyclette  sur  son  support  à  billes  pré- 
sente un  appareil  approprié  pour  une  illustration  expé- 
rimentale;on  peut  modifier  l'équilibre  de  la  roue,  grâce 
à  l'insertion  d'une  barre  de  fer  entre  les  rayons,  et  l'es- 
sieu peut  être  rendu  horizontal  ou  incliné  d'un  angle 
quelconque  sur  l'horizon. 

Quand  l'angle  d'oscillation  2  a  approche  de  36o°,  la 
période  d'oscillation  tend  vers  une  limite  infinie.  Si  la 
durée  de  l'oscillation,  pour  un  angle  2a,  est  donnée  ])ar 


(19)  T 


V^ 


de    module   A'^sin-a,    cette   durée  est  donnée,   pour 
l'angle  36o° —  2  a  par 

7 


(20)         ■  T'  =  4K' 


de  co-module  A"':^  cos-a,  de  sorte  que 
(21) 


2 

Z'  -  E 
T   ~  K 


et  la  théorie  de  la  multiplication  complexe  nous  permet 
de  déterminer  K,  K'  et  a  lorsque 

.      ^  K'        /-  /K'V 

(22)  —  =  \Jm,  (^  — j    =/«, 

m  étant  un  entier,  ou  une  fraction  rationnelle^  ou,  au- 
trement dit,  lorsque  le  pendule  de  longueur  /,  oscillant 
de  36o° — 2a,  est  synchrone  à  un  pendule  de  lon- 
gueur m/,  oscillant  de  2  a. 

Ainsi,  pour  m  ■=^  3,  l'angle  modulaire  -a  =  iS"  (Le- 

GENDRE,  Fonctions  elliptiques,  t.  I,  Chap.  XI,  p.  60) •, 
de  sorte  qu'un  pendule  se   balançant   de    3oo"  a    une 


(      'O'^     ) 

période  éi^alc  à  y/3  fois  ccWc  correspondant  à  60",  ou 
encore  même  période  qu'un  pendule  trois  fois  plus  long, 
et  se  balançant  de  60". 

Le  résultai  précédent  peut  s'interpréter  au  moyen  de 
la  roue  de  bicyeiette  dont  il  a  été  question  plus  haut  : 
si   l'essieu  de  cette  roue  est  incliné  de  manière  à  faire 
avec  la  verticale  un  angle  ^  donné  par  la  formule 
coséc^  =  m, 

la  durée  d'une  oscillation  d'amplitude  égale  à  2  7.  sera 
la  même  que  la  durée  d'une  oscillation  damplitude 
éaale  à  36o° —  2a,  l'essieu  étant  maintenu  horizontal. 

Par  exemple,  la  durée  d'une  oscillation  d'amplitude 
égale  à  3oo"  (de  I''  à  XI**,  sur  un  cadran  d'horloge), 
dans  le  cas  de  lessieu  horizontal,  est  égale  à  la  durée 
d'une  oscillation  d'amplitude  égale  à  60°  (de  V' à  VIl^),' 
l'essieu  étant  incliné  de  manière  à  faire  avec  la  ver- 
ticale l'angle  dont  la  cosécante  est  égale  à  3. 

Pour 

(23)     n  =  2,  k  =  \^i  —  I,  coséc  -  a  = /a -f- I ,  -a  =  24°,  28' 

2  '* 

(Legendre,  F.  E.,  t.  I,  p.  106), 


a 


(24)     n  =  4,           A- =  (/2  —  i)",       coséc-a  =  (v/2-m)',       7^=    9")53', 
(2j)     rt  =  5,             2AA'=  v/o  —  2,  coséca  =  (  -  coscc  18° 

(26)     «  =  25,  2A7c'=(- )     >  coséca  =  (  -  coséc  18" 


(27)  n  =  Ç),  coséc  -  a  =  (/s -r-  v/2 )  1  — — ) 

(28)  «  =  7,  coséca      =8, 
(2g)     n  =  49»           coseca      =  ' 


/= 


(3o)    ,.  =  ,00,        i('-A)  =  ^J|^         (Webb.). 


(  io4  ) 

On  trouvera  une  coUeclion  de  ces  résultais  numériques 
de  la  multiplication  à  la  fin  des  Fonctions  ellipliques 
du  professeur  H.  ^^  eber  ;  pour  le  calcul  numéiique,  il 
est  plus  simple  de  se  servii'  du  module  réciproque,  ou 
cosécaiite  de  l'angle  modulaire,  qui  conduit  plus  rapi- 
dement au  résultat  sans  aucun  changement  des  chifTies 
par  soustraction. 

Une  évaluation  des  résultats  peut  être  rapidement 
obtenue  par  la  formule  approchée 

1         r- 
-  T.  v'/i 

~  4  coséc 
i 


(3i)     e-         ~4cosec-a,         ou         ocoseca,         w  =  (  —  I 


pour  de  grandes  valeurs  de  n. 

La  valeur  numérique  de  g  a  été  déduite  de  la  relation 

(32)  g  =  T.^-L, 

grâce  à  une  soigneuse'  détermination  expérimentale 
de  L,  longueur  du  pendule  qui  bat  la  seconde.  Il  est 
dès  lors  plus  simple  et  plus  naturel  de  remplacer  la  for- 
mule qui  donne  la  demi-période  dans  le  cas  des  petites 
oscillations 

(33)  ;'f  =  '=V'1' 

par 

(34)  ïT  =  ^/I. 

Poin-  éviter  les  calculs  numériques,  il  suffit,  prati- 
quement, de  prendre  Légal  à  i'"(valeui- exacte,  o"',994)- 
Cela  revient  à  faire 

(35)  ^  =  ""=9,8/         (valeur  exacte  à  Paris,  9, 8i). 

Alors  la  demi -période  ou  durée  d'une  oscillation 
simple  du  pendule  de  i"'  étant  i  seconde,  celle  d'un 
pendule  de   /  mètres  de  longueur  est  y//  secondes,  s'il 


(    lo^   ) 
s'acconiplit     de     petites     oscillations  ;     et     sa    période 
est   is^U  secondes. 


[Rie] 

Slll  IX  SYSTÈME  ARTICILÉ  GAICIIE; 

Par  m.  g.  FONTENÉ. 


Dans  un  précédent  Mémoire  ('  )  [Noin>elles  Annales, 
décembre  1908  et  janvier  igo4)  j'ai  étudié  le  cas  le  plus 
remarquable  du  système  articulé  de  .M.  Kempe,  sys- 
tème dont  les  éléments  sont  des  plaques  triangulaires, 
susceptibles  de  dégénérer  en  de  simples  tiges.  Je  mon- 
trerai ici  que,  dans  ce  dernier  cas,  on  peut  substituer 
au  système  plan,  qui  a  un  paramètre  de  déformation, 
un  système  gauche  ayant  deux  païamètres  de  défor- 
mation. Je  conserve  les  notations  du  Mémoire  cité, 

1.  Considérons  {Jig-  i)  deux  quadrilatères  gauches 
articulés  QP^TM,  QCN,D,  les  tiges  QP  et  QC  restant 
confondues  en  direction,  ainsi  que  les  tiges  QM  et  QD  ; 
si  l'on  relie  par  une  lige  deux  points  B  et  M|  fixes 
sur  PNi  et  CX|,  dajis  la  déformation  à  deux  para- 
mètres du  système  obtenu,  un  certain  point  A  de  la 
tige  M^  et  un  certain  point  P(  de  la  tige  DZS ,  resteront 
à  une  distance  constante  l'un  de  l'autre.  Les  points  A 
et  P4  sont  déterminés  par  les  conditions  suivantes  :  les 
points  A,  B,  C,  D  sont  dans  un  même  plan,  ainsi  que 
les  points  M,  P,,  M,,  P.  Je  suis  arrivé  à  ce  résultat  en 
considérant  le  tiiangle  QNN,. 

(')    ]'oir  t.  III,  1903,  p.  52(j. 


(   io6  ) 
11   est  facile  de  voir  que  les  droites  BM,    et  AP,    se 
renconlrent  en   un   point   Q,,  et  que  ce  point  est  fixe 


sur    les    tiges   BM,    et    AP,  ;   les   quatre   points    X,    Q,, 
JN),  Q  sont  d'ailleurs  dans  un  mènie  plan. 
Ou  peut  dire  : 

Si  l  on  coîisidère  clans  l'espace  huit  tiges 

A.MX,         BQiM,,     GPQ,         DNiP,, 
GM,N,,     DQM,        AP.Qi,     BNP, 

formant  deux  tétrades  et  quatre  couples,  telles  que 
deux  tiges  qui  ii  appartiennent  ni  à  une  même  tétrade 
ni  à  un  même  couple  sont  articulées  entre  elles,  le 
système  est  déformahle  avec  deux  paramètres  sous 
une  condition  unique  :  les  points  d'articulation  A  , 
B,  G,  D  des  deux  quadrilatères  M^TQ,  M,jN,  P)  Q, 
doivent  être  dans  un  même  plan,  auquel  cas  il  en  est 
de  même  des  points  d'articulation  des  deux  quadri- 
latères MAP,  D  et  M)  CPB,  et  de  ceux  des  deux  qua- 
drilatères JN  AQ,  B  et  NiCQD. 

On  aurait  trois  points  I,  J,  K  analogues  à  ceux  de 
la  ligure  lo  du  Mémoire  cité. 


(  'o;  ) 

2.    Les  quatre  points   M,,   N,,   P,,  Q,    peuvent  èlre 
confondus  eu  un  uiènie  point  S  {J'fi^-  '>.);  la  théorie  de 


l'appareil  est  alors  très  simple,  et  si  l'on  pose 


MA'_  m 

SA    =  a, 


\B  =  b, 
NB  _  n 
BP  ~  p'- 

SB  =?, 


n  j  \fi       p 


b'- 


m  ^  n        n  -\-  p 


3.  En  conservant  le  point  $,  les  quatre  points  A,  B, 
C,  D  peuvent  être  à  un  cercle:  la  déformation  du  con- 
tour MJNPQ  les  maintient  sur  un  cercle,  car,  si  l'on  fait 
varier  le  dièdre  INIP  sans  modifier  la  longueur  MP,  en 
appelant  J  le  point  où  AB  et  DC  coupent  MP,  on  a 

JA.JB  =  JG.JD. 


Comme  on  peut  avoir  alors  a 

«2  ^2  c2 

1)1  -{-  n        n  -^  p        P  —  ^ 


f>  =  T  =  ^-,  on  a 


=  o. 


771 


(   io8 
Si  l'on  regarde  m  +  ;z,  n  +/>,  p  -h  fj  comme  les  coor- 
données  cartésiennes   d'un    poinl   dans    l'espace,    cette 
équation   représente  un  cône   du    troisième   ordre;    ce 
cône  a  une  génératrice  double  dans  l'hypothèse 

c  -i-  a  =  d  -\-  l>{=  i), 

c'est-à-dire  lorsque  le  contour  MiNPQ  est  circonscrip- 
tible  à  des  sphères,  et  l'on  a  pour  la  génératrice 
double 

m  -^  Il  n  -\-  p         P  -^  Ç        q  -{-  m 

a  b  c  d 

Si  l'on  adopte  pour  m,  n^  p,  q  des  valeurs  remplissant 
ces  conditions,  ce  qui  laisse  un  paramètre  pour  le  sys- 
tème des  points  d'attache  A,  B,  G,  D,  on  a 

NA  =  NB,         PB  =  PC,         ...; 

on  obtient  les  systèmes  de  points  A,  B,  G,  D  en  donnant 
au  contour  une  forme  déterminée,  et  en  considérant  les 
sphères  qui  touchent  les  quatre  côtés  :  le  lieu  des 
centres  de  ces  sphères  est  une  dioite,  axe  comtuun  des 
cercles  ABGD  ;  en  prenant  pour  S  un  point  de  cet  axe, 
on  aura 

SA  =  SB  =  se  =  SD, 

les  points  d'attache  A,  B,  G,  D  étant  tels  qu'on  l'a  dit. 

Note.  —  Pourrait-on,  avec  des  tétraèdres,  obtenir 
un  système  articulé  comparable  au  système  plan  de 
Kempe?  G'est  une  question  que  je  ne  puis  étudier, 
faute  de  temps,  et  dont  je  serais  heureux  d'avoir  pro- 
voqué la  solution. 


(   I09  ) 
[Clf] 


SUR  li\  IMIOHLEIIE  D'ALGEBRE; 

Par  m.  J.  SADIEH. 


Proiii^er  que  pour  toutes  les  valeurs  réelles  et  posi- 

tives  de  Lu  variaoLe  x  l  expression  y  ^ ,  dans 

laquelle  on  a  ç>  <^a  <C\ ,  peut  être  représeniie  par 

(sta  — 1)0         (o<6<i). 

Cette  question,  posée  dans  Je  Journal  de  Mathé- 
matiques spéciales  sous  Je  \\°  260,  est  reproduite 
au  11°  o03  des  questions  d'AJgèbre  de  M.  Laisant  {^Re- 
cueil de  prohl.  de  math.,  t.  III). 

Une  soJutioii  a  été  donnée  (/.  S.,  1896,  p.  44)-  EJIe 
est  insuffisante  :  on  y  démontre  l'existence  d'un  maxi- 
uiutn  (ou  niininiuin,  suivant  Je  signe  de  ia  —  i)  et  les 
valeurs  o  pour  a:=  o  et  a-  =  ce.  On  n'y  prouve  pas  que  j' 
reste  toujours  compris  dans  l'intervalle  limité  par  ces 
deux  racines. 

Pour  abréger  l'écriture  posons 

6  =  j  —  a,         c  ^:^  a  —  b         (a  -T-  6  =  I  ;  rt  et  ^  >  oj. 
On  a 

d'où  J'on  déduit 

x{x  —  I  Y- y  =^  {ax  -^  b)x''  —  {bx  -\-  a)x'^. 

Soit  V  Je  second  meniJjie  : 

V  =  o         pour        x^o         et         .r  =  i. 


(    iio   ) 
Prouvons  que  V  ne  s'annule  pour  aucune  autre  valeur 
de  X.  Nous  allons  pour  cela  résoudre  l'équation 

ax  -(-  b 

y =X^, 

ox  -{-  a 

en  laissant  de  côté  la  racine  a:=o,  qui  d'ailleurs 
n'annule  pas  la  dérivée. 

Les  racines  de  cette  équation  sont  données  par  les 
points  d'intersection  des  deux  courbes 

•^         bx  ^  a  -^  ' 

La  première  est  une  hvperbole  équilatère;  la  seconde 
appartient  à  la  famille  des  courbes  paraboliques,  dont 
l'équation  est  de  la  forme 

y  =  X'". 
Nous  avons  deux  cas  cà  distinguer  :  c  >>  o  et  c  <<  o. 

(A.)  :  c  >  o(rt  ^  ^)  ;  j  i  croit  constamment  de  —  à  j 

lorsque  x  croît  de  o  à  co,  etya  croît  constamment  de  o 
à  co.  Les  deux  brandies  de  courbe,  sans  point  d'inflexion, 
se  coupent  en  un  seul  point  d'abscisse  a;  =  i . 

(B)  :  c  <^  o(rt  <  h)  \ys  décroît  constamment  de  -  à  -- 

et  j'o  de  ce  à  o;  la  courbure,  comme  dans  le  cas  pré- 
cédent, ne  change  pas  de  sens. 

Donc,  dans  les  deux  cas,  ^  n'a  qu'un  changement  de 
signe  pour  x  =  i . 

Cette  discussion  est  résumée  dans  les  deux  Tableaux 


(  '  )  Le  lecteur  est  prie  de  faire  la  ligure. 


(  'Il  ) 


suivants  : 


.'  ^ 


A  )  :  c  -,-  o     /  y 


(  B  )  :  c  <  o     .y 

y 


C)  1  -Jj 

-4-  o  — 

O       croît  c        décroît     o 

(  max.) 

O  I  30 

O  -I- 

o     décroît         c  croît        o 

(  min.) 


Donc  j)    reste  compris  entre  o  et  c,    lorsque  x  croît 
de  o  à  -\'  :Ci.  Donc 

J'  =  c0=(rt  —  i)0  =  (2a  —  1)0.  Q.    E.    D. 


[D4a] 

SLR  IXE   PROPKIÉTÉ   DES   TRA^SCE^DA\TES 
DE  PL11S!E[JRS  VARIARLES  lADÉPE^'DA^TES; 

Pau  m.  Georges  REMOUNDOS. 


.  1.  On  sait  le  théorème  classique  de  l'Algèbre  sur  les 
fonctions  rationnelles  des  v  racines  d'une  équation 
algébrique 


(ij 


,?■"  -T-  a  1  x^- 


av-\T  +  a^—  o, 


d'après  lequel  une  telle  fonction  symétrufiLe  des  i^  ra- 
cines ^,,  Xo,  .  .  .  ,  Xj,  peut  s'exprimer  rationnellement 
à  l'aide  des  coefficients  ai,  a>^  ■  •  •  -,  «"'c-)}  '''c,  Gt 
inversement. 

Aussi,  le  théorème  de  Galois,  qui  est  fondamental 
dans  sa  célèbre  théorie,  et  pour  la  démonstration 
duquel  on  fait  usage  du  précédent  [voii-,  par  exemple, 
le  Traité  d'Analyse  (\g  M.  Picard,  t.  III,  p.  439). 

Je   me  propose  ici   de   démontrer   un  théorème   ana- 


(  »I2  ) 

logue  de  l'analyse   concernant  les  fonctions   transcen- 
dantes   et   uniformes  de    plusieurs   variables    indépen- 
dantes, qui  peut  servir  dans  diverses  circonstances. 
Ce  théorème  est  le  suivant  : 

Toute  fonction  entière  (^uniforine  et  continue)  et 
symétrique  des  u  racines  a:,,  Xo,  •  •  •  ,  ^i-  de  l  équa- 
tion (i)  s'exprime  uniformément  à  l'aide  des  w  fonc- 
tions symétriques  élémentaires  «i,  «25  •  •  • -,  '''f?  ^^ 
inversement. 

En  etfet,  une  telle  fonction  étant  développable  en 
série,  procédant  suivant  les  puissances  entières  et  posi- 
tives de  X,,  Xo,  .  .  .  ,  Xf,,  on  aura 

{   (T(.ri,ar2,  .  •  .,x^,) 
(2)       j        =Qo(a;i,.,.,ar^,) -+- Qi(:ri,...,a;^,)-|-... 

f  '^Q.a{ori,x.î,...,x^,)^..., 

OÙ  Q«(jt:,,  x-2,  .  •  .  1  Xi,)  désigne  un  polynôme  homogène 
et  de  degié  Ji  en  x^ ,  x-y-,  •  •  •  ,  x^,- 

Si  3'(.ri,  Xo,  .  .  • ,  Xv)  est  syinétritjue  par  rapport  à  ces 
variables,  il  en  sera  de  même  de  toutes  les  fonc- 
tions Qo,  Qi,  ...,  Q/,  (^T),  Xo,  •  .  .  ,  X,,);  or,  ces  fonc- 
tions sont  rationnelles  et,  d'après  le  théorème  précé- 
demment cité,  elles  peuvent  s'exprimer  l'ationnellement 
en  fonction  de  «),  «o,  .  .  .  ,  a^. 

Ainsi,  la  fonction  o-(X) ,  Xa,  •  •  •  ,  x^)  sera  mise  sous  la 
forme  d'une  série  procédant  suivant  les  puissances 
entières  et  positives  de  «,,  «o»  •  •  •  5  o-v'i  t^He  sera  donc 
une  fonction  entière  par  rapport  à  ces  quantités. 

La  réciproque  est  évidente. 
.   La  démonstration  s'étend  visiblement  au  cas  où 

est  le  quotient  de  deux  transcendantes  entières.  Je  pense 
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(jiie  le  ihéoiènie  est  vrai  pour  toute  fonction  uniforme 

cl  il  sciait  démontré  aisément,  si  la  théorie  des  fonc- 
tions (\c  plusieurs  variables  était  suffisamment  déve- 
loppée. 

2.  D'une  façon  plus  générale,  le  théorème  peut 
s'énoncer  : 

Si  '7(x^,  x-2-,  •  •  •  -,  JCf)  est  une  fonction  symétrique 
et  holonio/plie  rfans  le  voisinage  d'u/i  système  de 
valeurs  x^  =  a,,  Xo  =  7.0,  .  .  .  ,  jr^=  rt.^,  elle  sera  une 
fonction  S(«i,  a-^,  -  •  ■  -,  (iv)  aussi  holomorphe  dans  le 
voisinage  des  valeurs  correspondantes  ^/e  «( ,  «o^  •  •  •>  «c 
et  ini^e/seiîient. 

Eu  s'appuyant  sur  ce  théorème,  on  établira  le  théorème 
suivant  qui  est  une  extension  aux  fonctions  transcen- 
dantes de  celui  de  Galois  et  se  démontre  de  la  même 
façon  : 

Toute  transcendante  de  a:, ,  a'o,  .  .  . ,  a:,,  holomorphe 
dans  le  voisinage  d'un  système  de  valeurs  0:1  =  a,, 
Xo=a2,  ...,  Xv^='J-v  et  invariable  pour  les  substi- 
tutions du  groupe  de  Galois  attaché  à  l'équation  (i) 
est  holomorphe  aussi  de  «,,  «o?  •  •  •  ,  «t-  dans  le  voisi- 
nage des  valeurs  correspondantes . 

D'une  façon  plus  précise,  elle  est  bolomorphe  dans 
le  voisinage  de  valeurs  correspondantes  de  R, ,  R2,  ...,  R„, 
si  ces  lettres  désignent  les  variables  indépendantes  dont 
«,,  «2,  ...,  «v  dépendent.  Nous  supposons,  bien  entendu, 
(jue  ;j.  <iv  pour  que  VafJ'ect  (d'après  une  expression  de 
Kronecker)  ne  soit  pas  nul. 

La  réciproque  est  évidente. 

Ann.  de  Matliéinat.,  4'  série,  t.  IV.  (Mars  1904.)  8 
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SUR  UNE  PROPRIÉTÉ  DES  CUBIQIES  PLA\ES; 

Par  m.   R.  BRIGÂRD. 


1.  Je  rappellerai  loul  d'abord  les  propriétés  sui- 
vantes : 

Etant  donnée  une  cubique  plane  C,  «ans  point  double, 
les  coordonnées  d'un  point  variable  m  de  cette  cubique 
peuvent  être  exprimées  en  fonctions  elliptiques  d'un 
argunjcnt  a.  Celte  re[)résentation  peut  être  laite  de  telle 
manière  que  la  relation 

\x\  -^  [jii  -(-  ;j.3  =  période, 

entre  trois  valeurs  ij.),  jj-o,  [J.3,  de  l'argument  exprime 
que  les  trois  points  correspondants  m^,  m-2-,  /'^^  sont  en 
ligne  droite. 

Deux  points  de  G,  ni  et  jji',  dont  les  arguments  |a 
et  [a'  difierent  d'une  demi-période,  sont  dits  en  corres- 
pondance steinérientie.  Comme  il  y  a  trois  demi- 
périodes  distinctes, 


la  correspondance  steinérienne  peut  être  établie  de 
trois  manières  difiTérentes.  Pour  fixer  les  idées,  je  consi- 
dérerai dans  ce  qui  suit  celle  que  l'on  obtient  en 
choisissant  la  demi-période  o),.  (11  va  sans  dire  que  les 
deux  autres  jouissent  des  mêmes  propriétés.) 

Les  tangentes  à  C,  aux  deux  points  ni  et  ni,  vont 
concourir  en  un  point  de  cette  courbe. 
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La  déinonslraliou  tic  ce  lait  est  immédiate  :  soient  p 
et/;'  les  jK)iiitsoù  les  taugenles  à  C  en  m  et  vi\  respec- 
tivement, vont  de  nouveau  rencontrer  la  courbe,  ra  et  cï' 
leurs  arguments.  On  a 

CT  -i-  ?.  ;i.  =  O,  (Tf  '  -i-  •)  (  |JL  -f-  Wi  )  =  o, 

d  ou 

TÎT  =  CT-T-  2(0], 

ce  (]ui  montre  IjIcu  que  les  points  p  et  p'  coïncident. 

2.  Ayant  rappelé  ces  faits  classiques,  je  me  propose 
d'établir  la  proposition  suivante  : 

Soiejit  a  el  a',  m  et  ni\  deux  couples  de  points  en 
correspondance  steinérienne  sur  C,  le  premier  fixe, 
Vautre  mobile.  On  peut,  de  trois  manières,  trouver 
deux  points  fixes,  p  et  q  tels  que  les  six  points  a,  a\ 
;/?,  m' ,  />,  q  soient  constamment  sur  une  co/nque. 

Soient  a,  a  +  tOf,  'j.^  <j.'  =  'j.  -y-  co,  les  arguments  res- 
pectifs des  points  «,  «',  m,  m'.  Considérons  sur  C  les 
points  71  et  n'  (en  correspondance  steinérienne)  dont  les 
arguments  sont  respectivement 

V  =:  —  a  —  ;jL j  V  =  V  -H  oj  1  =  —  x  —  'x  -. • 

La  somme  des  arguments  des  points  «,  a\  m,  m', 
u,  n'  étant  égale  à  2  0),,  il  en  résulte  que  ces  six  points 
appartiennent  à  une  conique  F. 

Je  dis  en  outre  f|ue,  par  un  point  de  C  autre  que  a 
ou  a',  passe  une  seule  conique  T.  11  suffit,  pour  le  faire 
voir,  de  montrer  tpie  les  quatre  points  /7î,  t?i\  Ji^  n'  sont 
en  i/n'olutioJi  sur  C,  c'est-à-dire  jouent  tous  le  même 
rôle  sur  cette  courbe.  Le  fait  est  évident,  si  l'on  écrit 
ainsi  qu'il  suit  les  relations  qui  existent  entre  les  argu- 
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ments  de  ces  points  : 

[-».'  =  ;j.  -1-  w  1 , 

v'  =  V  -^  oj), 

(  [Ji  -r-  [jl' )  -^  C ■'  -i-  ''' )  =  —  'i-'^-  —  wj  -;-  période. 

Les  coniques  F,  qui  passent  déjà  par  deux  points 
fixes  rt  et  «',  sont  ainsi  telles  c[ue  par  un  point  de  C  il  ne 
passe  qu'une  seule  de  ces  coniques.  Ces  coniques  appar- 
tiennent donc  à  \\\\  faisceau  linéaire,  c'est-à-dire 
qu'elles  passent  par  deux  points  fixes  p  et  q ^  en  plus  des 
points  a  et  a'  c.    q.    f.    n. 

3.  Si  les  points  «et  ii  ont  des  arguments  définis  par 
ruii  des  systèmes  de  formules, 

v=  —  a  —  [X  —   • 1-  (1)2,  V  =  V  -+-  (Oi , 

V  =  —  y.  —  \x  — r-  iO;{,  V  ^  V  -T-  W|, 

on  peut  répéter  sans  modifications  le  raisonnement 
(|ui  précède,  et  l'on  met  en  évidence  les  deux  autres 
faisceaux  de  coniques  dont  l'existence  avait  été  avancée. 

4.  On  sait  (|ue  le  lieu  des  foyers  des  coniques  faisant 
partie  d'un  faisceau  tangentiel  est  une  c\}\i\(\i\c  focale, 
c'est-à-dire  passant  par  les  points  cjclicpies  et  telle  que 
ces  points  soient  en  correspondance  steinérienne  sur  la 
cubique.  Les  deux  foyers  réels  de  l'une  quelco!ique  des 
coniques  du  faisceau  (et  aussi  les  deux  foyers  imagi- 
naires) sont  aussi  en  correspondance  steinérienne  sur 
la  courbe.  On  conclut  donc  du  théorème  démontré  plus 
haut  l'énoncé  suivant  : 

Si  /",  /'  sotit  les  foyers  de  V une  quelconque  des 
coniques  d' un  faisceau  tangentiel,  on  ])eut  tiouvcr  de 
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trois  innuicres  différentes  deux  points  fixes  p  et  q, 
tels  que  les  quatre  points  />,  </,  /,  /'  soient  conslani- 
nient  sur  un  cercle. 

Ce  doruicT  lliéorèiue  a  élé  énoncé  dans  ce  Journal  par 
E.  Duporc(j,  sous  fornit;  de  la  (jucslion  1910  (1902, 
p.  ajo).  L'auteur  n'y  signalait  toutefois  que  l'existence 
de  deux  des  couples  des  points  p  et  q. 


AGRÉGATION   DES    SCIENCES   MATHÉMATIOIJES    (C0\C01RS 
DE  1903).  SOLITION  DE  LA  QUESTION  DE  MATIIÉIIATIQIIES 

SPÉCIALES; 

Pak  m.  a.vacquant, 

Professeur   au    lycée   de   Nancy. 


On  cojisidère  une  droite  Jixe  A  et  deux  droites 
fixes  B  et  B'  qui  rencontrent  A  mais  qui  ne  sont  pas 
situées  dans  un  même  plan. 

On  sait  que  si  Von  considère  une  surface  du  second 
ordre  S  cjui passe  par  les  trois  droites  A,  ^  et  B',  son 
centre  C  est  situé  dans  le  plan  V  parallèle  aux  droites  B 
et  B'  et  équidislnnt  de  ces  deux  droites. 

I  "  Lorsque  le  cent/c  C  décrit  une  droite  dans  le 
plan  P,  la  surjace  S  passe  par  une  quatrième  droite 
fixe  s' appuyant  sur  B  et  B'; 

2"  Lorsque  le  point  C  décrit .^  dans  le  plan  P,  une 
courbe  i^Y)  de  classe  m,  la  surface  S  en\^eloppe  une  sur- 
face réglée  I!  d'ordre  o,ni  et,  par  chacune  des  trois 
droites  A,  B  et  IV,  il  passe  m  nappes  de  cette  surface'^. 

Af outrer  que  la  surjace  ]S  peut  être  considérée  comme 
engendrée  par  une  droite  qui  se  meut  en  s'appuj  ant 
sur  les  deux  droites  B  et  B'  et  en  restant  tangente  ci  un 
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cylindre  de  classe  m  dont  les  ^génératrices  sont  paral- 
lèles à  A.  Trouver  V équation  de  ce  cylindre  ; 

3°  Dans  le  cas  particulier  oii  la  courbe  (Y)  est  une 
conique,  la  surface  ^  est  du  (juatrienie  ordre  et  admet 
la  droite  A  comme  droite  double. 

Tout  plan  passant  par  A  coupe  alors  cette  surface, 
en  dehors  de  A,  suivant  une  conique;  trouver  le  lieu  du 
centre  de  celte  conique. 

Que  deviennent  les  résultats  précédents,  lorsque  la 
conique  (F)  est  tangente,  soit  au  plan  déterminé  par 
les  droites  A  et  H,  soit  au  plan  déternnné par  A  et  B', 
soit  à  ces  deux  plans  à  la  fois  ? 

Nota.  —  Les  candidats  devront  t/aiter  le  problème 
par  la  Géométrie  analytique  :  il  leur  sera  tenu  compte 
des  reniar(jues  géométriques. 

I.  —  Solution  analytique. 

La  droite  A  sera  prise  pour  axe  des  z\  l'orii^ine  des 
coordonnées  sera  le  milieu  O  du  seguient  H,  IV,  =  2C  dé- 
leriniué  sur  A  par  l(;s  droites  B  et  B' ;  les  axes  Ojc,  Oy 
seront  les  parallèles  aux  droites  B,  B'  menées  par  O,  de 
sorte  ([ue  les  équations  des  droites  A,  B,  B'  seront 

l   X  =  o, 
(A) 

(  J'  =  o  ; 

1    y  =  o 
(B)  )/ 

I   z  =  c: 

1   .r  =  o, 
(B') 

i  r  =  —  c. 

L'équation  d'une  quadrique  passant  par  Oz  est 

A  X-  -r-  \'y-  -+-  >.  Byz  -+-  i  B'  zx  -f-  2  B"  xy  -t-  2  G  x  -^  1 C  y  =  o. 
Pour  que  cette  quadrique  passe  par  les  droites  B  et  B', 
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il  faut 

A  —  o,         B'c-r-C=o;         A'=o,         — Bc-f-C'=o. 

L'équation  d'une  quadrique  S  passant  par  les  droites  A, 
B,  B'  est  donc  : 

Byz  -i-  W ZT  -j-  B"xy  —  B' ex  -+-  Bcy  =  o. 

Le  centre  C  d'une   telle   (juadrique   est  défini  par  les 

équations  : 

B'j  ^  B'j— B  c  =  o, 

B^   —  B'.r  ^Bc  =o, 

Bj-  4-B'a-  =  o. 

En  multipliant  les  deux  membres  de  ces  équations  res- 
pectivement par  B,  B'.  — IV  et  ajoutant,  on  obtient  : 

2BB':;  =  o 
ou 

5=0, 

en  supposant  BB'^o;  ce  qui  prouve  que  le  centre  G 
de  S  est  dans  le  plan  xO y  ou  P  parallèle  aux  droites  B, 
B'  et  équidistant  de  ces  droites.  Les  coordonnées  x,  y 
de  G  se  déduiseut  des  équations  : 

B^  -i-  B'^  =  o, 
B"(BjK  — B  ;r)  — -iBB'c  =  o, 


ou,  en  supposant  B"^  o, 
Bj^  +  B 
BjK—  B'x  = 


By  ^B'x  =  o, 

2BB' 


On  en  déduit,  par  addition  et  soustraction, 


B 



c, 

B" 

B' 



c. 

B" 
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L'hypothèse  BB'B"^  o  signifie  que  S  n'est  pas  un  para- 
boloïde;  dans  le  cas  du  paraboloïde,  C  serait  à  l'infini  ;  on 
peut  supposer  BB'B"  ^  o. 

En  désignant  par  a  et  [i  les  coordonnées  du  point  C 
dans  le  plan  xOj',  on  a 

c  c 

par  suite  l'équation  de  S  devient,  en  v  remplaçant  B,  B' 
parles  valeurs  précédentes,  supprimant  le  facteur  B"et 
changeant  les  signes  : 

(  S )  ayz  —  '^zx  —  c xy  -^-  c'^x  -^  cxy  =  o. 

1°  Si  le  point  C  décrit  dans  le  plan  xOy  une  droite  D 
ayant  pour  équation 

(D)  uox-^  v^y  -i-\=^o, 

on  aura  : 

Uq-X  -+-«'„  ^  -;-  1  =:  o. 

L'équation  de  S  peut  s'écrire 

oiy{z  -f-  c)  -h  ^x{c  —  Z-)  -i-  («o^t  -^  ^'o?)  cxy  =  o, 

OU 

a/(-  -i-  c  -r-  cutiX)  -H  ^x{c  —  ^  -7-  cV(,y)  =  o. 

Ou  voit,  sur  cette  équation,  que  la  surface  S  passe  par 
une  quatrième  droite  fixe  A'  représentée  par  les  équa- 
tions 

-i-  c  -h  CUoX  =  o, 


(A'j 

(   c  —  z  -T-  ci-'oy  =  o, 

et  s'appujant  sur  B  et  B'. 

Le  plan  projetant  la  droite  A'  sur  le  plan  xOy  paral- 
lèlement à  O^  a  pour  équation 

(D')  UqX  -h  i'oj  -r-  i  =  o. 
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Sa  trace,  sur  lo  plan  J('Oy,  l'st  une  dioile  D'  lioniolhé- 
tique  de  I).  le  ecnlre  d'honiolliélie  elanl  O.  et  le  lappoi  l 
d'honiolliélie  de  D'  à  D  élanl  2.  Ainsi  la  droile  A'  s'ob- 
tiendra en  joignant  les  points  d'intersection  H,  H'  du 
plan  (D')  avec  les  droites  B  et  B'. 

■2"  Supposons  que  le  point  C  décrive  dans  le  planxOy 
une  courbe  (Y),  de  classe  in^  ayant  pour  éqnation  en 
coordonnées  tangentielies  et  boinogènes 

(F)  o{u,  v,  iv  I  =  o, 

de  degré  ni.  Désignons  par  y^(a,  3,  ")  =:  o  l'écjuation 
de  (F)  en  coordonnées  ponctuelles  bomogènes.  Pour 
trouver  l'enveloppe  de  la  surlace  S,  il  faut  éliminer  a, 
,3,  V  entre  les  équations  : 

(S)  3rj'<  -  -^  c)  ^-  '^jx(c  —  z  )  —  ';cxy  =  o, 

j-{  z  —  c )        Ti  c  —  ^  i         —  c.rv 


<l) 


/a  Jp  J'y 


Les  deuN^  dernières  équations  représentent  une  droite 
s'appuvant  sur  les  dioites  B,  B';  l'enveloppe  est  donc 
une  surface  réglée  Z  engendrée  par  cette  droite;  cela 
était  à  prévoir,  car  deux  surfaces  S  ayant  3  droites  com- 
munes A,  B,  B'  en  ont  une  quatrième  s'appuvant, 
comme  A,  sur  B  et  B'. 
Or  si  l'on  pose 

n  =  j( z  -^  c  ),         V  =  t( c  —  z  ).         (p  =  —  c ry, 

pour  trouver  l'équation  de  -,   on  doit  éliminer  a,  [j,  -' 
entre  les  équations  : 


/x         /^         /y 

et  le  résultat  de  l'élimination  sera  l'équation  tangentielie 
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de  la  courbe  (F),  savoir 

Donc  réqualioii  ponctuelle  de  S  sera 

c'est-à-dire  une  surface  d'ordre  2/«,  passant  par  cliacune 
des  droites  A,  B,  B'.  Si  l'on  coupe  S  par  un  plan  z  ^=  h 
on  oLlienl  une  courbe  qui  se  projette  en  vraie  grandeur 
sur  le  plan  a: Oj' parallèlement  à  O^;  cette  projection 
a  pour  équation 

'f[r(/'  -+-c),  x{x  —  h),  —cxy]  =o, 

de  degré  ijji;  les  termes  de  moindre  degré  étant  de 
degré  nt,  le  point  de  rencontre  de  A  et  du  plan  z  r^h 
est  un  point  multiple  d'ordre  m  de  la  section;  donc  par 
la  droite  A,  il  passe  ni  nappes  de  la  surface  2.  On  voit 
de  même  que  par  chacune  des  droites  B,  B'  il  passe  m 
nappes  de  -. 

L'équation   tp(u,  ^^,  (v)  =r  o   étant  homogène,  on  voit 
qiuj  l'équarion  (S)  peut  s'écrire 

-^  c    c  —  - 
~  ex    —  cy 


ou 

en  posant 

c'est-à-dire 


ç(X,  ;jL,  l)  =  O, 


A, 


cy 


z  ^  c  -^  kcy  =  o, 
z  ^  c  —  l^cy  =  o. 


Ces  équations  représentent  une  droite  A  s'appuyant  sur  B 
et  B'.  La  surface  S  est  engendrée  par  cette  droite  A.  La 
projection  o'  de  A  sur  xOy  a  pour  équation 

(o  )  Ix  -+-  [xy  -h  ■>.  =  o. 


( 
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Ses  coordonnées  sont 

a'  =  A, 

v' 

=  '-l, 

iv'  = 

On  en  déduit 

>.  = 

'Ml' 

1    > 

\^  = 

•xv' 

Donc  la  dioite  o'  enveloppe  nne  courbe  ayaiit  pour  équcV 
lion  laiiginiLielle 

/  2  u'    2  c'      \ 

OU 

(r')  9(2i«',  2f'',  <v')  =  O, 

ce  qui  montre  que  la  droite  A,  génératrice  de  S,  reste 
tangente  ta  un  cylindre  dont  les  génératrices  sont  paral- 
lèles à  O  r  ou  A  et  dont  la  base,  dans  le  plan  xOy,  a 
pour  équation  langentielle  (F'),  de  degré /h;  ce  cylindre 
est  donc  de  classe  ni.  L'équation  ponctuelle  de  ce  cy- 
lindre est  la  même  que  l'équation  ponctuelle  de  la 
courbe  (T);  or  les  courbes  (F)  et  (F')  sont  hoinotlié- 
liques  par  rapport  au  point  O,  le  rapport  d'honiothétie 
de  (F')  à  (F)  étant  i.  Si 

est  l'équation  ponctuelle  de  (F)  en  coordonnées  non 
homogènes,  celle  du  cylindre  (F')  sera 


f{ 


X  y 
—  >  "— 
1     1 


3"  Si  la  courbe  (F)  est  une  conique  ayant  pour  équa- 
tion tangentielle 

o(  II,  f.  (f  )  =  a  u^ -^  a' i'- -{-  a"  i\'--+-  ibvw  -+-  f.b'  wii  -f-  ib"  nv  =  o, 

la  surface  Z  est  du  quatrième  ordre  et  a  pour  équation 
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ponctuelle  : 

/  aj- (c  -i-  z)--\-  a'x^(c  —  z )^ 
di)  .'        -h  a"c-x'^j^— ihcx^jic  —  z) 

(       —  'ib'  cTj^-{c  -i-  z)  -h  'ib"  xyi  c  —  ^)(c-t-^)  =  o. 

Celte  surface  I],  admet  les  droites  A,  B,  B'  comme  droites 

doubles  et  un  plan  m 

y  —  niT  =  o, 

passant  par  Oz  coupe  Hj,  en  deliois  de  A,  suivant  une 
coni(|ue  (C|)  intersection  du  plan  ra  et  du  cylindre 

a  m^ ( c  -^  z)-  -h  a' {  c  —  zY 

-h  a" c-  m^ X-  —  a  bcnix{  c  —  z) 

—  •>. b' cm- x( c  -\-  z)  -\-  ib" ni{c  —  z)  ( c  -+-  -3 )  =  o. 

Les  équations  du  centre  de  cette  conique  sont 

y  —  mx  =  o, 

a" c-  m-x  —  bcmi c  —  z) —  bc' b' cin'^ic  -+-  ^ )  =  o, 

am-{c  -4-^1  —  o'(  c  —  -S)  -f-  bcrnx  —  b'  cni-x  —  ib"  mz  =  o, 

ou 

/  y  =  mx, 

(■i)    <  a"cmx-h(b  —  b' m)z  ^  c{b -\- b' m), 

{  cm(b  —  b' m)x  -!-  {ani~ —  ib" m -\-  a')z  =  c( a' —  ani-). 

Ces  équations  permettent  d'exprimer  les  coordon- 
nées X,  j',  z  d'un  point  du  lieu  en  fonction  du  para- 
mètre nr,  en  résolvant  les  deux  dernières  par  rapport 
h  X  ol  z,  on  obtient  : 

c\{  b-h  b' m){am'^  —  ih" m^a! )  —  {b  —  b' m){a'  —  am''-)'\ 
cm  \  a"  (  am-  —  2  b"  m  -^  ti'  )  —  {b  —  b'  m  )-  ] 

OU 

b ( lam,'  —  ib" m)  -+-  b' m (  —  i b" m  -i-  2 «' ) 

J^     ^^;       i ^ j 

m [  a" (  am^  —  7.b" m  -\-  a')  —  (  b  —  b' m  )- ] 
_  _         c-  m[a"(a' —  a  m-)  —  {b^ —  b'^  m'^)] 
cm[a"{am^ —  ib"  m  -+-«')  —  (b  —  b'  m  )-] 


(   >^>^5) 
Si  l'on  désigne  par  A,  A',  A",  B,  B',  B"  les  coeiricieiils 
tic  (i,  (i\  a\  h,  b' ^  h"  dans  le  développement  du  déter- 
minant 

a      b"     b' 

b"     a'     b 
b'      b      a" 


c'est-à-dire  si  l'on  pose 


A  =  a'a" —  b-, 
n  =  bb"  —  ab. 


\'  —  aa"  —  b'-, 
\r=  bb"  —  a'b', 


M'=aa'—  b"-^ 
B"=  bb'—a"b". 


les  équations  du  lieu  s'écrivent 


(^) 


:Bm  -iB' 


\  y 


A 

m-^ 

-+- 

2B" 

ni 

-ï- 

A 

c( 

A 

-A 

'm 

') 

A 

m- 

-t- 

2B" 

m 

-r- 

A 

DIX. 

Ces  équations  représentent  une  conique  (7)  dont  la 
projection  sur  le  plan  xOj',  parallèlement  à  Or,  a  pour 
équation 

(  7|  )  X'y- -f-  2  B"xy  —  \x-  -f-  2  Bj  -^  2 B'^  =  o. 

Or  léquation  ponctuelle  de  (F)  est 

A^- -f-  X'y- -T-  A"-i-  2 By  +  2 B' j-  —  2 B'xy  =  o. 

La  conique  (t,)  est  donc  liomolliélique  et  conccnliiquc 
à  la  conique  (F). 
Ponr  m  =  o,  on  a 

2B' 

y  ^  o,  X  =^ r-  >  z  =  c, 

c'est-à-dire  un  point  H,  de  la  droite  B  se  projetant 
sur  xOy  au  deuxième  point  de  rencontre  /*,  de  la 
conique  (3-1)  avec  Ox;  de  même  (o-)  rencontre  la 
droite  B'  au  point  H',  se  projetant  sur  xOy  au  deuxième 
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point  de  reiiconlre  ]î^  de  (t))  avec  Oy.  Pour  m  = —  ^ 

on  a 

c(AB2- A'B'2) 


x=:o,       y  =  o, 


A'B'2— 2BB'B"+AB2 


c'est-à-dire  un  point  A|    de  la  droite  A.  Le  plan  de  la 

conique  (t)  est  tlélîni  par  ces  trois  points  H).  H',  et  A,. 

Si  la  conique  (F)  est  tangente  au  plan  (A,  B)  ou  }'  =  o, 

elle  est  tangente   à   la  droite  j/- =  o   et  l'on  doit  avoir 

rt'=  G,  Si  la   conique   F  est   tangente  au  plan  (A,  B') 

ou  X  =  o,  on  aura 

a  =  o. 

La  surface  S|  se  décompose,  suivant  l'un  ou  lauire  cas, 

dans 

j  =  o         [plan  (A,  B)] 

et  une  surface  du  troisième  ordre 

a  y  (  c  -I-  5  )2  -f-  a"  c-  x'^y  —  ■ihcx''-{c  —  z) 


(       —  ib' cxy{c  -\-  z  )  -^  -1  b" X (^c  —  z){c  -\-  z)  =  o, 

ou  dans 

x=^o         [plaii(A,  B')] 

et  une  surface  du  troisième  ordre 

(   a'  x(  c  —  z  )--\-  a"  c'-xy- —  ibcxyi  c  —  z) 

{       —  'xb'  cj^  (  c  H-  ^  )  -r-  2  b"y  (c  —  z){c  -{-  z  )  —o. 

Tout  plan  passant  par  A, 

j-  —  m  X  =  o, 

coupe  S2  ou  S3  suivant   une   conique  dont  le   lieu  des 
"centres  est  encore  une  conique  (c-). 

Si   la  conique   (F)  est  tangente  à  la  fois   aux   plans 
(A,  B)  et  (A,  B')  on  a  en  même  temps 


(     '3;     ) 

La  surface  S|  se  déconiposcî  dans  ces  deux  plans  j  =  o 
el  X  =  o,  et  une  quadiique 

^   a" c'-xy  —  ibcxic  —  z)  —  xh' cy{c  -f-  z) 

\  -+-->.h"{c  —  z)(c-^z)  =  Q. 

Tout  plan  y  —  nix  =  o  passanl  ])ar  la  droite  A 
coupe  S/,  suivant  une  conique,  car  A  n'est  pas  situé 
sur  S/,,  et  le  lieu  des  centres  de  cette  conique  est  encore 
une  conique  (t).  Dans  ce  cas,  on  peut  ajouter  que  le 
plan  de  (a-)  est  le  plan  diamétral  conjugué  de  la  direc- 
tion A  dans  la  quadiique  I,,,.  Les  droites  B  et  IV  appar- 
tiennent à  cette  quadrique.  Le  point  A|  se  conibnd 
avec  O. 

IL    —     CoNSlDÉUATIONS    GÉOMÉTRIQUES. 

On  peut  établir  par  la  géométrie  presque;  tous  les 
résultats  demandés. 

1°  Soit  D  la  droite  décrite  par  les  centres  des  (jua- 
driques  S,  et  D'  l'homotliétique  de  D,  par  rapport  à  O, 
le  rapport  d'Iioniothétie  de  D'  à  D  étant  2.  La  qua- 
drique S  admettant  [)Our  centre  un  point  C  de  D  passe 
par  la  droite  A(  symétrique  de  A  par  ra{)port  à  C;  le 
plan  (A,,  D')  coupe  S  suivant  une  deuxième  droite  A' 
qui  est  fixe  quand  C  varie,  car  le  plan  (A,,  D')  qui  j)asse 
par  D'  et  qui  est  parallèle  à  A  est  fixe,  et  la  droite  A' 
passe  par  les  points  de  renconti'e  H  et  H'  de  ce  plan  avec 
les  droites  B  et  B'. 

2°  Considérons  la  tangente  0  en  un  point  C  de  la 
courbe  (L)^  quand  C  décrit  o,  les  surfaces  S  passent  (1°) 
par  une  quatrième  dioite  fixe  A  dont  la  projection 
sur  xOy  parallèlement  à  A  est  une  droite  0'  liomollié- 
lique  de  0  par  i  apport  à  O,  le  rapport  d'homothétie  de  3' 
à  0  étant  2  ;  la  droite  0'  est  tangente  à  la  courbe  (  F')  ho- 
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molliélique  de  (F)  au  point  C  lioniologue  de  C.  Quand 
le  point  C  varie  très  peu  sur  F  et  vient  en  Ci ,  la  droite  A 
varie  très  peu  ;  les  deux  surfaces  voisines  S  et  S^  ont  deux 
génératrices  voisines  A  et  A,  qui  se  confondent  quand  Ci 
vient  en  C;  or,  les  deux  quadriques  S  et  S(  passant  par 
les  droites  fixes  A,  B,  B' ont  comme  intersection  variable 
une  quatrième  droite  dont  la  position  limite  est  A 
quand  S  et  S(  se  confondent^  donc  Fenveloppe  S  des 
surfaces  S  est  cngendiée  par  la  droite  A  rencontrant  B 
et  B',  el  se  projetant  sur  le  plan  P  parallèlement  à  A 
suivant  une  tangente  o'  à  la  courbe  (F'),  c'est-à-dire  par 
la  droite  A  rencontrant  B,  \V  et  restant  tangente  au 
cylindre  dont  les  génératrices  sont  parallèles  à  A  et  qui 
a  pour  base  la  courbe  (F')  du  plan  xOy  ou  P.  Les 
courbes  (F)  et  (F')  étant  liomotliétiques  sont  de  même 
classe  ni;  par  suite,  le  cylindre  (F')  est  aussi  de  classe /«. 
De  ce  mode  de  génération  de  31,  il  résulte  aisément  que 
la  section  de  -  par  un  plan  passant  par  A  se  compose  de 
cette  droite  A  comptée  m  fois  et  d'une  courbe  de  degré 
m,  ce  qui  montre  que  2  est  d'ordre  2///.  Le  raisonne- 
ment est  analogue  à  celui  que  nous  allons  indiquer*  dans 
le  cas  particulier  m  --^  2. 

3"  Dans  le  cas  particulier  où  la  courbe;  (F)  est  une 
conique  (ni  =  2  ),  la  surlace  ^  est  une  surface  du  qua- 
trième ordre  X,,  car  loutplsn  m  passant  par  O^  ou  A  la 
coupe  en  suivant  une  conique  (y)  tit  la  droite  O z  qui 
doit  être  comptée  comme  double;  en  etfet,  un  plan  tan- 
gent o'  au  cylindre  (F')  coupe  le  j)lan  to  suivant  une 
droite  r; ,  c ,  parallèle  à  O",  et  sur  cette  droite  il  y  a 
deux  points  de  la  section  et  pas  davantage,  car  par  ;,  z\ 
on  peut  mener  deux  plans  tangents  au  cylindre  (F')  et 
dans  chacun  d'eux  il  y  a  une  droite  A.  La  droite  A  se 
confond  avec  zz'  quand  le  plan  tangent  o'  passe  par  Os, 
ce  qui  arrive  deux  fois;  donc  Oz  est  une  droite  double 
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Je  -,.  Par  un  point  H  de  la  droite  B,  il  passe  dcu\ 
génératrices  A;  de  même  par  un  point  H'  de  B'^  donc 
B  et  B'  sont  aussi  des  droites  doubles  de  1', . 

La  trace  O.M  du  j)lan  to  sur  xOy  coupe  (F')  en  nif 
et  /«2  et  2,  z\  en  rn-^  c[uand  le  point  m  en  décrivant  OM 
vient  en  /«i  ou  iii^,  les  droites  z,  z\  sont  des  tangentes 
parallèles  à  la  conique  (y)  aux  points  M,  et  M^;  le 
centre  code  cette  conicjue  est  le  milieu  du  segment  M|  Mo  -, 
donc  le  lieu  de  (o  se  projette  sur  a:0)' suivant  le  lieu  du 
milieu  to,  de  ni,m.^.  Soit  O'  le  centre  de  (F').  Les 
droites  Oco,  et  O'toi  étant  parallèles  à  deux  diamètres 
conjugués  de  la  conique  (F')  engendrent  deux  faisceaux 
homographiques  et  le  lieu  de  w,  est  une  conique  ('t,) 
passant  par  O  et  O';  les  tangentes  en  ces  points  sont 
parallèles  à  la  direction  conjuguée  de  OO'  dans  la 
conique  (F')  ;  par  suite  le  centre  de  (  a-,  )  est  le  milieu  O) 
de  00',  c'est-à-dire  le  centre  de  (F).  Les  deux  co- 
niques (t,)  et  (F')  sont  liomolhétiques,  car  elles  ont,  en 
direction,  les  mêmes  systèmes  de  diamètres  conju- 
gués Oio,,  O'to,.  Donc  la  conique  (t,  )  est  concentrique 
et  homotliétique  à  la  conique  (F  ).  Sur  toute  génératrice 
du  cylindre  (t,),  projetant  la  courbe,  lieu  de  w,  il  n'y  a 
(juun  point  de  ce  lieu  qui  est  par  suite  une  conique  (7) 
rencontrant  les  droites  B,  B'  aux  points  H,,  H',  dont  les 
projections  sont  les  deuxièmes  points  de  rencontre  /;,, 
//,  de  (t,)  avec  Ox.  Oj-;  en  eftét,  quand  le  plan  m 
coïncide  avec  cOa:,  la  conique  (  v)  devient  la  droite 
double  B  admettant  pour  centres  tous  ses  points;  et  l'on 
peut  dire,  par  continuité,  que  le  point  to  vient  en  Hi, 
comme  ou  Ta  vu  analytiquement.  De  même  la  co- 
nique (■7)  passe  par  H|, 

Si  la  conique  (F)  est  tangente  au  plan  (  A,  B  )  et,  par 
suite,  àOx,  il  en  est  de  même  de  (F').  Par  un  point  II 
de  la  droite  B,  on  peut  mener  deux  plans  tangents  au 

Ann.  de  Matliéniat.,  !\'  série,  l.  IV.  (Mars  1901.)  y 
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cylindre  (T'),  mais  l'un  d'eux  est  toujours  le  plan  zOx 
qui  contient  la  droite  A  coi-respondaiite  ;  l'autre  plan 
tangent  contient  la  deuxième  droite  A  qui  engendre  une 
surface  iio  du  troisième  ordre  admettant  B'  comme  droite 
double,  A  et  B  comme  dioites  simples.  Dans  ce  cas  la 
surface  du  quatrième  ordre  2],  se  décompose  donc  dans 
le  plan  (A,  B)  et  la  surface  du  troisième  ordre  So. 

De  même  si  (F)  est  tangente  à  Oy^  la  surface  du 
quatilème  ordre  S)  se  décompose  dans  le  plan  (A,  B')  et 
une  surlace  du  troisième  ordre  ll;^  admettant  B  comme 
droite  double,  A  et  B'  comme  droites  simples. 

Enfin  si  (F)  est  tangente  à  la  fois  à  Ox  et  Oy,  la 
surface  S)  se  décompose  dans  les  plaiis  (A,  B),  (A,  B' ) 
et  une  quadrique  S4  passant  par  les  droites  B,  B',  mais 
ne  passant  pas  par  A.  Dans  ce  cas  la  généiatrice  A  de  Sj 
est  une  tangente  au  cylindre  (F')  s'ap[)uyant  sur  les 
tangentes  B  et  B'  à  ce  cylindre. 


CERTIFICATS  DE  CALCUL  DIFFERENTIEL  ET  IXTEGRAL. 


Nancy. 


Epreuve  écrite.  —  I.  Etant  donné  dans  un  plan  xO y  un 
contour  fermé  (C)  et  l'intéf^rale  curviligne 


i  =  I  P  dx-i-q  dy, 


étant  prise  le  long  du  contour  C,  établir  la  formule  de 
Green  qui  exprime  J  à  l'aide  d'une  intégrale  double. 

Condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  l'intégrale  J 
prise  suivant  un  chemin  allant  du  point  Mo  au  point  M  ne 
change  pas  quand  on  fait  varier  le  chemin  en  laissant 
fixes  les  deux  points  jMq  et  INI. 

II.  En  coordonnées  rectangulaires  0 xyz,  former  l'équa- 


(  •■>'  ) 

tion  aux  dérhées  partielles  des  surfaces  représentées  par 
l'équation 

(}ù  a  est  une  constante,  f  une  fonction  arbitraire  de  r,  et  où 
l 'on  pose 

0  =  arc  tan'^r  '-  -,  r  =  J x-  -+-  x-, 

X 

Intégrer  le  système 

dx    _  dy  _  dz 

—  y~    X    ~    a   ' 

III.  En  coordonnées  rectangulaires,  on  prend  sur  le para- 
holoïde  représenté  par  l'équation 

z  =  xy 

la  courbe  (G)  dont  la  projection  sur  le  plan  des  xy  est  un 
cercle  de  rayon  R  ayant  son  centre  à  l'origine;  on  mène 
te  plan  tangent  au  paraboloïde  en  un  point  M  situé  sur  la 
courbe  (G). 

Lorsque  le  point  M  varie  sur  cette  courbe,  montrer  que 
te  plan^  tangent  fait  un  angle  constant  avec  Oz,  trouver 
Venveloppe  de  sa  trace  sur  le  plan  xOy,  trouver  l'arête 
de  rebroussement  de  la  surface  développable  qu'il  enve- 
loppe, et  les  développantes  de  cette  arête  de  rebroussement, 

(Juillet  igoS.) 

Montpellier. 

Éprecve  écrite.  —  La  normale  ci u  point  I\I  d'une  surface 
coupant  le  plan  XOY  au  point  P,  on  considère  les  surfaces  S 
telles  que  MF'  =  OP. 

i"  Former  l'équation  aux  dérivées  partielles  de  ces  sur- 
faces ; 

1"  Intégre)-  cette  équation  et  former  l'équation  générale 
des  surfaces  S  : 

y  Déterminer  celle  de  ces  surfaces  qui  passe  par  la  pa- 
rabole 

a-  —  2  rt ,         z-^=  -i  by  ; 

4°  Déterminer  les  lignes  de  courbure  de  cette  dernière 
surface. 
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Épreuve  pratique.  —  On  considère  la  courbe  définie  en 
coordonnées  rectangulaires  par  les  formules 

x  =  3t,        y  =  31-,         ^  =  5>/3j 

où  t  est  un  paramètre  variable. 

Exprimer  en  fonction  de  t  Varc  de  la  courbe,  le  rayon 
de  courbure,  le  rayon  de  torsion. 

Montrer  que  la  courbe  peut  être  considérée  comme  une 
hélice  tracée  sur  un  certain  cylindre. 

(ÎVovembie  igoS. } 

Marseille. 

Epreuve  écrite.  —  L'arête  de  rebroussement  de  toute  sur- 
face développable  circonscrite  à  une  sphère  est  une  ligne 
géodésique  d'un  cône  concentrique  à  la  sphère.  C'est  aussi 
la  courbe  cpie  peut  envelopper  sur  le  cône  une  droite  tan- 
gente à  la  fois  au  cône  et  à  la  sphère  concentricjues. 

Pour  démontrer  ces  théorèmes  on  peut  répondre  aux 
questions  suivantes  : 

\"  Déterminer  par  un  coefficient  angulaire  ni  la  position 
limite  de  l'intersection  du  plan  tangent  à  l'origine  et  du 
plan  tangent  voisin  en  un  point  satisfaisant  à  la  relation 
Y  =  ynx,  la  surface  étant  représentée  par  un  développement 
en  série  entière  de  la  forme 

z  =  ax--^  ib xy  -r-  cy"^ -^ .  .  . . 

■>."   Traiter  le  cas  où  la  surface  est  développable; 

3°  L'arête  de  rebroussement  d'une  surface  développable 
circonscrite  à  une  spfière  de  rayon  R  est  une  courbe  G  dont 
les  tangentes  touchent  la  sphère; 

4"  Si  l'on  prend  l'origine  des  coordonnées  rectangulaires 
au  centre  de  la  sphère,  la  courbe  G  satisfait  à  l'équation 
différentielle 

(y  dz  —  z  dy  )-  -f-  ( -  dx  —  x  dz y-  -^  {x  dy  —  y  dx )' 
=  l{^-{dx'^^dy-^-\-dz'^); 

5"  L ne  ligne  géodésique  d'un  cône  ayant  son  sommet  à 
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l'origine  satisfait  à  la  même  équation  différentielle,  où  R 
a  une  valeur  convenablement  choisie  ; 
6°  Conclusion. 

SOLITION. 

La  ciinjuit'ine  question  onVe  seule  de  lintérèt. 

La  normale  principale  d'une  géodésique  est  perpendiculaire 
au  plan  tangent  au  cône,  et  par  suite  à  la  génératrice  du  point 
(le  contact.  On  a  donc 


Zxcl 


m 


On  tire  de  là 


al.x—j-  =  as. 
as 


dx    d         dx       ^     dx 
"      ds   ds"      ds       "      ds 


d"oïi.  en  appelant  R-  une  constante, 

(  S  jr  f/.r  j2  =  (■  Z  .r 2  —  R2  )  ds"- 

et  par  suite 

V  Q.  dz  —  r  dy  )2  =  R2 1  f/jr2. 

On  peut  aussi  montrer  géométriquement  que  l'arête  de  re- 
broussement  dune  développable  circonscrite  à  une  sphère 
est  une  géodésique  du  cône  concentrique  (voir  Salmon,  Géo- 
métrie à  trois  dimensions,  familles  de  surfaces,  n"  ioO). 

Une  autre  démonstration  géométrique  repose  sur  ce  fait  que 
la  parallèle  à  la  normale  principale  de  l'arête  de  rebrousse- 
ment,  menée  par  le  point  où  la  génératrice  de  la  dévelop- 
pable touche  la  sphère,  est  dans  le  plan  tangent  à  la  sphère. 

Epreuve  pratique.  —  Intégrer  le  s^■sfème  d'équations  dif- 
férentielles 


dx 

'di 

= 

IX  -+- 

y- 

•^î 

dt 

= 

X  -t- 

2J-- 

"^l 

dz 
dt 

= 

Zx  — 

3r- 

(NOA 

,'embre 

1903.) 
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Lille. 

Epreuve  écrite.  —  i"  Etablir  les  propriétés  générales  des 
fonctions  méromorphes  doublement  périodiques  qui  se 
rapportent  à  leurs  zéros  et  à  leurs  pôles.  Conséquences 
immédiates  de  ces  propriétés. 

1°  Soient  MN  et  MT  la  normale  et  la  tangente  en  un 
point  M  d'une  courbe  plane,  limitées  à  l'axe  Ox.  Déter- 
miner toutes  les  courbes  C  pour  lesquelles  on  a 

ON  X  OT  =  Â2, 

k  désignant  une  constante. 

Chercher  les  trajectoires  orthogonales  F  des  courbes 
obtenues. 

En  un  point  de  coordonnées  positives  x^,  yo  passent  une 
branche  de  courbe  C  et  une  branche  de<:ourbe  T  qui  limitent 
une  aire  plane  ;  calculer  cette  aire  en  fonction  de  x^  et  y^). 

Solution. 
L'équation  du  problème  est 

Si  l'on  «prend  comme  nouvelle  fonction  m  =  ^--t- j'--)- A-, 
X  restant  la  variable,  cette  équation  devient 

2  uu'  =  (  u-  -+-  4^^-)x; 

elle    rentre  dans   le  type  de  Lagrange.  Par  différentiation,  on 
obtient 

du'        u' 

dx         X 

Les  courbes  C  ont  pour  équation  : 

x°'--r-  y2_u/i2—  (^^2  _^_  J_  i(^i  const.  arbitraire). 

Les  courbes  F  coïncident  avec  les  courbes  C.  Par  un  point 
du  plan  (:ro,jKo)  passent  deux  courbes  de  la  famille  limitant 
une  boucle  dont  l'aire  est  aisée  à  calculer. 

(Juillet  igoS.) 
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ÉpRiîtVE  ÉCRITE.  —  1'^  Lcx  fonclionx  'i,  <]/  cl anl  supposées 
continues  et  dérUables  par  rapport  aux  deux  variables  x, 
y,    sous  quelles  conditions  V intc ivraie 


y  ((p-+-  i'\){dx-\-idy). 


prise  le  long  d'un  contour  ferme,  sera-t-elle  indépendante 
de  ce  contour? 

■1°  Lorsque  cela  aura  lieu,  quelle  sera  la.  propriété  cor- 
respondante de  la  variable  complexe  o  4-  i'h  considérée 
comme  fonction  de  la  variable  x  -+-  ly"! 

3°  Quelle  sera  la  propriété  correspondante  du  système 
de  coordonnées  curi^ilignes  défini  par  les  deux  équations 

o(x,y)  —  coiist.,         •ii(x,y)  =  const.? 

P  Quelle  sera  la  propriété  correspondante  de  la  transfor- 
mation-géométrique définie  par  les  deux  écpiations 

X  =  o(x,y),         Y  =  ->(^,.7)? 

5"  Une  courbe  plane  étant  définie  par  les  deux  équations 

a:  si  II  a  ■ — y  cosa  =_/  (  a), 
a^cosa  -H  jK  siu  a  =/(  a), 

déterminer  la  fonction  f  (i.)  de  telle  sorte  que  le  rayon  de 

ds         .      .  ^  .  , 

courbure    -r    soit    inversement    proportionnel    au     rayon 
dy. 


vecteur  y/x--\- y-. 

Solution. 

L'équation  du  problème  est 


Elle  admet  comme  intégrale  première 

3. 

(f'-î-f-)-  =  'ikf  -\-  a         (a  const.  arbitraire  . 
Une  quadrature  donne  a  en  fonction  de/" 

r        df 


v/(3//+«)^-y2 
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en  posant  3/;/"-!-  «  =  u^,  on  obtient 


/3  u-  du 
v/( i<3 _)-  3 /eu  —  a)  ( —  M*  -I-  3 /r«  —  a) 

quadrature  liyperclliptique.  Pour  la  discussion  de  la  forme  des 
courbes  correspondantes  parmi  lesquelles  figure  comme  cas 
très  particulier  la  lemniscate,  consulter  :  Tisserand  et  I'ain- 
LEVÉ,  Exercices  d'Analyse,  p.  Saj.         (Novembre  iQOÎ.) 


CERTIFICATS  D'ASTROXOMIE. 


Marseille. 


Épreuve  écrite.  —  Description  sommaire  de  la  lunette 
méridienne.  Formules  employées  pour  corriger  une  obser- 
vation de  passage  en  supposant  imparfait  le  réglage  de 
la  lunette  méridienne. 

Établit-  ces  formules  et  indicjuer  comment  on  calcule  les 
constantes  gui  y  figurent. 

Epreuve  pratique. —  Calculer  le  volume  du  tétraèdre  OABG 
connaissant  les  longueurs  (a,  b.  c)  des  arêtes  qui  abou- 
tissent au  sommet  O,  ainsi  que  les  angles  (a,  ^,  y)  5"'^ 
forment  deux  à  deux  ces  arêtes. 

Données  numéricjues  : 

m  .  "    ,  '       " 

«  =  421,567,  a  =  7j.2i).38,6, 

/>  =  657,643.  p  =  98.  9-25,7, 

c=  549,536,  7  =  54.43.17,9. 

SOLUTIOX. 
V=  -  abc  v/sin/>  sin(/»  —  a)  sin(/>  —  ,3  )  sin(/»  —  7;  =  -  abc\. 
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'ip 228.i8.2'2,>.  sin/> 7,960-2117 

j> 114.   9.11,1  sin(/?  — a)...  T,79Gu9i(i 

/'  —  a 38.43.3-2, 1  sin(/j  — 3)...  T, 4402008 

p—'^ i'). 59. 45,1  sin(/?— y)...  T, 9350109 

P-^i 59.25. 33, •>.  _^ T,i3i-48o 


18689840" 


A 1 ,565874o 

colog.  3 7,5228787 

a  2,6248666 

b 2,8179902 

c 2,7399961 

V 7,2716056 

(Novembre  1901.) 

Nancy. 

ÉpRELvn:  KCRiTE.  —  I.  Étude  du  mouvement  de  la  Lune 
sur  la  sphère  céleste;  détermination  de  Vépoque  du  pas- 
sage de  la  Lune  par  un  nœud;  rétrogradation  de  la  ligne 
des  nœuds;  natation  de  l'orbite  lunaire;  révolutions  tro- 
pique, sidérale,  synodique  de  la  Lune;  révolution  tropique 
des  nœuds. 

II.  Définition  des  inégalités  séculaires,  des  inégalités 
périodiques  et  des  inégalités  à  longue  période;  qu'en- 
tend-on par  stabilité  du  système  solaire? 

LlpREUVE  PRATIQUE.  —  A  Metz,  dont  la  latitude  est 

on  a  observé  l'azimut  et  la  hauteur  d'une  étoile 

a  =  224°  38' 10",         /(  =  46"  9' 20", 

l'heure  sidéi'ale  au  moment  de  l'observation  étant 

e  =  22"  56'"; 

calculer  l'ascension  droite  et  la  déclinaison  de  l'étoile. 

(Novembre  1901.) 
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S0LITI0\S  DE  QUESTIOXS  PUOPOSÉES. 


1947. 

:  i'jo2,  p.  j 


La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  les  points 
de  contact  des  tangentes  communes  à  deux  coniques  soient 
sur  un  même  cercle  est  que  leurs  foyers  soient  sur  un 
même  cercle  et  y  forment  une  division  harmonique. 

(E.    DUPORCQ.) 
SOLUTION 
Par  M.  TitiÉ. 

Soient  C  et  G'  les  deux  coniques  données.  On  sait  que  les 
huit  points  de  contact  de  leurs  tangentes  communes  sont  sur 
une  même  conique  F,  lieu  des  points  tels  que  les  tangentes 
issues  de  l'un  d'entre  eux,  m.  à  G  divisent  harmoniquement 
l'angle  formé  parles  tangentes  issues  du  même  point  à  G'. 

Pour  que  F  soit  un  cercle,  il  faut  et  il  suffit  que  chacun  des 
points  cycliques  I  et  I'  satisfasse  à  la  condition  énoncée  pour 
le  point  m.  Autrement  dit,  soient  y  et  g  les  foyers  réels  de  G, 
f  tlg'  ceux  de  G'  :  chacun  des  faisceaux  I  {fgf'g')  '^^^'ifgfg') 
devra  être  harmonique,  deux  rayons  conjugués  étant,  dans  le 
j)remier  faisceau,  1/ et  If,  et  dans  le  second,  I'/ et  ïf. 

On  conclut  immédiatement  de  là  la  propriété  énoncée. 

1948. 

I  1902,  p.    5:5.) 

Etant  donnée  une  quadrique,  trouver  les  suif  aces  : 
i"  Telles  que  la  droite  qui  joint  chacun  de  leurs  points 
au  pôle  du  plan  tangent  s'appuie  sur  une  droite  fixe; 
■  1°  Telles  que  la  même  droite  passe  par  un  point  fixe. 

(A.  Pellet.) 

SOLUTION 
Par  M.  R.  Bricard. 

Résolvons  d'abord  la  question  suivante  de  Géométrie  plane: 
Etant  donnée  une  conique  G,  déterminer  les  courbes  telles 
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ijue  la  di-oite  joignant  chacun  de  leurs  points  au  j>ùle  de 
la  tangente  passe  par  un  point  fixe. 

Soit  o  !e  point  donné.  On  peut  supposer,  grâce  à  une  trans- 
formation homographique  convenable,  que  C  est  un  cercle  et 
que  o  est  le  centre  de  C. 

Dans  ces  conditions,  soient  m  un  point  de  la  courbe  cherchée, 
mt  la  tangente  en  ce  point,  p  son  pôle  par  rapport  à  G.  Les 
trois  points  o,/?,  ni  étant  en  ligne  droite,  il  est  nécessaire  que 
om  soit  perpendiculaire  à  mt.  Autrement  dit,  la  normale  en  m 
à  la  courbe  cherchée  passe  par  le  point  fixe  o,  et  cette  courbe 
est  un  cercle  concentricjue  à  G. 

Revenant  au  cas  général  par  une  nouvelle  transformation 
homographique,  on  voit  que  les  courbes  cherchées  sont  des 
coniques  bitangentes  à  C  et  telles  que  la  corde  des  contacts 
soit  la  polaire  par  rapport  à  G  du  point  fixe  donné. 

Gela  posé,  abordons  les  questions  proposées. 

i'^  Soient 

(Q)   la  quadrique  donnée; 

D  la  droite  donnée; 

m  un  point  de  la  surface  cherchée  (S); 

(P)  le  plan  tangent  à  (S)  au  point  m. 

Appelons  A  la  droite  conjuguée  de  D  par  rapport  à  (Q).  Le 
plan  {ni\)  coupe  (Q)  suivant  une  conique  G  et   (S)  suivant 


une  courbe  F.  Le  plan  (P)  a  pour  trace  sur  le  plan  (/«A)  la 
tangente  mt  à  G. 

Soit  ra  le  pôle  du  plan  (P)  par  rapport  à  (Q);  il  se  trouve 
sur  la  droite  G,  conjuguée  de  mt  par  rapport  à  la  même  qua- 
drique; les  droites  G  et  D  passent  toutes  deux  pur  le  pôle  du 


(  '4o  ) 

plan  {/n\)  et  sont  par  suite  dans  un  même  plan,  qui  contient 
aussi  le  point  m  puisque,  par  hypothèse,  7)im  rencontre  D. 

II  en  résulte  que  si  l'on  appelle  p  la  trace  de  G  sur  le 
plan  (/«A),  c'est-à-dire  le  pùie  de  mt  par  rapport  à  G  et  o  la 
trace  de  D  sur  le  même  plan,  la  droite  mp  passe  par  le  point  o. 
Si  donc  on  se  reporte  au  lemme  démontré  précédemment,  on 
reconnaît  que  la  courbe  T  est  une  conique  bitangente  «  (Q) 
aux  points  d'intersection  de  cette  surface  et  de  A. 

Imaginons  maintenant  une  série  continue  de  coniques  F  satis- 
faisant à  cette  condition.  Elles  engendreront  une  surface 
jouissant  de  la  propriété  énoncée,  et  cette  génération  est 
aussi  générale  que  possible. 

On  peut  présenter  autrement  cette  solution  :  considérons 
deux,  coniques  F,  infiniment  voisines.  Elles  appartiennent  à  un 
même  cône  bitangent  à  (Q),  aux  points  d'intersection  de  cette 
quadrique  et  de  A,  et  ayant  son  sommet  sur  D.  Ge  cône  est 
circonscrit  à  (S)  suivant  F.  L'une  quelconque  des  surfaces 
cherchées  est  donc  l'enveloppe  d'un  tel  cône,  variant  suivant 
une  loi  continue  quelconque . 

On  verra  sans  peine  que  l'on  peut  encore  énoncer  le  mode 
suivant  de  génération  : 

L'une  quelconque  des  surfaces  (S)  est  V enveloppe  d'une 
quadrique  circonscrite  à  (Q),  variant  de  telle  manière 
que  le  plan  de  la  conique  de  contact  tourne  autour  de 
la  droite  A. 

2"  Supposons  maintenant  que  la  droite  «ïto  soit  assujettie  à 
passer  constamment  par  le  point  o.  Par  un  raisonnement  tout 
semblable  au  précédent,  on  voit  que  tout  plan  passant  par  le 
point  0  doit  couper  (Q)  suivant  une  conique  F  bitangente,  à 
cette  quadrique,  et  telle  que  les  tangentes  à  F  aux  deux  points 
de  contact  aillent  concourir  au  point  o.  On  en  conclut  immé- 
diatement la  réponse  suivante  à  la  question  posée  : 

Les  surfaces  chercliées  sont  les  quadriques  circonscrites 
à  (Q)  suivant  la  conique  intersection  de  (Q)  et  du  plan 
polaire  du  point  o  par  rapport  à  cette  quadrique. 

Remarque.  —  Les  surfaces  qui  répondent  aux  questions  i" 
et  i"  sont  respectivement  les  surfaces  de  révolution  et  les 
splières  de  la  Géométrie  cayleyenne.  On  sait  que,  dans  cette 


(  II'  ) 

Géomclrie,  on  cherche  à  gcncraliser  les  propositions  de  la  Gco- 
mclric  ordinaire  en  remplaçant  le  cercle  de  Viiijini  ou  ombi- 
licale par  une  quadrique  quelconque  (Q).  Dans  la  Géométrie 
caylcyenne,  li's  sphères  sont  les  quadriques  circonscrites  à  (Q), 
deux  droites  sont  dites  perpendiculaires  quand  elles  sont 
conjuguées  par  rapport  à  (M),  etc. 

Les  théorèmes  de  JM.  Pellct  étendent  à  la  Géométrie  c;n- 
leyenne  les  ihéorènies  suivants  de  la  Géométrie  ordinaire  : 

Les  surfaces  dont  les  normales  rencontrent  une  droite 
fixe  sont  les  surfaces  de  révolution . 

Les  surf  aces  dont  les  normales  passent  par  un  point  fixe 
sont  les  splières. 

On  pourra  consulter,  pour  une  étude  approfondie  de  la  Géo- 
métrie cayleyenne,  et  en  particulier  pour  l'extension  à  cette 
Géométrie  des  notions  de  distance,  d'angle,  de  lignes  de 
courbure,  de  lignes  géodésiques,  etc.,  la  Théorie  des  sur- 
faces de  M.  Darboux  (T.  Ilf,  Livre  VII,  Chap.  XIVj. 

1972. 

(  1003,   p.   2io.) 

Déterminer  v.  et  h  de  façon  que  les  intégrales 
(%x  -T-  h)  dx 


-f 


^X{X  ~1){X  —  ^\){X  —  ij) 

(7.x  —  5  A  )  dx 


/(7.x  —  5  h  )  dx 
\/x*  -f-  i  X-  —    [X  -r-  l 

soient  pseudo-elliptiques  cl  les  calculer.  (  Dolbnia.) 

SOLLllOX 
Par  .M.  Dolbnia  ('). 

i"  Admettons  a  priori  que  l'intégrale  ii  satisfait  à  une  rela- 

(')  Le  problème,  pour  être  coniplètemcnt  trailc,  exige  des  calculs 
assez  compliqués,  comme  d'ailleurs  toutes  les  ([uestions  relalixes 
aux  intégrales  pseudo-elliptiques.  Nous  nous  contenterons,  pour 
celte  raison,  de  résumer  la  soluliun  de  M.  Dolbni;i.  Les  résultais 
indiqués  peuvent  être  vérifiés  par  difTérentialion. 

La  même  remarque  s'<ippli(iuc  à  la  ([ucslion   1973  {voir  ci-après). 


(  i42  ) 

tion  de  la  forme 

(i)  x^ -h  a X'-i- bx  ~\- c  =:!  s'\n( ui)         (t  =  y/ — i), 

a,  b,  c,  X  étant  des  coefficients  constants  que  l'on  cherchera 

à  déterminer  par  identification.  A  cet  effet,  on  différentiera  la 

I     •       /  X  1  du 

relation  (i)  en  remplaçant  -y-  par 


\/x  {X  —  I)(.T  —  4)(^  —  9) 
On  trouve 

a  =  —  14.         ^  =  49i         c  =  À  =  —  18, 
a  =  3,  /i  =  —  7, 

<t  Ion  a  finalement 


if-i) 


dx 


^Jxix  —  x)  (a-  — 4)  (a;  — 9) 
=  log[3'3  —  1 4:r-  -t-  49>^  —  I  8 

-h  (a?  —  7)  <J x{x  —  \)  {X  —  4  j  (a-  —  9)]. 


2"  La  même  méthode  appliquée  à  l'intégrale  v  conduit  au 
résultai  suivant  : 

a  =  j ,         5  /t  =  I , 

(  5  a:  —  I  )  f/:p 

l^x  -\-  I 
=  log[a75-i-  a^i-f-  "^x"^  —  x''- —  2 

-!-(a7^-^-ar--T-2a")  \/:r^  -1-237-  —  4'^-î-i]- 


Autre  réponse  de  M.  Nicolas  Kryloff. 
1973. 

(  1903,  p.  2io.l 

Trouver  dans  quels  cas  les  intégrales  abéliennes 

dx 


\J{.x''--^  -jax  -^  b)(x^-h  irx  -^  s y- 

r  dx 

^      ~      I      6/ 

J    \/{x — ay*(x — by-{x--\-  ex  -h  ey^ 
dx 
v/( 37  —  a)  {x  —  b)^( X  —  c )-x- 


f 
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peuvent  être  ramenées  à  des  intégrales  elliptiques  et  faire 
ces  réductions.  (Dolbnia.) 

SOLUTION 
Par  M.  DoLDXiA. 

1°  La  réduction  est  possible  quand  on  a 

A  -f-  5  =  lar. 

Dans  ce  cas,  rinlégrale  u  prend  la  forme  elliptique 

dz 


";//- 


-|^''.'---*)M«^-^>) 


au  moyen  de  la  substitution  définie  par  la  relation 
(  /■  —  a)x--^  {s  —  b)x  -7-  as  —  br 


a'- -H  \irx-\-s 
3-        I 


-    —r 1/   4-'—   — (   /•-—  5)2(rt2—  6  ). 

2-*     /■- s  y  Ô'' 

2°  La  réduction  est  possible  si  Ton  a 

e  = ( ac  -T-  bc  -^  lab), 

«■t  l'intégrale  v  prend  la  forme 

I     i/iz^—-^[c—-ib){c-^iaf{a  —  bY 

par  la  substitution  définie  par 
'  X  —  b\- 


\x  —  a  /         {a 


b  f  {c  -^  ia  p 
3°  La  réduction  est  possible  si  l'on  a 

ab  -r-  2bc  —  4  rtc  =  o 
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et  l'on  obtient 


dz 


,      ,  ^^^^^^(rt  -1-  3c)(  rt  -1-  '2<-  )- _ 

au  moyen  de  la  substitution  définie  par 

(x  —  e)  (a-  —  r  )2  _  y*,  a'* {a  —  c)-  ia  -\-  ■y.c  )-  _, 


QUESTIONS. 


•J992.  On  donne  dans  l'espace  une  courbe  C. 
Définir  la  surface  réglée  la  plus  générale  dont  G  est  la  ligne 
(le  striction  en  même  temps  qu'une  ligne  asymptotique. 

(R.  Bricard.) 

/  1993.  Soient  m.  et  m  deux  points  d'une  ellipse  E.  Sur  la  nor- 
male en  /«,  on  porte  extérieurement  à  l'ellipse  une  longucui-  inp 
égale  au  demi-diamètre  conjugué  de  celui  qui  aboutit  en  m. 
Soit  p'  le  point  analogue  que  l'on  peut  construire  sur  la  nor- 
male en  /«'. 

Démontrer  que  si  la  tangente  en  m  contient  le  point  />,   I  i 
tangente  en  m  contient  le  point /j'.  (R.  Bricvrd.j 

^'  1994.  La  normale  au  point  JM  d'une  conique  de  centre  O  a 
pour  pôle  le  point  N.  On  projette  orthogonalement  M  en  P  sur 
la  droite  ON.  Le  cercle  mené  par  N,  P  et  un  point  fixe  quel- 
conque, passe  par  un  autre  point  fixe  lorsqu'on  fait  varier  ^\ 
sur  la  conique. 
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COXCOIIRS  DES  «  NOUVELLES  ANMLES  »  POIR  1904. 


Sujet. 


Déterminer  toutes  les  courbes  algébriques 
dont  r ordre  ou  la  classe  ne  dépasse  pas  quatre, 
et  qui  admettent  une  infinité  de  coniques  tritan- 


gentes  égales  entre  elles. 


Conditions. 

Le  Concours  est  ouvert  à  tous  les  lecteurs  des  Nou- 
velles Annales  de  Malhéniadques. 

Le  meilleur  Mémoire  envoyé  en  réponse  au  sujet 
proposé  donnera  droit,  au  profit  de  l'auteur  : 

1°  A  un  crédit  de  200*^'  d'Ouvrages  à  choisir  dans  le 
Catalogue  de  M.  Gaulhier-Villars; 
2°  A  la  publication  du  Mémoire  ; 
3"  A  un  tirage  à  part  gratuit  de  100  exemplaires. 

Les  manuscrits  devront  être  parvenus  à  la  Rédaction 
avant  le  i*^*"  mai  iQoS,  terme  d'absolue  rigueur. 

Les  auteurs  pourront,  à  leur  gré,  se  faire  immédiate- 
ment connaître,  ou  garder  provisoirement  l'anonjmat. 
Dans  ce  dernier  cas,  le  Mémoire  portera  un  signe,  une 
devise  ou  un  numéro  d'ordre  arbitraire,  et  sera  accom- 
pagné d'un  pli  cacheté  renfermant,  avec  la  même  indica- 
tion, le  nom  et  l'adresse  de  l'auteur.  Les  plis  cachetés 
en  question  ne  seront  ouverts  par  la  Rédaction  qu'à 
partir  du  i*""'  mai  iQoa  et  après  le  jugement  prononcé. 

Ann.  de  Mathémat.,  4"  séi'ie,  t.  IV.  (Avril  iqo'i.)  io 
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Aucune  limite  n'est  fixée  quant  à  l'étendue  des  Mé- 
moires; mais,  à  mérite  égal,  les  plus  concis  seraient  pré- 
férés par  les  juges  du  Concours.  Chacun  comprendra  du 
reste  que  l'insertion  d'un  Travail  trop  étendu  serait 
matériellement  impossible. 

Le  jugement  du  Concours  sera  prononcé  avant  le 
i'""  juin  1900,  et  le  résultat  en  sera,  sans  retard,  publié 
dans  le  journal. 

La  Rédaction,  et  les  juges  du  Concours  qui  se  seront 
associés  à  elle,  se  réservent  la  faculté  : 

1°  De  partager  les  récompenses  ci-dessus  mention- 
nées, au  cas  tout  à  fait  exceptionnel  où  deux  Mémoires 
y  auraient  droit  avec  un  égal  mérite; 

2°  De  ne  pas  attribuer  de  récompenses  si,  parmi  les 
Mémoires  envoyés,  aucun  ne  semblait  en  être  digne. 
Dans  ce  dernier  cas,  les  avantages  stipulés  seraient  re- 
portés sur  un  Concours  ultérieur,  et  l'annonce  en  sciait 
faite  dans  le  journal  en  temps  utile. 

L'auteur  du  Mémoire  récompensé  sera  immédiatement 
avisé  par  la  Pvédaction  et  voudra  bien  faiie  connailre 
sans  retard  s'il  désire  que  la  publication  de  son  travail 
ait  lieu  sous  son  nom,  ou  sous  forme  anonyme.  Son 
silence  serait  interprété  comme  une  autorisation  de  pu- 
blier le  nom. 

Les  Rédacteurs. 
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[D6b] 

DÉFIXITIO^  DE  sin:;  PAR  ll\  PRODUIT  INFINI  ; 

Par  m.  L.  DREYFUS. 


Théorème.  —  Si  l'on  considère  les  séries    ^ 

supposées  uniforniément  convergentes  en  fonction 
de  p,  et  si  les  quantités  «/>,«  ont  pour  limites,  lorsque 
V entier  p  augmente  indéfiniment,  des  nombres  a,i^  la 

série 

S  =  ao+  «1  +  ...-+-  ««-r-.  .  . 

étant  convergente,  les  sommes  Sp  ont  pour  limite  S. 

En  etVet,  s  étant  un  nombre  positif  donné,    je  peux 
déterminer  un  entier,    tel   que  les  restes  R,«  et  R/j,7,i 

soient    moindres    chacun    que   ^j   l'inégalité    Tly,.,„<^-:^ 

ayant  lieu  quel  que  soit/:»;  m  étant  ainsi  déterminé,  il 
existe  un  nombre  P  tel  c[ue  la  diilérence  Sp^„i —  S,«  soit, 

en  valeur  absolue,   moindre  que   ~   si  p'^V;  et,   par 

suite,  la  différence 

S -S/, 

sera,  si  p^P^  moindre  en  valeur  absolue  que  le  nombre 
positif  £,  clioisi  aussi  petit  qu'on  le  veut  :  c'est  dire  que 
Sp  a  pour  limite  S. 

ThéorÈ-aœ.  —  Je  considère  les  pioduils  infinis 
uniformément  convergents  en  fonction  de  q\  si  le 
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quantités  aq^n  ont  pour  limites  des  nombres  a„,  le  pro- 
duit infini 

P  =(i  +  «o)...(;n- «„)... 

étant  convergent  ;  je  dis  que  les  produits  Vq  ont  pour 
limite  P. 

En  effet,  je  peux  considérer  ces  produits  infinis 
comme  ^omme  des  séries 

r  q  —    V  q     -I-  r  fj     Clq,l  ^^   i  (/     ''■q,'!  -^  •  •  ■  , 

P   =pio)+p(o)«;    '-upiDa^    +..., 

en  désignant  par  P'"'  le  produit  des  n  premiers  facteurs 
de  P^  et  par  P^"^  celui  des  n  premiers  facteurs  de  P. 

On  est  alors  ramené  au  théorème  précédent,  car  a^^„ 
tend  vers  a^,  le  produit  limité  P'"'  a  pour  limite  le  pro- 
duit limité  P'"^  et  les  séries  donnant  P^  sont,  par  liypo- 
llièse,  uniformément  convergentes. 

Je  considère  le  produit  infini 

z  étant  une  variable  complexe  de  module  Z;  la  série  des 
modules 

rJ        4~  n-rJ 

étant,  quel  que  soit  z,  dans  une  aire  donnée,  unifor- 
mément et  absolument  convergente,  le  produit  sera 
lui-même  absolument  et  uniformément  convergent  et 
représentera  une  fonction  de  z  définie  et  continue  en 
tout  point  du  plan  de  la  variable  complexe  z. 
Elle  admet  les  zéros  simples 

o,  I,  1,         3,     ..., 

—  I,     —■?.,     —3,      .... 
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Théorème.  —  La  fonction  P(3)  admet  lapériode  2t:. 

Je  vais  démontrer  d'abord  que  Ton  a 

En  eflet,  le  produit  ^(z)  est  équivalent  au  produit 
infîni 


ce  produit  infîni  n'est  plus  absolument  convergent,  on 
ne  pourra  en  intervertir  les  termes  d'une  façon  quel- 
conque, mais  on  pourra  les  déplacer  d'un  ou  deux  rangs 
sans  changer  la  convergence  ni  la  valeur  du  pro- 
duit Q(^). 

Je  pose 

Po(-s)        =  z, 

Vip-i{z)  =  I—  — ; 
on  a 

P/«=  Q2/«=  i'Qi'lV-2.  .  .V-irn- 

Je  remplace  dans  P„i(z),   z   par  ^h-tz;  j'aurai  les 
égalités 

P  —  '  /  -"         \  _  /*  —  ' 


'"-'■=^^^'^r[-u^.) 


^■2p-3, 

v2p{z-^~)    =  i- 1-+-7 r)—  ^'2/^+2; 

p    \      {p^^)-J        p 

pour  les  deux  premiers   termes,   ces  formules  ne  sont 
plus  applicables,  car  />  ^  o  ou  i,  et  l'on  a 

vi{z-\-t:)= = ^^— S 

T.  T. 

Vo{z  -i-  T.)  =  Z  -h  T.  =  ~Vi{z); 
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par  suite,  on  peut  écrire 

r»      /      .       X  m-hi 

V2/«  1  ^  -I"  ■^  ;  —  -"^2  l'o  <'i  ^'l  '"6  ''3  •  •  •  *'2«(  ''2//!-3  ''2/«  +  2   j 

car  ou  peut  remplacer    le    produit    des    deux    facteurs 

./>       />  -4-  1  p 

conseculits   ^ ^'■2p+2   et  -^ — ^'2p-\    p'^i'  ^'2p+2^'-2p-i- 

Ou  peut  eusuite  changer  de  deux  raugs  l'ordre  des  fac- 
teurs, et  écrire 

/  -         \  /         I 

I 


-jP„.(=  +  ,,=-(,H-^_^)(,+  _)P,„(., 


VI  augmentant  indéfiniment,  cette  égalité  sera  toujours 
vraie,  et,  en  remplaçant  chaque  facteur  par  sa  limite, 

ou  aura 

P(-  +  ^)=-P(5), 

et,  par  suite,  on  a 

P(z  +  '27r)  =  P{z). 

De  plus,  il  est  évident  que  la  fonction  P(~)  est  une 
fonction  impaire,  c'est-à-dire  que  l'on  a 

l.(-)=_P(_-), 


puisque  tous  les   facteurs   (  i ^  j  conservent  leurs 

valeurs,  si  l'on  j  remplace  :;  par  —  z\  seul,  le  premier 
facteur  change  de  signe. 
On  en  conclut  que  l'on  a 

P(.-  +  U)=-P(.'). 

Donc  on  a 

P(^-7:)=-P(s), 

V{T.-z)=^       Piz). 

Ces  propriétés  appartiennent  à  sinz.  Je  vais  démon- 
trer que  P(3)  =  sinz. 
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En  même  temps  que  la  fonction  P(s),  il  faudra  con- 
sidérer la  fonction  V  (z  -\-  -)  =P(-  —  z),  que  je  vais 
développer  en  produit  infini.  J'aurai 


1 

2 
—  /     I 


z^  +  r 


et,  par  suite,  on  en  conclut,  en  groupant  chaque  facteur 
d'indice  impair  avec  celui  qui  le  précède,  ce  qui  est 
permis, 


De  sorte  que  le  produit  V  iz  -i-  ^  \  est  égal  au  produit 
des  deux  produits  absolument  convergents 

■   '^<-=     (-fj(-|l)(-^i-- 

Je  démontrerai  par  la  suite  que  A  =:  i,  de  sorte  que 
j'aurai 

Les  théorèmes  généraux  sur  les  produits  infinis 
dépendant  d'une  variable  montrent  que  la  fonction  P(5) 
a  une  dérivée;  dans  ce  qui  va  suivre,  je  vais  montrer 
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directement  que  cette  fonction  a  une  dérivée  et  que  cette 
dérivée  est  le  produit  Q(2). 

Je- remarque  d'abord  que  si  P(z)  a  une  dérivée,  celte 
dérivée  P'(^)  satisfait  aux  deux  relations 

P'(-  +  ^)=-P'(^), 
P'(-)         =,      P'(-z), 

et,  en  faisant  ^= —  ->    on  trouve  que  P'( -j  =o  et, 

par  suite,  la  dérivée  admet  les  mêmes  zéros  que  Q(^)- 
Je  vais  démontrer  que  cette  dérivée  est  eifectivement 
Q(^),  d'où  l'on  conclut 

et,  par  suite,  P(^)  satisfaisant  à  l'équation  différentielle 
qui  admet  pour  intégrale  générale 


a   et   [î    étant   deux   constantes    quelconques,    puisque 

P(r)  admet  la  période  27r,  A  est  égal  à  l'unité;  P(^) 

P  (  z) 
s'annulant  pour  z  ^  o,  ^  est  nul;   enfin,  -^  tendant 

vers  I  quand  z  tend  vers  zéro,  a  est  égal  à  i  et,  par 
suite,  P(2)  est  égal  à  sin^. 

Il  faut  donc  démontrer  que  la  dérivée  de  P(-)  existe 
et  qu'elle  est  Q{z). 

Le  polynôme  P„i(z)  ne  contient  que  des  termes  de 
degré  impair;   il  est   de   degré    2/n  +  i    et    admet   les 
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racines  toutes  réelles 

o,     dz-,     ±2-,      ...,     ±ni~; 

ses  coefficienls  sont  donc  réels  et  on  peut  lui  appliquer 
le  tliéoiènie  de  Rolle. 

Sa  dérivée  est  un  polynôme  de  degré  2  m,  à  racines 
toutes  réelles  et  dont  les  termes  sont  tous  de  degré 
pair;  par  suite,  les  2 m  racines  sont  deux  à  deux  égales 
et  de  signes  contraires. 

Je  })eux  donc  écrire 

p;„(.-)  =  B (i-^)  ('-  ^)  •  •  •  ('-  ^)- 

\  */«,  1/     \  ■*/«,  2/  \  ■^in.ml 

Le  nombre  positif  a,„^  est  compris  entre  (/^  —  i)t: 
et  pr,^  limites  exclues,  puisque  le  polynôme  P„i  n'a  pas 
de  racines  doubles.  Le  coefficient  B  est  d'ailleurs  égal  à 
l'unité,  puisque  l'on  peut  écrire 

P;„(s)=  ,  -^  3K;;2-i-.... 
Je  dis  que  l'on  a 

En  eiFet,  si  z  est  réel  et  varie  dans  l'intervalle 
[p  —  \)-...p-^  la  dérivée  logarithmique  de  Vm{z)  est 
positive  ou  négative,  suivant  que  z  est  inférieur  ou 
supérieur  à  y-m.p',  or,  on  a  par  définition 

Pw  =  P/;!-l  (   I ;- 

P,„(^)  P,;:-1(Z) 


et  par  suite 


'    «!  '  ^m,  p) 
P/n  (^/«— 1,  p  ) 
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Donc  la    dérivée  logarilliniique    de  P„;   est  négative 
pour  z  =  y.m^\,pi  et  par  suite 

»/„-!,/,>  a,„.  p.  C.Q.F.D. 

Donc  les  nombres  y.m  n  diminuant  avec  —  >  mais  resianl 
"^  m 

supérieurs  à  (p  —  i)—,  ont  une  limite  c/.p. 

D'ailleurs  'Xp  est  compris  entre  {p  —  i)-  et  ^t:,  donc 
le  produit  infini 

R(.-)  = 


est  convergent,  et  l'on  en  conclut,  en  appliquant  le 
leinme  démontré  précédemment,  que  les  produits 
P^j(z)  ont  pour  limite  R(^).  Si  l'on  intègre  entre  deux 
limites  Zq  et  s,  on  a 

La  fonction  sous  le  signe    /  est  intégrable  et  uniforme  : 

elle  est  uniformément  convergente,  eu  fonction  de  ni^ 
vers  la  fonction    Rfs),    donc  le   premier    membre    de 
l'équation  a  aussi   une  limite  et   cette  limite   est  d'ail- 
leurs P(^2  j  —  P(^„;.  C'est  dire  que  R(2)  est  la  dérivée 
deP(z). 

Celte  dérivée  s'annule  pour  une  valeur  et  une  seule 
comprise  entre  (w  —  1)71  et  pr.^  nous  avons  dit  qu'elle 

s'annulait  pour  (2/7  —  0  ""'  donc 

_    {ip  —  l)T. 
2 

et  R(^)  coïncide  avec 

qi^z)  =  p(z-^^j, 

et  l'on  a  donc 

P(  z)  =  sin5. 
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11  résulte  donc  les  deux  développements  infinis  sui- 
vants : 

—  (,-f  j(,-ii;)f,-A|).... 

Nous  avons  vu  aussi  que  A  =  i,  il  en  résulte  l'égalilé 

de  Wallis 

t:  _  2     '2     4     4     6 
1         1      3     3     5     5 

Si  l'on  développe  P,„(c)   en   un  polvnome  ordonné 
suivant  les  puissances  croissantes  de  z,  on  aura 

-3  -3 

P/«  (  -S  )  =  •=  —  ^  1  ir>  "^  ^2  — i  -T- . . . . 

B^  est  la  somme  de  tous  les  produits  p  à  p,  des  inverses 
des  carrés  des  m  premiers  nombres,  les  nombres  entrant 
dans  cliaque  produit  étant  distincts,  on  a  donc 

B^<(Bi)^ 

Lorsque  m  augmente  indéfiniment  B|  a  pour  limite  la 
somme  de  la  série  convergente 


les  nombres  B2,  B3,  ...  sont  des  nombres  positifs  crois- 
sants et  respectivement  moindres  que  S-,  S%  .  .  .  ,  S/*  si 
l'on  désigne  par  b^ ,  Z'o,  .  •  . ,  hp  ces  limites,  la  série 


sera  convergente  et,    par   suite   du   premier   théorème 
démontré    précédemment,    sera    la    limite    des    pol)'- 


(  i56  ) 
nomes  Pm{z)-  C'est-à-dire  que  l'on  aura 


sinx;  =  z z^-}-. 


série  convergente  au  moins  dans  le  cercle  de  rayon  —7=' 
mais  on  connaît  déjà  le  développement 


1.2.3       1.2.3,4.5 

et  une  fonction  ne  peut  que  d'une  seule  façon  être 
représentée  par  une  série  entière.  On  a  donc  un  certain 
nombre  d'égalités  numériques,  dont  la  première  donne 
la  somme  S, 

T.'-  I  I 

1.2.3  2^  3^ 


[Dla] 

SIR  LES  F0^'CT10^S  DISCONTINUES  CROISSANTES 
ET  SIR  CERTAINES  FONCTIONS  CONTINUES; 

Par  m.  J.  RICHARD, 

Professeur  à  Dijon. 


Je  vais  montrer  dans  ce  qui  suit,  qu'une  fonction 
discontinue  constamment  croissante  (ou  décroissante) 
dans  un  intervalle  (a,  b)  peut  être  mise  sous  la  forme 
d'une  somme  de  deux  fonctions,  l'une  discontinue  d'une 
certaine  espèce,  et  l'autre  continue. 

I.  Les  points  de  l'intervalle  («,  b)  où  la  fonctiony(a:) 
considérée  n'est  pas  continue  forment  un  ensemble  dé- 
nombrable. 


(   ^5-  ) 

Pour  le  démontrer,  supposons  que  la  fonction  soit 
discontinue  pour  x  =  Xq^  /{^o —  ^0  croit  quand  h  di- 
minue, et  comme  il  ne  peut  dépasser  y(^o)iii  tend  vers 
une  limite  que,  selon  l'usage,  nous  désignons  par 
/{Xo — o).  De  même  /{x^-^-h)  tend  vers  une  li- 
mite/(xq+o).  La  diiîérence /(oToH- o) — /{x^ — o) 
est  ce  que  je  nommerai  le  saut  de  la  fonction  pour 
X  =  Xo-  La  connaissance  de  f(x  +  o)  et  de  /[x  —  o) 
ne  fait  pas  connaitre/(x).  On  peut  supposer  que  /{x) 
est  la  moyenne  entre  /(x  +  o)  et  f{x  —  o).  Cela  ne 
change  pas  la  définition  de  f{x)  partout  où  elle  est 
continue. 

Soit  £  un.  nombre  positif  arbitraire.  Les  points  où  le 
saut  surpasse  £  forment  un  ensemble  fini,  car  si  le 
nombre  de  ces  points  surpasse  n,  f{^)  — fi'^)  est  plus 
grand  que  m  :  or  f{b)  — /(«)  est  fini,  il  ne  peut  sur- 
passer m  quelque  grand  que  soit  n. 

Soient  c(,  £05  •••>  £«  une  suite  de  nombres  positifs 
ayant  pour  limite  zéro.  Rangeons  par  ordre  de  grandeur 
les  valeurs  de  x  pour  lesquelles  le  saut  surpasse  £|,  puis 
celles  pour  lesquelles  le  saut  est  compris  entre  £|  et  £0, 
puis  celles  pour  lesquelles  le  saut  est  compris  entre  £3 
et  £3,  etc.  On  a  ainsi  rangé  toutes  les  valeurs  de  x 
pour  lesquelles  la  fonction  est  discontinue.  Ces  valeurs 
forment  donc  un  ensemble  dénombrable. 

IL  Nous  pouvons  alors  désigner  par  X),  o^o,  •  •  -,  x,i 
les  valeurs  de  x  pour  les(juelles  la  fonction  est  discon- 
tinue :  soient  u^^  zio,  ...,  Un  les  sauts  correspondants; 
la  série  W|  +  zigH-. .  .-h  ««  est  certainement  convergente, 
car  elle  esta  termes  positifs,  et  la  somme  des  n  premiers 
termes  ne  saurait  surpasser y(Z>)  — /{'^)-  Soit  alors  o(x) 
une  fonction  définie  comme  il  suit  :  o{x)  est  nul  pour 
X  négatif,  égal  à  ~  pour  x  =  o,  égal  à  i  pour  x  positif. 


(   i58  ) 
Considérons  maintenant  la  fonction 

Je  vais  montrer  que y(a')  —  '\'{^)  est  continue. 

D'abord  si  x  nest  égal  ni  à  .r,,  ni  à  0:2,  ... ,  ni  à  x„, 
'Ij(x)  est  continue,  car  c'est  une  série  unifofméinejiL 
convergente,  dont  tous  les  termes  sont  des  fonctions 
continues. 

Pour  X  =  Xin  U/i  'f{x  —  x,i)  est  le  seul  terme  discon- 
tinu. Pour  .X  <<  Xn  il  est  égal  à   zéro,  pour  x  =  x,i   il 

est— ^>  pour  x'^Xa   il   est  iin-   Donc  le  saut  de  '}(.r) 

pour  x=^x,i  est  bien  égal  à  u,i  et  en  outre,  ']>(\r,^)  est 
bien  la  moyenne  entre  '\ii^Xn —  o)  et  'h{^x,i-\-  o). 

Alorsy^(jr)  —  '}(^)  ne  subit  aucun  saut  pour  x  =  x,i^ 
c'est  une  fonction  continue  S(.r)  et  l'on  peut  écrire 

On  peut  énoncer  ceci  sous  la  forme  suivante.  Toute 
fonction  discontinue  croissantey(a:)  est  la  somme  d'une 
fonction  continue  S(.r)  et  d'une  fonction  <]>(j?j  complè- 
tement définie  par  les  sauts  qu'elle  éprouve  pour  les 
diverses  valeurs  de  x. 

f{x)  est  toujours  intégrable,  puisque  les  points  où  le 
saut  est  supérieur  à  £  forment  un  ensemble  fini;  on 
peut  écrire  : 

I  f{x)dx=  I   'ii(cc)dx^  I  S(x)dx. 

11  est  alors  facile  de  voir  que  la  fonction    l  f[x)dx 

n'a  pas  de  dérivée  pour  les  valeurs  Xx,  x^,  •  •  • ,  oCn-,  mais 
en  possède  une  pour  les  autres  valeurs  de  x. 

On   forme  ainsi   une   fonction  croissante    telle  qu'il 


(   ':'9  ) 
existe  dans  l'inlcrvalle  (a,  b)  une  infinité  de  valeurs  pour 

lesquelles  celte  fonction  n'a  pas  de  dérivée,  /  S(x)  ilx  a 
toujours  une  dérivée  S(x). 

On  connaît  des  fonctions  continues  n'ayant  de  dérivée 
pour  aucune  valeur  de  x  ;  je  ne  crois  pas  qu'on  connaisse 
des  fondions  continues  croissantes  possédant  la  même 
propriété. 

Je  vais  maintenant  considérer  des  fonctions  continues 
de  nature  particulière. 

Je  dirai  que  f{x)  est  convexe  dans  l'inlcrvalle  (<3,  Z>), 
si,  quels  que  soient  m  et  «,  l'équation  f{x)  =^vix  +  n 
n'a  jamais  jdus  de  deux  racines.  Géométrifjuement  l'arc 
de  cowvhQ y  ^=  f[x )  [a  <^x  <^b)  ne  peut  être  coupé  par 
une  droite  quelconque  en  plus  de  deux  points. 

Dans  ces  conditions,  je  vais  faire  voir  que 

f{x^h)—f{x) 
II 

a  une  limite  quand  h  tend  vers  zéro  par  valeurs  posi- 
tives (on  verra  de  même  qu'il  en  a  une  quand  1i  tend 
vers  zéro  par  valeurs  négatives). 

Des  considérations  géouiétriques  rendront  la  démons- 
tration plus  facile,  sans  nuire  à  sa  rigueur. 

Soit  Xa  un  point  quelconque  de  la  courbe,  x  un  autre 
point  à  droite  a:  =  Xg-r-A.  Je  dis  que  h  diminuant,  le 
quotient  i\q  f( Xq-\-  h)  — /(^Xq)  par  h  varie  constamment 
dans  le  même  sens.  La  droite  XqX  a  précisément  ce  quo- 
tient pour  coefficient  angulaire.  S'il  ne  variait  pas  tou- 
jours dans  le  même  sens  quand  h  diminue,  on  pourrait 
trouver  trois  points  a,  ji,  v  (xo<i  y- •<.  1^  \  ^')  tels  que 
la  droite  j"q^  ne  soit  pas  comprise  dans  l'angle  de  XqT. 
avec  J"oVi  alors  l'arc  de  courbe  j'=f(^x)  compris 
entre  j7  =  a,  ,z' =  *'  aurait  des  points  non  situés  dans 
l'angle  considéré,  il  devrait  donc  couper  l'un  des  côtés 
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de  cet  angle.  La  courbe  couperait  ainsi  l'un  des  côtés 
de  l'angle  en  trois  points  :  le  point  x^,  l'un  des  deux 
points  a  ou  y,    et  un  autre  point  entre  a  et  y,  ce  qui 
est  contraire  à  notre  hypothèse. 

•^       r — =^-^ —   variant  constamment  dans  le  même 

h 

sens  tend  vers  une  limite  pour  A  =  o  [il  peut  aussi  de- 
venir infini,  mais  dans  ce  cas  encore  la  courbej^  =  y(x) 
admet  au  point  Xq  une  tangente  qui  est  verticale]. 

La  courbe  est  donc  telle  qu'en  tous  ses  points  il  y  ait 
une  dérivée  à  gauche  et  une  dérivée  à  droite;  elle  pré- 
sente en  chaque  point  un  point  angulaire  avec  deux 
tangentes  déterminées. 

Il  sera  ensuite  facile  de  démontrer  que  les  points  où 
l'angle  de  ces  deux  tangentes  surpasse  une  certaine  li- 
mite t  sont  en  nombre  fini,  et  que  par  suite  les  points 
où  les  deux  tangentes  ne  coïncident  pas  forment  un 
ensemble  dénombrable. 


[J3b] 

SIR  LA  SURFACE  DE  MOLXDRE  RÉSISTANCE; 

Par  m.  Maurice  FRÉGHET. 


La  surface  de  moindre  résistance  est  la  surface  de 
révolution  d'axe  donné  qui  éprouve  la  plus  petite  résis- 
tance (lorsqu'elle  se  déplace  clans  l'air  dans  la  direction 
de  son  axe),  parmi  celles  qui  sont  engendrées  par  une 
courbe  méridienne  terminée  en  deux  points  fixes  A,  B 
dont  l'un  peut  être  situé  sur  l'axe. 

Il  j  a  lieu  de  faire  quelques  remarques  au  sujet  de  la 
façon  dont  le  problème  a  été  résolu  par  différents 
auteurs.  Tout  d'abord,  l'expression  de  la  résistance  est 
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mise  généralement  sous  la  l'orme  suîvaale 


'*  =  ^X'^-T^''^' 


en  prenant  Taxe  de  révolution  comme  axe  des  x.  Cette 
formule  s'obtient  immédiatement  en  supposant  que  la 
résistance  normale  par  unité  de  surface  soit  propor- 
tionnelle à  la  projection  sur  la  normale  du  carré  de  la 
vitesse. 

Or,  il  n'est  pas  évident  que  le  minimum  de  celte  inté- 
grale corresponde  au  minimum  de  la  résistance.  En 
effet,  cetle  intégrale  a  un  sens  lorsque  y  est  une  fonction 
uniforme  et  continue  de  x  quelconque;  tandis  qu'elle 
ne  représente  la  résistance  que  pour  les  courbes  qui  ne 
sont  coupées  qu'en  un  point  par  une  parallèle  à  Ox.  Il 
est  manifeste  que  Ton  doit  exclure  de  l'ensemble  des 
courbes  acceptables,  des  courbes  telles  que  celle  qui  est 
représentée  {fig-  i).  Ainsi  le  problème  ne  se  pose  que 


lorsque  x  est  fonction  conlinu-e  et  luiifornie  de  y. 
Il  V  a  donc  lieu  (si  l'on  veut  considérer  comme  dliabi- 
tude  y  comme  fonction  uniforme  de  x)  de  prendre 
l'axe  de  révolution  comme  axe  des  y.  Et  l'on  obtient 
l'expression  exacte  cette  fois  pour  la  résistance  (en 
négligeant  la  résistance  de  la  surface  frontale  qui  est 
constante) 


-/v 


dx 


Ann.  de  Mathémat.,  \'  série,  t.  IV.  (Avril  1904.) 
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L'équation  difTérentielle  des  extrémales  (courbes  annu- 
lant la  variation  première  de  R)  sera  de  la  forme 

'^■'~  di-^y'^"^         en  posant        /  = 


Cette  équation  donnera  la  même  famille  de  courbes 
qu'avec  la  formule  précédente.  Mais  il  ne  faut  pas  com- 
mettre l'erreur  qui  consiste  à  écrire  l'équation  des 
extrémales  après  avoir  pris  comme  variable  l'arc  s  de  la 
courbe  ('  ).  En  effet,  en  opérant  ainsi,  on  suppose  impli- 
citement que  les  limites  d  intégration  sont  fixes  et,  par 
conséquent,  que  la  longueur  de  la  courbe  est  constante. 

Le  problème  que  l'on  résout  7iest  donc  plus  le  même. 

L'équation  des  extrémales  est  ici  : 

d  l       —  -if 


dx\     (  1  • 


En  intégrant,  on  a  la  courbe  {Jig.  2)  en  fonction 
Fig.  2. 

y 


d'un  paramètre  p  qui  est  le  coeflicient  angulaire  de  la 

tangente 

(i-\-  p'^f  l'Sp'* 

4 


y 


p 


=-..) 


Et  l'on  sait  que  s'il  y  a  une  courbe  continue  (à  tan- 


(')  Voir  Staukoff,  Sur  la  résolution  des  problèmes  géomé- 
triques par  le  calcul  des  variations  {Bulletin  de  la  Société  Mathé- 
matique de  France,  t.  XIII,  i88'|-i885,  p.  iSa). 
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gente  continue  ou  non)  qyù  donne  le  minimum,   c'est 
nécessairement  une  extréinale  ou  une  suite  d'arcs  d'cx- 
Irémales  (  '  ). 

Pour  voir  si  cette  courbe  peut  donner  le  minimum, 
formons,  d'après  la  nu'lliode  de  Weierstrass  (-),  la 
quantité 

E(a',jK,/',/>i)=/(^j',/?i)  -/(>-,jK,/?) -4-  (/)—/?,)  j-f{jr,y,p) 


(t -+-/??)(!  -+-/>2)-^ 


Wfant  que  cette  quantité  soit  constamment  positive 
ou  nulle  quel  que  soit  p^  lorsque  y  est  l'ordonnée  de 
l'extrémale  considérée  dp  le  coefficient  angulaire  de  la 
tangente.  Du  moins,  c'est  une  condition  nécessaire  pour 
que  l'extrémale  considérée  présente  un  minimum  yb/'f^ 
c'est-à-dire  un  minimum  relativement  aux  courbes  dont 
la  différence  des  ordonnées  avec  celles-ci  ait  un  maxi- 
mum infiniment  petit  (*).  Or,  celle  condition  nécessaire 
(qui  n'est  pas  du  reste  la  seule)  n'est  évidemment  pas 
satisfaite  ici  puisque  le  crochet  est  du  premier  degré 
en  Pi  et  par  conséquent  a  un  signe  quelconque.  Par 
conséquent,  on  doit  pouvoir  trouver  des  courbes  aussi 
rapprochées  que  l'on  veut  d'une  extrémale  et  qui 
donnent  des  valeurs  plus  piîtites  pour  R.  //  n'y  a  donc 
pas  de  nnniniuni  absolu.  Et  en  effet,  Legendre  a  mon- 
tré ('■)  qu'on  pouvait  construire  des  courbes  continues 
(des  lignes  brisées)  pour  lesquelles  la  résistance  a  une 
valeur  aussi  petite  que  l'on  veut.  La  limite  inférieure  de 


(  '  )   Voir  Hadamard,  Leçons  sur  le  calcul  des  variations,  profes- 
sées au  Collège  de  France  (à  paraître  prochainement). 
( -)  Id.,  loc.  cit. 
(')  Id.,  loc.  cit. 
{'')  Mémoires  de  l'Académie  Royale  de  Paris,  i-jXÇ>,  §  VI. 
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la  quantité  positive  R  est  donc  zéro  et  cette  limite  n'est 
pas  atteinte.  Il  faut  d'ailleurs  remarquer  que  les  lignes 
de  Legendre  ont  des  longueurs  croissant  indéfiniment 
et  par  conséquent  ne  correspondent  pas  à  une  solution 
pratique. 

Au  point  de  vue  du  calcul  des  vaiialions,  il  y  a 
lieu  de  clierclier  aussi  les  courbes  qui  présentent  un 
minimum  yVï/^/e  ('),  c'est-à-dire  cpii  présentent  un 
minimum  relativement  aux  courbes  telles  que,  non 
seulement  leurs  ordonnées  soient  voisines  de  celles  de 
l'extrémale  considérée,  mais  encore  que  les  coefficients 
angulaires  de  leurs  tangentes  varient  très  peu  d'une 
courbe  à  l'autre. 

Pour  qu'il  y  ait  minimum  faible,  il  faut  d'abord  que 

la  quantité  -t-~  garde  un  signe  constant  sur  l'extré- 
male "  considérée.  Or  on  a  ici  : 

d-f  _  ixCiy'- — i) 

et  d'autre  part  la  courbe  présente  deux  branches  reliées 
par  un   point   de   rebroussement  pour  y' =  -p-    C'est 

donc  la  branche  qui  correspond  à  y'  >>  — =  qui  seule  peut 

V  3 

donner  un  minimum  faible.  Pour  qu'elle  le  donne  effec- 
tivement, il  faut  encore  que  les  extrémales  issues  de  A 
coupent  l'extrémale  considérée  y  en  un  point  A'  dont 
la  limite,  lorsque  ces  extrémales  tendent  vers  "',  soit 
en  dehors  de  l'arc  AB  (-).  Autrement  dit,  il  faut  que 
léquation  aux  variations  des  extrémales  n'ait  pas  de 
solution  nulle  en  Xq  et  nulle  pour  x  compris  entre   a 


(')  Hadajiard,  loc.  cit. 
(-)  Id.,  loc.  cit. 
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et  |j.  Or  celle  équation  aux  varialions  est 

d  lix{'>>y^-i)    \  _ 

dx\  (n-y*)»     y 

Y'  étant  la  variation.  L'intégrale  générale  est 


-dx 

) 


Or,  celle-ci  ne  peut  s'annuler  pour  deux  abscisses 
différentes.  En  effet,  il  faudrait  qu'elle  s'annule  pour 
deux  valeurs  différentes  de  j  ',  et  par  conséquent  que  la 

fonction  cp  ^  — — \- y'--\-  Lj)  '  puisse  prendre  deux  fois 

la  même  valeur.   Ceci   est  impossible,    car  la  dérivée 

— — -^        en  y  est  toujours  positive  (j'  toujours  positif 

sur  l'extrémale)  et  alors  celle  fonction  cp  croit  toujours. 
Donc  l'intégrale  Y  ne  peut  s'annuler  deux  fois  (autre- 
ment dit,  les  exlrémales  issues  d'un  point  n'ont  pas 
d'enveloppes).  Par  conséquent,  si  les  deux  points  A  et  B 

sont  situés  sur  la  branche  y'^  —j=.  d'une  même  exlré- 

maie  ■',  l'arc  AB  de  y  fournira  bien  un  minimum 
faible. 

Remarque.  —  Puisqu'il  n'y  a  pas  de  minimum  absolu, 
le  problème  posé  par  Newton  n'admet  pas  de  solution. 
La  question  est  donc  tranchée  au  point  de  vue  analy- 
tique. Toutefois,  il  y  a  lieu  de  se  demander  s'il  ne 
conviendrait  pas  d'augmenter  le  nombre  des  conditions 
imposées  à  la  courbe  méridienne,  pour  se  rapprocher 
de  la  pratique.  En  effet,  nous  avons  supposé  que  y  est 
une  fonction  de  x  uniforme  et  continue.  Cela  n'exclut 
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pas  le  choix  de  courbes  présentant  une  cavité  {Jig-  3). 
Or  on  sait  (jue  dans  ce  cas,  l'air  contenu  dans  cette  cavité 
forme  comme  un  matelas  sur  lequel  vient  glisser  l'air 
en  mouvement.  De  telle  sorte  qu'il  y  aurait  peut-être 
lieu,  soit  de  supposer  que  la  courbe  a  toujours  saconca- 

Fig.  3. 


vite  du  même  côté  des  y  positifs  ou  négatifs,  soit  de 
modifier  la  formule  qui  donne  la  résistance.  On  sait 
d'ailleurs  que,  même  dans  les  cas  les  plus  simples,  la 
formule  de  Newton  est  loin  d'avoir  été  établie  avec 
toute  la  précision  désirable. 


[C2e] 
SIR  LE  CALCIL  DE  CERTAINES  INTÉGRALES  I\DÉFIMES; 

Par  m.  J.  SADIER. 


'ROBLEME. 


Effectuer  la  réduction  de  l'intégrale 
f{x)e"-  dx, 


/- 


dans  laquelle  fi^x^  est  une  fonction  rationnelle  et  u  un 
poljnonie  entier  en  x  que  nous  supposerons  de  degré p, 

La  méthode  des  racines  égales  permet  de  décomposer 
le  dénominateur  Ac  j\x^  eu  un  produit  de  facteurs  de 
la  forme  P"  j  les  polynômes  P  étant  premiers  entre  eux^ 
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n'ajant  pas  de  facteurs  multiples  et  ayant  leurs  coeffi- 
cients rationnels. 

Par  suite  f{x)  se  composera  d'une  partie  entière  et 

d'une  série  de  termes  de  la  forme  p^* 

Je  vais  démontrer  le  théorème  suivant  : 

Théorème.    —   L'intégrale     l  J\x)e"  dx  peu/,   sans 

qu'il  soit  nécessaiie  de  connaître  les  racines  du  déno- 
minateur de  f{x),  être  mise  sous  la  forme 

e"F{x)-i-  I  Fi{x)e"  dx -h^'^  ^^'^    dx. 

F  est  une  fonction  rationnelle  de  x,  F,  un  polynôme 
de  degré  <ip  —  i . 

Les  polynômes  '^  sont  de  degré  inféiieur  à  ceux  des 
polynômes  P  correspondants. 

T. 

Considérons  d'abord  le  cas  de  l'intégrale  correspon- 
dant à  f  entier,  qui  est  une  des  parties  du  problème 
à  résoudre. 

Considérons  l'intégrale 

/  Ae"  dx, 
A  polynôme  entier. 

Vremihre  métliode  (réductions  successives).  —  Divi- 
sons A  par  II! 

A  =  Bi«/— Cl         (degré  Cl  </J  —  i), 

/  Ae«  £/j7  =  Bi<?"—    /  B'j  e«<ij;-i-  /  C,e"Va-, 

/  A  e«  dx  =  El  e"  -{-   I  Ai  e"  dx, 

a,=  g.-b;. 
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Si  A  est  de  degré  m,  A,  est  au  plus  de  degré  m  —  [p  —  i). 
En  opérant  sur  cette  seconde  intégrale  comme  sur  la 
première  on  la  ramènera  à  une  intégrale  de  la  forme 


/ 


A^e"  dx. 


et  ainsi  de  suite,  jusqu'à  ce  qu'on  parvienne  à  une 
intégrale 

/  kqe"  dx        (g  </>  — i). 

Cette  intégrale  se  réduit  donc  à  la  somme  de  deux  termes  : 
le  premier  est  égal  à  e"  multiplié  par  un  polynôme  entier 
en  x]  le  second  est  une  intégrale  de  même  forme  que 

la  proposée.   Le   polynôme   sous    le   signe    /    étant   de 

degré  <i  p  —  i . 

Seconde  méthode  (plus  simple  dans  la  pratique).  — 
Sachant  que  le  résultat  est  de  la  forme 

/  Ae"  f/a:  =  Pe"-f-   /  Re"  dx        (degré  R  </>— i), 

on  a,  en  égalant  les  dérivées  : 

A  =  Pa-f-P'+R. 

Soit  P  =  /?,  H-  /72  +  .  . .  le  polynôme  P  développé  sui- 
vant les  puissances  décroissantes  de  rt  et  ii,,  le  premier 
terme  de  u'  ordonné  de  la  même  manière. 

On  peut  déterminer  successivement  les  termes  ^,, 
P2-,  ...  par  un  procédé  semblable  à  la  division  des 
polynômes. 

En  égalant  les  termes  de  degré  le  plus  élevé  dans  les 
deux  membres,  «,  étant  le  premier  terme  de  A, 

ai=  piUi.         d'où         pi\ 


(  i69) 
reiranchons  les  deux  membres  />,  «'+  />', •  H  reste 

Ri  =  (p.2-\-p3^..:)u'^p'.,~p'3-i-...^R. 

On  détermine  de  même  /^o  et  ainsi  de  suite  jusqu'à  ce 
qu'on  obtienne  un  reste  de  degré  <^p  —  i  qui  est  le 
polynôme  R  cherché. 

II. 

Réduction  de  l'intégrale 

Xoe"'  dx 


S 


p« 


Xfi  est  de  degré  moindre  que  celui  de  P.  —  Déterminons 
une  fois  pour  toutes  deux  polynômes  A  et  B  tels  que 

AP  — BP'=i, 

ce  qui  est  possible  puisque  P  et  P'  sont  premiers  entre 
eux. 

Multiplions  la  différentielle  par  AP  —  BP' 

Woe"  d.r         /'BXoe"PVj- 


_    /■AXof"r/.r         r 


Or 

P' 


p«-l  j  ^  '  "pn 

d'où 

Wne"^  dx  r  ^^-  ,      I 


(n-i)^n  =  {n-i)J        p,,_^       -t-J   BX,e"d 


pn-l 


~    p«-i    "^  ^"-1' 
X|  e"  rfj" 


Xi  =  (n  —  i)AXo—  B'Xo—  BXo—  BXoi<', 
=  (n  —  I)  AXo—  D^(BXo)  —  BXqm'. 


(') 
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On  a  ainsi  les  deux  sortes  de  formules  de  rc-currence 

•  /  X,      -(n-i)ÂXo      -D(BXo)       -BX^ii, 
X2      =(«  — 2)AXi      —  D(BX,)       —BXiu', 


X„_,  = 


AX„_2— D(BX„^2)-  BX„_2f<' 


qui  déteruiiiient  les  polynômes  successifs  X. 
Puis  ou  a 


(n—  I  )  V„      = 

(n  — ■2)V„_i  = 


(•^) 


1V2 


BXpg" 
p/j-i 

BXie» 

p/i-2 

BX„_3e" 
P 

BX„_2 


V«-2 


n  -3!, 


Ajoulons  membre  à  membre  ces  équations  après  les  avoir 
multipliées,  en  commençant  par  la  dernière,  par  o!,  i  !, 


2I. 


On 


n  —  I  !  V„  =  B  e" 


n  —  \l  Xq 

p«-i 


P 


V„ 


v.=/^^./^. 


X,^_,  sera  en  général  de  degré  supérieur  à  celui  de  P. 
On  effectuera  la  division,  ce  qui  donnera  une  partie 
entière  (partie  I  du  problème),  ce  qui  montre  qu'il  faut 
d'abord  traiter  la  deuxième  partie  (II). 

Le  théorème  est  ainsi  démontré. 

Remarque  I.  —  On  peut  effectuer  celte  division  sur 
chacun  des  polynômes  X,,  X2,  mais  alors  on  n'a  plus 
les  formules  de  récurrence  précédentes. 


(  •:•  ) 

Remarque  H.  —  Dans  une  réduction  pratique  il 
n'est  pas  nécessaire  d'appli(|uer  ces  formules  de  récur- 
lence,  il  suflil  d'en  appliquei'  le  principe. 

Cas  particulier  :  u  ^  x.  —  Dans  ce  cas  la  réduction 
est  plus  complète.  L'intégrale  prend  la  forme 

Noie  J.  —  Ce  dernier  problème  est  résolu  complè- 
tement dans  le  Traité  de  M.  Hermite  (t.  I,  Gauthier- 
Villars),  dans  le  cas  où  l'on  peut  résoudre  entièrement 
le  dénominateur  àaf^x).  On  peut  ajouter  une  remarque 
à  celte  solution. 

Ld  partie  qui  constitue  une  transcendance  nouvelle 

est  de  la  forme 

^\r^  ke^  dx 


Tous    ces    termes  se  ramènent  à  une   transcendante 

r  e-^  dx    ,1  .  T  .    .  ,        I 

unique    /   ?  le  logarithme  intégral. 

Faisons  le  changement  de  variable  x  =  a  +  jr, ,  puis 
supprimons  l'indice, 

2ke^  dx          ,     .               v^  .         r  C'^  dx 
devient  >  A  e«    / 
x  —  a                                 ^^         J       X 

Note  II.  —  u  étant  un  poljnome  entier  en  x,  on  a 

/  ue-^  dx  =  (  u  —  u' -+■  u"  —  u'"  -I- . . .  )  e»*'. 

On  peut  écrire  cette  formule  sous  forme  symbolique  de 
la  manière  suivante  : 


f.c'd.  =  e^x(,+  Dr'u. 


(  17^  ) 
On  développe  (i+D)~'    suivant  les. puissances  crois- 
santes de  D 

I— D-+-D2— D3-f-..., 

et  l'on  considère  les  termes  du  développement  comme 
des  indices  de  dérivation  appliqués  à  u. 

On    a,    en    général,    pour    une    intégrale    multiple 
d'ordre  /i 

I   ue^dx'^=   i  dx  I  dx  j  dx  . . .   j  iie^  dx  =  e^(i-{-D)-"  ii. 

Il  suffit  de  vérifier  que  si  cette  formule  est  exacte  pour 
une  valeur  de  n,  elle  l'est  pour  la  valeur  suivante  n-\-i. 
D'une  manière  plus  générale,  on  a 

en  supposant  a  =  i  ou  a  imaginaire  quelconque,  on 
obtient  les  formules  relatives  au  cas  où  la  différen- 
tielle renferme  les  fonctions  circulaires  sin  et  cos  avec 
ou  sans  exponentielles. 

Ces   formules  symboliques  sont  faciles  à  retenir  et 
peuvent  être  utiles  pour  les  applications. 
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Traité  de  Mécanique  rationnelle,  Tome  III  : 
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Voici  près  d'un  an  que   le   troisième   Tome   du    Traité  de 
Mécanique  rationnelle  est  paru  et  l'on  pourrait  s'étonner  à 


(   '7^  ) 

bon  droit  de  ce  qu'il  n'a  pas  encore  été  signalé  dans  ce  jour- 
nal. C'est  que  les  O'uvrages  de  l'éniinent  doyen  de  la  Faculté 
des  Sciences  de  Paris  sont  de  ceux  qu'il  ne  faut  pas  lire  à  la 
légère  et  qui  méritent  qu'on  en  fasse  un  compte  rendu  détaillé. 

Ce  Volume  est  remarquable. 

Nous  y  retrouvons  les  admirables  qualités  d'exposition  qui 
font  de  M.  Appell  l'un  dos  premiers  professeurs  de  France  et 
grâce  auxquelles  il  sait  rendre  faciles  les  sujets  les  plus  abstraits. 
Entre  ses  mains  tout  devient  clair  et  simple;  et,  à  lire  son 
exposition  de  ces  théories  difficiles  qui  n'ont  vu  que  lentement 
le  jour,  on  s'étonne  presque,  tant  elles  paraissent  naturelles, 
qu'on  ait  mis  si  longtemps  à  les  échafauder. 

Ce  Tome  troisième,  et  probablement  dernier,  est  réservé  à 
l'étude  de  Y  équilibre  et  du  mouvement  des  milieux  continus. 

A  première  vue,  les  deux  Chapitres  du  début  paraissent 
donc  hors  du  cadre  de  l'Ouvrage,  puisque  l'un  est  un  Chapitre 
de  Calcul  intégral  et  le  suivant  une  étude  du  potentiel  newtonien. 
L'un  et  l'autre  sont  cependant  utiles,  pour  ne  pas  dire  néces- 
saires, à  la  suite. 

Le  Chapitre  XXVIIl  (premier  du  Volume)  contient  en  effet 
la  démonstration  et  l'étude  de  la  formule  de  Green 

et  de  la  formule  de  Stokes 


fpdx-r-Q_dj-^R  d^ 


fXb 


'â}  ~  Iz  ) '^  ^  \'ôz        âx)'^''\dx       oy)]'^'' 


qui,  l'une  et  Tautre,  servent  de  base  à  l'étude  des  propriétés 
des  intégrales  de  volumes  et  d'aires  dans  un  champ  de  vec- 
teurs. 

Immédiatement,  et  indépendamment  de  toute  signification 
concrète,  nous  apprenons  à  connaître  la  notion  de  Jlux  à  tra- 
vers une  surface,  de  divergence  d'un  vecteur  en  un  point,  de 
tourbillon  d'un  vecteur  et  de  Jlux  de  tourbillon. 

De  telle  sorte  que,  lorsqu'on  s'est  bien  assimilé  les  résultats 
fondamentaux  de  ce  Chapitre  d'Analyse  pure,  la  lecture  de  la 
suite  du  Volume  n'est  plus  qu'un  jeu. 


(  '74  ) 

Ces  généralités  trouvent  immédiatement  une  première  appli- 
cation dans  la  théorie  de  l'attraction  universelle  et  du  potentiel 
qui  fait  l'objet  du  Chapitre  XXIX  suivant. 

Nous  y  retrouvons,  avec  un  peu  plus  de  détails,  les  Leçons 
sur  le  Potentiel  du  même  auteur,  publiées  jadis  à  la  librairie 
Carré  et  Nand.  L'étude  de  l'attraction  de  points  isolés,  de  sur- 
faces, de  volumes,  avec  les  applications  classiques  à  la  droite, 
au  plan,  à  la  sphère  et  aux  ellipsoïdes,  conduit  à  la  connais- 
sance de  l'équation  de  Laplace 

AU  =  o 

et  à  celle  des  fonctions  harmoniques  qui  la  vérifient.  L'analogie 
des  formules  avec  beaucoup  de  celles  qui  suivront  serait  déjà 
une  raison  suffisante  pour  expliquer  la  place  que  M.  Appell  a 
donnée  au  potentiel  newtonien  dans  son  œuvre,  si,  par  ailleurs, 
les  tendances  naturelles  que  l'on  a  d'assimiler  l'électricité  à  un 
fluide  n'imposaient  pas  cette  classification. 

Avec  le  Chapitre  XXX  nous  entrons  réellement  dans  l'étude 
des  milieux  continus  par  la  démonstration  des  équations  géné- 
rales d'équilibre  et  de  mouvement  d'un  tel  milieu,  indépen- 
damment de  toute  hypothèse  sur  sa  nature.  La  seule  ap[dication 
du  principe  de  solidification  à  un  élément  quelconque  de 
volume  pris  dans  le  milieu,  conduit  aux  équations  fondamen- 
tales 

l   T^=X,a  +  T3i  +  T2Y, 

(I)     .  T,.=  T3a-X,;î  +  T,Y, 

(  T-^Taa-hTiji-^N^Y; 

p(X  — J^)  =^ 
(.,)  |p(Y-J,)  = 

p(Z    —   J;)      = 

qui  fournissent  l'effort  T  sur  tout  élément  de  surface  et  défi- 
nissent le  mouvement. 

L'introduction  de  la  qiiadricjue  directrice  et  de  Vellipsoïde 
des  efforts  permet  de  donner  une  interprétation  géométrique 
simple  des  résultats. 

Le  Chapitre  XXXI  est  l'application  des  formules  générales  à 


ùx 

-H 

0T^ 

ày 

- 

dT, 
-àz  ' 

d1, 

dx 

4- 

dy.2 

ày 

-\- 

dz  ' 

dx 

-+- 

dy 

-l- 

c)N3 
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V Hydrostatique.  Ici  des  liypollu-ses  sont  nécessaires.  Celle  tie 
la  fluidité  conduit  à  admettre  que 

T,  =  T,=  T3-:o,  N,=.X,=  N3  =  />, 

p  étant  la  pression;  et  cette  pression  elle-même  ne  peut  être 
définie  que  par  \'équution  caractéristique  du  fluide  entre  la 
pression,  la  densité  et  la  température,  dont  seule  l'expérience 
pourra  déterminer  la  forme.  C'est  ici  que  nous  commençons  à 
sentir  que  nous  sommes  aux  confins  de  la  Mécanique  dite 
rationnelle,  à  l'un  de  ces  points  de  jonction  où  la  Mécanique 
théorique  se  soude  et  se  mêle  à  la  Mécanique  appliquée  et 
à  la  Physique.  C'est  là  que  l'on  voit  combien  sont  précaires 
les  classifications  artificielles  que  nous  avons  faites  dans  la 
Science! 

Après  l'exposé  de  l'Hydrostatique  classique,  principes  d'Ar- 
chimède  et  de  Pascal,  calcul  des  poussées,  etc.,  M.  Appell 
aborde,  avec  quelques  détails,  la  question  délicate  de  l'équilibre 
des  corps  flottants. 

Ce  sont  surtout  les  remarquables  travaux  de  M.  Guyou, 
avec  d'élégantes  démonstrations  géométriques,  qu'il  nous  fait 
connaître. 

Au  Chapitre  XXXII  nous  entamons  l'étude  générale  des 
déformations  d'un  milieu  continu,  au  point  de  vue  géométrique. 
On  ne  se  préoccupe  pas  encore  de  savoir  comment  cette  défor- 
mation se  produit,  comment  elle  dépend  du  temps  ou  des 
efforts  qui  s'exercent  sur  le  milieu;  on  se  contente  d'étudier 
les  propriétés  mêmes  de  cette  déformation,  supposée  produite. 

Tout  d'abord,  en  exprimant  que  la  masse  d'un  élément  du 
milieu  reste  invariable  dans  la  déformation,  on  obtient  l'équa- 
tion fondamentale  dite  de  continuité 

pi  D  —  p  =  o 

qui  lie  les  densités  p  et  pi  d'un  élément  avant  et  après  la  défor- 
mation au  déterminant  fonctionnel  D. 

L'analyse  du  problème  conduit  ensuite  à  des  conclusions 
dont  l'analogie  avec  celles  relatives  au  déplacement  d'un  corps 
solide  est  comjilète. 

Il  nous  suffira  do  citer  le  théorème  du  n"  679  : 

Toute  déformation  hoinogène  peut  être  obtenue  par  une 
translation  et  une  rotation  suivie  d'une  déformation  pure. 
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La  déformation  dite  pur.e  est  celle  que  subirait  par  exemple 
un  corps  que  l'on  chaufferait  sans  le  déplacer.  Le  déplacement 
du  corps  solide  n'est  alors  que  le  cas  particulier  où  la  défor- 
mation pure  est  nulle,  où  p  =  pi  et  D  =  i  pour  tous  les  élé- 
ments. 

Le  cas  particulier  de  la  déformation  infiniment  petite, 
étudiée  avec  soin  dans  le  dernier  paragraphe  de  ce  Chapitre, 
a  une  importance  toute  particulière  puisqu'il  sert  d'introduction 
au  Chapitre  XXXIII  réservé  à  la  cinématique  des  milieux  con- 
tinus. Ici  le  déterminant  D  a  la  valeur  particulièrement  simple 

du         dv         dw 
dx        dy        dz 

où  u,  V,  w  désignent  les  projections  du  déj^lacement  infiniment 
petit  de  l'élément  et,  par  suite,  lorsqu'il  s'agit  d'un  liquide 
incompressible,    pour   lequel    p  =  pj,    D  =  i,    on    a   l'équalion 

fondamentale 

du         dv        dw 

dx        dy    '     dz  ' 

à  laquelle  se  réduit  l'équation  de  continuité. 

Le  problème  maintenant  se  précise. 

Après  avoir  étudié,  suivant  les  méthodes  de  M.  M.  Cosserat, 
une  déformation,  nous  abordons  maintenant  l'examen  d'une 
suite  ininterrompue  de  déformations  successives.  Les  coor- 
données X ,  y,  z  d'un  élément  sont  alors  des  fonctions  du 
temps  dont  il  s'agit  d'étudier  la  forme  lorsqu'on  embrasse  à 
la  fois  tous  les  éléments  de  la  masse. 

La  question  peut  alors  se  présenter  sous  deux  faces. 

D'une  part,  on  peut  considérer  un  élément  particulier  de  la 
masse  et  le  suivre  sans  cesse  dans  son  mouvement.  Les  coor- 
données X,  y,  z  sont  alors  des  fonctions  du  temps  t  et  des 
coordonnées  a,  6.,  c  de  sa  position  initiale  :  ce  sont  les 
variables  a,  b,  c,  t  de  Lagrange. 

Ou  bien,  d'autre  part,  on  peut  porter  son  attention  sur  un 
point  donné  de  l'espace  et  examiner  ce  qu'il  advient  en  ce 
point  lorsque  les  éléments  fluides  y  passent.  Ce  qui  intéresse 
alors  c'est  de  connaître  à  chaque  instant  les  composantes  u, 
V,  w  de  la  vitesse  de  l'élément  qui  passe  en  ce  point.  Ces  com- 
posantes sont  alors  des  fonctions  des  coordonnées  x,  y,  z  du 
point  considéré  et  du  temps  t  :  ce  sont  là  les  variables  d'Euler. 


(  >::  ) 

Ce  sont  >uilout  ces  \ariablos  iluiil  l'oiiiiilui  parait  lécoiu]. 

En  chaque  point  de  l'espace  on  définit  ainsi  à  chaque  instant 
un  vecteur  W  qui  est  la  vitesse  de  la  molécule  fluide  qui  \ 
passe  et  l'on  a  ainsi  un  champ  de  vecteurs  auquel  on  peut 
appliquer  toutes  les  propositions  i^énérales  roialivcs  aux  flux 
et  aux.  tourbillons,  établies  dans  le  Chapitre  initial. 

Le  terrain  est  maintenant  déblayé  et,  |)ar  étapes  successives, 
nous  sommes  finalement  arrivés  à  connaître  tous  les  éléments 
qui  nous  sont  nécessaires  pour  ap|)liquer  les  équations  fonda- 
mentales (i)  et  (2)  du  mouvement  des  milieux  continus  au  cas 
particulier  des  fluides. 

Nous  atteignons  le  Injt.  la  d\namiqiie  des  fluides,  au  Cha- 
pitre XXXIV  qui  se  prolonge  par  l'admirable  théorie  des  tour- 
billons de  IlelmhoUz,  exposée  au  Chapitre  XXXV,  et  une  étude 
approfondie,  au  (jliapitre  XXXVI,  des  mouvements  parallèles 
à  un  plan. 

Ici,  puisque 

les  équations  (2)  se  réduisent  à 

^  =  ?(x-J.),      ^=p(Y-j.).       ^  =  prz-j,). 

Ow       '      •  (Jy       '  ■  (Jz 

et  l'équation  de  continuité  devient 

dp  Ida        dv         ôiv 

TTt  '~  ''' \dj-  ~  Tiy^  'Jz 

La  Cinématique  nous  fournit  J.^.  J,>  J;  et  l'équation  caracté- 
ristique du  fluide  nous  donne  une  relation  entre  p,  p  et  la 
température  -. 

Après  la  démonstration  du  fameux  théorème  de  Lagrange 
sur  la  conservation  du  potentiel  des  vitesses,  l'auteur  nous 
donne  la  série  des  applications  classiques  de  l'Hydrodyna- 
mique :  filets  liquides,  théorèmes  de  Bernoulli  et  de  Toricelli. 
écoulement  d'un  gaz,  etc. 

La  théorie  des  tourbillons,  nous  dit  M.  Appell,  constitue  le 
plus  grand  progrès  fait  en  Hydrodynamique  depuis  les  recher- 
ches d'Euler,  Lagrange  et  Cauchy.  C'est  là  un  des  Chapitres  les 
plus  intéressants  de  l'Ouvrage.  Les  propriétés  des  Wirbelfaden, 
des  anneaux  et  filets  de  tourbillon  qui  se  déplacent  et  * 
déforment  en  restant  sans  cesse  formés  des  mêmes  éléments 

Ann.  de  Mathéniat.,  \'  série,  t.  IV.  (Avril  igo^-)  '2 
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fluides;  les  explications  théoriques  de  phénomènes  complexes 
qui  en  résultent  sont  un  des  plus  remarquahles  exemples  de  la 
puissance  féconde  de  l'application   de  l'Analyse  à   l'étude   des 
phénomènes  naturels. 

L'Ouvrage  se  termine  par  un  Chapitre  de  notions  sur  la 
théorie  de  l'élasticité  et  un  très  court  Chapitre  sur  les  travaux 
encore  peu  étendus  relatifs  aux  liquides  visqueux. 

La  théorie  de  l'élasticité  à  elle  seule,  avec  ses  applications, 
|)ourrait  remplir  de  gros  volumes.  Il  faut  savoir  se  limiter, 
d'autant  plus  que  cette  théorie,  tout  intéressante  qu'elle  soit, 
paraît,  au  moins  sous  sa  forme  purement  théorique  actuelle, 
en  l'absence  de  connaissances  expérimentales  relatives  aux 
déformations  finies  des  corps  élastiques,  ne  pouvoir  s'appliquer 
que  dans  des  limites  très  restreintes  aux  problèmes  variés  que 
nous  offre  la  pratique. 

Cette  rapide  analyse  ne  peut  évidemment  donner  qu'une 
faible  idée  de  ce  bel  Ouvrage,  de  son  ordonnance  ])arfaite,  de 
sa  grande  limpidité. 

Jl  faut  le  liie.  Cari.o  Boirlet. 


CEItriFICATS  DE  IIÉCAMOIE  RITIOWEIAE. 


Toulouse. 


Épreuve  écrite.  —  Dans  un  rectangle  lioinop:ène  d'épais- 
seur très  petite  ABCD,  on  a  pratique  une  cavité  demi-cir- 


A       F  0  I        O 


culaire  ILF  de  centre  O  situé  sur  AD. 

Ce  rectangle  est  assujetti  à  rester  dans  un  [}lan  ver- 
tical XY  et  le  coté  BG  peut  glisser  sans  frottement  sur 
l'horizontale  X'X. 


(    '79  ) 

Une  poulie  ayanl  la  forme  d'un  cercle  homogène,  de 
même  épaisseur  que  le  rectangle,  peut  rouler  sans  glisser 
sur  le  demi-cercle  lEF  en  restant  toujours  dans  le  plein 
vertical  XY. 

On  place  à  l'instant  initial  la  poulie  en  contact  en  F 
avec  la  demi-circonférence  FEI  et  l'on  suppose  l'ensemble 
des  deux  corps  en  repos  à  l'instant  initial. 

On  demande  d'étudier  le  mouvement  de  l'ensemble  de 
ces  deux  solides  et  de  déterminer  la  réaction  exercée  par 
la  poulie  sur  la  masse  FABCDI. 

On  désignera  par  R  le  rayon  de  la  circonférence  OF, 
par  a  le  rayon  de  la  poulie,  par  M  la  masse  du  rectangle 
évidé  et  par  m  la  /nasse  de  la  poulie. 

EpiiKiiVE  l'R.VTiOLE.  —  On  demande  de  déterminer  une 
courbe  telle  que  l'abscisse  Xi  du  centre  de  gravité  de 
l'aire  OA.AIP  comprise  entre  la  courbe,  l'axe  des  X,   l'axe 


des    Y    et    une    ordonnée   variable    iMP    et    l'abscisse   x   du 

point  jM  soient  dans  un  rapport  constant  m.  en  sorte  que 

l'on  ait 

Xf  =  mx. 


Plus  généralement,   chercher  une  courbe  telle  que  l'on 


ait 


Xi  =  mx'' 


/  étant  un  non\bre  donné. 

On  pourra  chercher  encore  une  courbe  telle  cjue 

Xi  =  o(x), 
o{x)  étant  une  fonction  donnée  de  x.         (Juillet  1903.) 
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Epreuve  écrite.  —  I.  Etant  donné  un  système  de  forces 
appliquées  à  un  corps  solide,  on  demande  de  déterminer 
géométriquement  et  analytiquement  la  position  de  l'axe 
central  des  moments. 

Trouver  la  valeur  du  couple  résultant  en  un  point  de 
l'axe  central. 

Applicatiox.  —  Cas  d'un  système  de  forces  qui  se  réduit, 
en  prenant  pour  centre  de  réduction  l'origine  des  coordon- 
nées, à  une  force  R(X,  Y,  Z)  e^  «  un  couple  d'axe  G(L,  .M,  N), 
pour  lesquels  on  a 

L  =  mX,         M  =  «Y,         \  =  o,         Z  =  o, 
ni  et  n  étant  deux  nombres  donnés. 

II.  Un  corps  solide  pesant  est  assujetti  à  tourner  autour 
d'un  axe  horizontal  Oz  passant  par  deux  points  fixes  O 
et  O'.  Le  centre  de  gravité  du  corps  se  trouve  dans  le  plan 
vertical  xOy  perpendiculaire  à  Oz  à  une  distance  de  l'axe 
égale  à  a. 

On  demande  de  déterminer  la  valeur  des  pressions  exer- 
cées sur  les  deux  points  fixes  O  et  O'  lorsque  le  corps  est  en 
mouvement. 

Que  deviennent  ces  pressions  : 

i"  Dans  le  cas  où  Oz  est  un  axe  principal  d'inertie  rela- 
tif au  point  O  ; 

•2"  Dans  le  cas  où  Oz  est  un  axe  principal  relatif  au 
point  O'. 

On  donne  la  masse  du  corps  et  les  éléments  de  l'ellipsoïde 
d'inertie  relatif  au  /joint  0. 

EpRiiUVE  PRATIQUE.  —  Un  triangle  isoscèle  ABC  dont  les 
côtés  sont  formés  par  des  tiges  homogènes  pesantes,  est 
assujetti  à  se  mouvoir  dans  un  plan  vertical  en  tournant 
autour  d'un  axe  fixe  horizontal,  perpendiculaire  à  ce  plan 
et  passant  par  son  sommet  A. 

Trouver  la  position  du  centre  d'oscillation. 

Parmi  tous  les  triangles  de  même  périmètre,  quel  est 
celui-  pour  lequel  le  centre  d'oscillation  est  le  plus  rap- 
proché du  point  A? 

On  donne  la  longueur  commune  b  des  côtés  égaux  AB, 
AC  et  la  longueur  a  de  BG.  (Novembre  igo3.) 
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Lyon. 

KpRKiVE  ÉCRITE.  —  I.  On  (t  iiiie  liclice  H.  variable  avec  le 
temps  t  et  donnée  par  les  équations 

.r=Rcos'f,        ^'=Rsinç,         z=^(K  —  nt)o, 

où  R,  K,  n  sont  des  constantes  positives  et  l'axe  des  z  ver- 
tical et  dirigé  vers  le  haut. 

Un  point  pesant  i\I,  de  masse  m,  est  assujetti  à  parcourir 
l'hélice  H,  avec  frottement,  le  coefficient  de  frottement 
étant  f. 

Poser  les  écjuations  différentielles  du  mouvement  et  par- 
venir à  une  équation  différentielle  Q.  entre  o  et  t. 

Intégrer  iî  dans  le  cas  où 


et  où,  pour  /  =  o, 


/ 


o  =  -^  =  0. 
dt 


SOLLTION. 


On  remarque  que  les  diverses  hélices  mobiles  s'obtiennent 
en  imprimant,  à  une  hélice  rigide,  une  translation  uniforme 
parallèle  à  l'axe  des  z.  On  est  ramené  ainsi  à  un  problème 
facile  de  mouvement  relatif. 

II.   Soient 

S  un  corps  solide  mobile: 
A  un  point  de  S  ; 

E>  une  droite  passant  par  A  et  invcu-iablement  liée  à  S; 
A  une  droite  fixe  de  l'espace: 

il  l'axe   instantané  de  rotation    et   de   glissement  dans   le 
mouvement  du  corps  S. 

On  admettra  cjue  D  reste  constamment  perpendiculaire 
à  A,  et  que  A  parcourt  A. 

Etablir  que  la  perpendiculaire  commune  à  D  et  Q  se 
trouve  dans  le  plan  mené  par  A.  perpendiculairement  à  D. 

(Jn  admet  ensuite  :  i°  que  A  parcourt  A  d'un  mouvement 
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unifoi'ine ;  i"  que,  dans  le  corps  S,  le  lieu  de  l'axe  Q.  est  un 
hyperboloïde  de  révolution  U  autour  de  D. 

Trouver  :  i"  quel  est  le  mouvement  de  S;  1°  quel  est  le 
lieu  de  Î2  dans  l'espace? 

SOLLTIOX. 
Si  g  est  une  droite,  on  nommera,  pour  abréger  : 

g  une  rotation  élémentaire  autour  de  Taxe  g; 
go  la  vitesse  angulaire  de  g; 
g'  une  translation  élémentaire  parallèle  à  g\ 
g'^  la  vitesse  de  g' . 

D  décrit  une  surface  de  vis  à  filet  carré;  donc  le  mouvement 
élémentaire  de  S  résulte  de  D,  A,  A'.  La  résultante  cQ  de  L) 


et  A  aura   son   axe  lÔ  situé  sur  le  plan   P   et   faisant    avec    D 
l'angle  a  et  avec  A  l'angle  —  —  a.   A'  se  décompose  en  (D'   et 

en  0',  l'axe  0  étant  normal  à  (0  et  situé  sur  P. 

La  rotation  (£)  et  la  translation  0'  se  composent  en  une  rota- 
tion 12,  dont  l'axe  Q.  est  parallèle  à  cD  et  situé  dans  le  plan 
mené  par  cO  normalement  à  0.  De  plus,  Ct)'  coïncide  avec  Q,' . 

Û  est  l'axe  instantané  de  rotation  et  de  glissement. 

La  perpendiculaire  à  P  en  A  est  normale  à  A,  D,  Q.  La  plus 
courte  distance  u  est  la  même  pour  Q  et  D  et  pour  Q.  et  A. 

Par  hypothèse  et  dans  l'hyperboloïde  U,  on  a  ?<  et  a  con- 
stants. Q.  est  tangente  à  une  hélice  tracée  sur  un  cylindre  de 
révolution  autour  de  A,  de  rayon  u.  0  engendre  une  hélicoïde 
développable  W,  qui  a  avec  U  la  génératrice  Q.  commune. 
U,  entraînant  S,  roule  et  glisse  sur  W,  lequel  est  fixe. 
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Ensuite  on  a 

il'^  =  (Q)^  =  Aj)  sina  =  const., 

jniisque 

A'^  =  const. 

Enfin 

-N  ^n  X  eus  a 

(2   =  (_î?o  =  -"   =  — =  const. 

u  u 

La  vitesse  angulaire  autour  de  la  génératrice  commune  12, 
ainsi  que  la  vitesse  île  glissement  le  long  de  la  même  généra- 
trice sont  constantes.  (Juillet  1903.) 

Montpellier. 

Epreuve  écrite.  —  Un  tube  circulaire  infiniment  mince, 
homogène  et  pesant,  est  assujetti  par  des  liaisons  sans  frot- 
tement, à  se  déplacer  dans  un  plan  vertical  fixe  tangen- 
tiellement  à  une  horizontale  fixe.  Un  point  matériel  pesant 
se  meut  sans  frottement  dans  le  tube.  Le  rayon  du  tube  est 
égal  à  l'unité  de  longueur;  les  masses  du  tube  et  du  point 
sont  toutes  deux  égales  à  l'unité  de  masse.  Le  tube  étant 
au  repos,  le  point  pesant  est  placé  au  point  de  contact  du 
tube  avec  riiorizontale,  et  lancé  horizontalement  avec  une 
vitesse  donnée  10. 

Etudier  le  mouvement  du  système;  calculer  la  réaction 
du  tube  sur  le  point  et  montrer  cjue  Von  peut  choisir  w  de 
manière  que  le  point  décrive  tout  le  tube  sans  que  la  réac- 
tion change  de  signe. 

EpREiVE  PRVTKjii:.  —  Un  plan  II  se  meut  par  rapport  à 
un  plan  fixe  P  avec  lequel  il  coïncide,  de  telle  sorte  que 
deux  points  déterminés  A  et  B  de  U  décrivent,  dans  P,  deux 
cercles  égaux,  extérieurs  l'un  à  Vautre,  et  dont  la  dis- 
tance des  centres  est  égale  à  la  longueur  AB.  On  suppose 
de  plus  que  le  mouvement  ne  se  réduit  pas  à  une  transla- 
tion continue. 

Trouver  les  courbes  cjui  roulent  sans  glisser  l'une  sur 
l'autre,  et  indiquer  sommairement  ce  que  sont  les  trajec- 
toires des  différents  points  de  II. 

Y  a-t-il.   à  certains  instants,  une  translation  tangente'.* 

(Juillet  1900.) 
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Epreuve  écrite.  —  Une  barre  reciiligne,  rigide,  homo- 
gène et  pesante,  s'appuie  par  son  extrémité  inférieure  A 
sur  un  plan  horizontal  fixe  sur  lequel  elle  peut  glisser 
sans  frottement.  On  imprime  à  la  barre  la  rotation  tu  au- 
tour de  la  verticale  ascendante  issue  de  A,  et  l'on  demande 
d'étudier  son  mouvement  en  supposant  cju'elle  ne  cesse  pas 
de  s'appuyer  sur  le  plan  horizontal  fixe. 

KpREUVE  PRATiQiE.  —  Un  plan  mobile,  lié  à  un  système 
d'axes  oxy,  glisse\ur  un  plan  fixe  lié  à  un  système  d'axes 
0\X\yi.  On  suppose  que  la  rotation  instantanée  a  une  va- 
leur constante.  Dans  cette  hypothèse,  écrire  les  valeurs  des 
projections  sur  ox,  oy  de  la  vitesse  et  de  l'accélération 
d'un  point  quelconque  du  plan  mobile. 

Trouver,  à  un  instant  donné,  le  lieu  des  points  dont  l'ac- 
célération passe  par  un  point  donné  du  plan  mobile. 

(>>oveinbre  igoS.) 

Nancy. 

Epreuve  écrite.  —  U/i  tore  se  meut  d'un  mouvement  uni- 
forme autour  de  son  axe  supposé  vertical  ;  un  point  maté- 
riel pesant  de  masse  i  est  assujetti  à  ne  pas  cjuitter  la  sur- 
face de  ce  tore. 

On  établira  de  diverses  manières  les  équations  et  les  in- 
tégrales premières  du  mouvement,  en  particulier  par  la 
tnéthode  de  Coriolis,  par  les  théorèmes  généraux  et  par 
Jes  équations  de  Lagrange. 

On  supposera  qu'à  l'instant  initial  le  point  matériel  se 
trouve  sur  l'équateur  au  point  le  plus  éloigné  de  l'a.re,  et 
que  sa  vitesse  initiale  est  horizontale  ;  on  donnera  un  aperçu 
du  mouvement  du  point  sur  le  tore  et  l'on  s'attachera  au 
cas  où  le  rayon  r  du  cercle  générateur  est  égal  à  lo,  la 
distance  a  de  son  centre  à  l'axe  est  égale  à  20,  la  con- 
stante g  de  la  gravitation  égale  à  v)'è\  et  où  l'on  a,  entre 
la  vitesse  angulaire  to  de  rotation  du  tore  et  la  vitesse  ini- 
tiale Vn,  la  relation 


On  calculera   la  pression  exercée  par  le  point  matériel 
sur  le  tore. 
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lipREUVK  iMiATiQUi;.  —  Un  tronc  de  cône  homogène  dont  l<( 
lianteur  est  de  4"'"  et  les  rayons  de  base  de  5"""  et  de  >."" 
peut  osciller  autour  de  l'une  de  ses  arêtes  latérales  su/>- 
posée  horizontale  ;  on  le  place  d'abord  dans  une  position 
telle  que  la  hauteur  soit  dans  un  même  plan  horizontal 
((vec  l'axe  de  suspension,  puis  on  l'abandonne  sans  vitesse 
initiale. 

Calculer  la  durée  de  l'oscillation  du  tronc  de  cône. 

Solution. 

Suivons  la  méthode  de  Coriolis;  prenons  des  axes  Oxyz 
oiitraînés  avec  le  lore,  O  élaiit  le  centre  et  O^  l'axe  de  rota- 
tion dirigé  vers  le  bas;  la  force  centrifuge  a  pour  compo- 
santes  M-x,  to-y  et  o;  la  force  centrifuge  composée  a  pour 

dy  dx 

composantes  •>, (o  -^  ?  —  îto  —r-  et  o;  soient  N,-,  N,-,  N-  les  com- 

posantes  de  la  réaction  normale. 
Les  équations  du  mouvement  sont 

/   d'^x  dy 


il) 


fi- y  „  dx 

dV-  -^  dt 

d^-z  ., 

777^=  ^^^- 


On  en  déduit  deux  intégrales  premières,  celle  des  moments 
tles  quantités  de  mouvement  et  celle  des  forces  vives,  dans 
lesquelles  la  réaction  se  trouve  éliminée.  Désignons  par  p,  6 
et  z  les  coordonnées  semi-polaires  du  mobile  M  et  par  '^ 
l'angle  formé  avec  le  plan  de  l'équateur  par  le  rayon  du 
cercle  générateur  aboutissant  au  point  M. 

La  première   intégrale  est 


t  i)  {a  ■+-  r  cos o )-  (  — — -  m  j  =  L. 


ou  bien 


(   i86  ) 

la  ileuKième  est 

p2—  co2p2+  -igz  -h  ih 


ou  bien 


=  (.0^  (  a  -+-  /•  cos  o  )2  -H  'igr  sin  o  -+-  2  A . 

„      ...     .  «^0  1  ,•  •  •    ■  •   I 

Kn  éliminant  -y-j  et  tenant  compte  des  confluions  initiales, 


(3)     A-2(-y^      =; -+- 2,^/-sincf, 


avec 


L'équation  (3)  définit  »  en  fonction  du  temps;  on  voit  que 
le  second  membre  s'annule  pour  ©  =  o  et  n'est  positif  que  si 
sincp  est  positif;  en  prenant  la  dérivée  de  ce  second  membre, 
on  voit  qu'elle  est  d'abord  positive,  mais  décroît  constamment 
et  s'annule  une  seule  fois  entre  o  et  tt;  on  en  conclut  que  le 
second  membre  de  (3),  d'abord  nul,  est  ensuite  positif,  puis 
décroit  et  s'annule  pour  une  valeur  de  cp  comprise  entre  o  et  tt; 
par  conséquent  le  mobile  oscille  entre  le  parallèle  primitif  et 
un  parallèle  situé  au-dessous  de  l'équateur. 

L'équation  (2)  montre  que  le  mouvement  absolu  se  projette 
sur  le  plan  des  xy  suivant  la  loi  des  aires;  la  troisième  équa- 
tion du  système  (i)  sert  à  déterminer  la  pression  normale. 
Dans  le  cas  particulier  indiqué  dans  l'énoncé,  l'équation  (3> 
prend  la  forme 


ctr^fo 


(2  H-  COS'y  )- _ 

(Juillet  1903.) 
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SOLUTIONS  DE  0UESTIO\S  PUOPOSÉES. 
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Calculer  les  deux  intégrales  définies 

J'      e^'*' cos[:r(j'  —  a)]  <r/.r, 
0 

/      e-'''sin[a"(j/-  — ajjf/x, 

où  t  désigne  une   constante  positive  et  où  y  et  ol  sont  des 
constantes  aubitraires.  (G.  Bourlet.) 

SOLUTION 
Par  M.  V.  Ja.met. 

L'élude  de  ces  deux  intégrales  se  rattache  à  celle  de  l'inté- 
grale suivante  : 


J 


où  t  désigne  encore  une  constante  positive,  et  X  une  constante 
arbitraire,  réelle  ou  imaginaire.  Or  la'preinière  question  à  ré- 
soudre est  celle-ci;  l'intégrale  proposée  a-t-elle  un  sens?  En 
d'autres  termes  l'intégrale  U,  définie  comme  il  suit  : 


U  =    /      e- '"■'■+'>'■' dx, 


a-t-elle  une  limite  finie,  quand  \  augmente  au  delà  de  toute 
limite,  en  restant  sans  cesse  réelle  et  positive?  Or  celte  inté- 
grale peut  être  transformée  comme  il  suit  : 


V  =  e'"   I      e    ^'        ^v'-^  dx: 


=  e'*'   I      e    ^ 
^  0 


et  si  l'on  pose 


■xsl  t 


on  trouve  : 


U  =  e 


(   '^^8  ) 

—    r 
^4'    /  e-t^'dz. 


en  supposant  que  la  variable  z  décrit  un  vecteur  AG,  parallèle 
à  l'axe  Oa-,  et  de   longueur   X,  issu  du  point  A  dont   l'affixe 


est — •  Mais  lintésrale 


/^e-'--=  dz. 


calculée   tout  le  long  du  contour  du   parallélogramme  OBCA 

y 


est  nulle,  et  nous  aurons  établi  que  l'intégrale  proposée  a  une 
limite,  savoir  : 


lim 


/      e~''°*  dz  —  /     e   '-■  dz^ 

0  «-^OA 


si  nous  démontrons   :    i°  que  le  premier  terme  de   celte  der- 
nière expression  a  une  limite  finie;  a"  que  lintégrale 

r  e-'--'  dz 

•^'  IfC 

tend  vers  zéro,  lorsque  le  segment  OB,  égal  à  X,  est  de  plus 
en  |)lus  grand.  Or  : 
1° 


f  e-<^'dz  =  ±    f'e-y^dy, 


tn  vertu  de  la  transformation 


/^ 


(  '%  ) 

et  l'on  sait  que,  \  croisï^aiil  au  delà  de  tuiite  limite,  rinlé^rale 
écrite  au  second  membre  de  cette  égalité  a  pour  limite  -y/-. 
•)!'  L'équation  de  la  droite  BG  est  de  la  forme 
iF  =  X  -t-  a^, 

a  désignant  une  constante;  et  si   l'on  désigne  par  h  l'ordonnée 
commune  aux  deux  points  A,  G,  on  trouve 

Ç  e-'-"  dz  =  {'■J. -\- i)    i    e-'^  +  ^y+'y>'  dy 

r'' 


Son  module  est  donc  inférieur  à 


(0 


v/ô 


./■" 


o-[X-  +  2a.>-X  +  (a- 


'■]  dy. 


iMais  l'exposant  de  e  qui  figure  sous  le  signe  d'intégration 

aX 


est  maximum  ou   minimum  jjour^  = 


,  et  nous  pou- 


vons supposer  X  assez  grand  pour  que  la  valeur  numérique  du 
second  membre  de  cette  égalité  ne  soit  pas  comprise  entre  zéro 

et  h.  Donc,  j'  variant  de  zéro  à  A,  la  fonction  sous  le  signe    1 

varie   sans    cesse   dans   le    même    sens,  et    l'expression  (i)  est 
comprise  entre  le  plus  grand  et  le  plus  petit  des  deux  nombres 

h  \/a-^-  I 


et 


h  y/a-  -i-  I 


gX--H2a/i  \  +  (a-  —  i)/i- 


qui  tendent  vers  zéro  l'un  et  l'autre,  quand  X  augmente  au  delà 
de  toute  limite;  ce  qui  démontre  la  proposition  énoncée. 

Ceci  suppose  toutefois  que  a^ —  i  n'est  pas  nul;  si  a-  —  i  était 
nul,  l'étude  de  l'expression  (i)  conduirait  encore  plus  facile- 
ment à  la  même  conclusion. 

De  tout  ce  qui  précède,  résulte  l'égalité 


U 


(   '90  ) 
ou  encore 

(■1)  C    e~'''-+^>-^- dx  =  e~'(~i/ -  —   f    e~'-"-dz]. 

Si  maintenant  nous  faisons  _/  —  a  =  p,  nous  voyons  que  la 
[)reniière  des  intégrales  proposées  par  i^I.  Bourlet,  savoir 

Jl      e-^-^' co?,[x  { y  —  %)\dx, 
est  égale  à 

et,  d'après  notre  formule  (2),  à 

Mais,  dans  ces  deux  dernières  intégrales,  deux  éléments 
répondant  à  deux  valeurs  de  z  égales  et  de  signe  contraire 
sont  égaux  et  de  signe  contraire. 

Donc  la  somme  de  ces  deux  intégrales  est  nulle. 

Donc  enfin 

r-  -^     /r 

/     e-'^' co^^  t  dt  =\e    '*'\/  -' 


La  deuxième  intégrale  est  égale 


— .  (    r  e^'-''+'?-'dx  -  r  e-<^'-''^'dx\ 
et,  toujours  en  vertu  de  la  formule  (2),  à 

11  nous  reste  à  faire  connaître  un  développement  de  cette 
fonction  en  série  entière  procédant  suivant  les  puissances  de  p, 
et  nous  vérifierons  ensuite  que  ce  développement  est  valable 


(   '9'    ) 
pour  loiiles  les  valeurs  possible?  Je  ^.  A  cet  effet,  |)Osons 

INous  en  concluons 

^^^  -d^  —  Vt-u' 

et,  en  didérentianl />  fois  de  suite  les  deux   membres  de  cette 
<lernière  équation, 

<r//^-'  A' \_  1^  di'\  ^     di'-^  V\ 

J3--1    ""  ~  7/  '.;'  'dïp  ^ P  dp'-i  ) ' 

Si  donc  la  fonction  ^'  est  identique,  pour  les  valeurs  de  'i 
comprises  dans  un  certain  domaine  de  l'origine,  à  la  somme 
d'une  série  de  la  forme 

«0  -^  «1  3  -H  «2  ^i-  -+-•••  -i-  a/1  j/-"  -;-... , 

il  suffit  de  faire,  dans  l'égalité  ci-dessus,  p  =  o,  et  de  diviser 
ses  deux  membres  par/?  -!-  i  !  pour  trouver  immédiatement 


'■p+i 


It    p  -r  i 


Or  la  fonction  considérée  s'annulant  avec  3,  on  trouve 
rty=o  et,  par  suite,  «2  =  0,  a-^— o,  ag— o,  ....  Mais  on 
trouve  aussi 

^    1      ^1 
■j.t   1 .  î 


I       «3 

1 

«1 

■it    5 

i'- 

1.3.5' 

{■ît)k 

«1 

(—1)''  I.3.5.7...2/.-— J 

Le  développement  cherché  est  donc  de  la  forme 

f,    ;  3 ^       t"'       ,        ■  r 

\^       -2/1.3    '    4  ^^  I  •  3 . 5 


(2r)^  1.3.5...  2  A  — I 


(   '9'^  ) 

et  l'on  voit  sans  peine  que  le  rapport  du  terme  de  rang  k  au 
ternie  précédent,  dans  la  série  entre  parenthèses,  tend  vers 
zéro  lorsque  le  nombre  /c  augmente  au  delà  de  toute  limite, 
de  sorte  que  cette  série  est  absolument  et  uniformément  con- 
vergente à  l'intérieur  de  tout  cercle  ayant  l'origine  pour 
centre.  Quant  au  coefficient  ai.  il  est  égal  à  la  valeur  que 
prend,  pour  [3  =  0,  la  dérivée  de  la  fonction  V.  Donc,  en  vertu 
de  l'équation  (3), 


Donc  enfin 

'-h 

Ainsi  s'exprime,  en  fonction  de  p=J'  —  3C,  la  deuxième  inté- 
grale de  .AI.  Bourlet. 


I         33                   I 

2t   1.3  ^  4^- 

1 . 3 .  j 

QIESTIOXS. 


1995.  Étant  donnés  deux  ternes  de  points  ABC  et  A'B'C, 
si  D  est  un  point  de  la  cubique  gauche  qui  passe  par  ces 
six  points,  les  quadriques,  en  nombre  doublement  infini,  qui 
sont  inscrites  aux  deux  tétraèdres  DABG  et  DA'B'C  passent 
par  la  droite  d'intersection  des  plans  ABC  et  A'B'C  (ce  qui 
constitue  d'ailleurs  une  condition  simple). 

(  G.  FoNTEXÉ.) 

1996.  La  caustique  par  réflexion  d'une  ellipse  pour  des 
rayons  parallèles  au  grand  axe  est  une  sextique  dont  l'aire  est 

i6a 

a  et  b  étant  les  demi-axes  de  l'ellipse. 

(E.-N.  Barisiex.) 

Nota.  —  La  question  n"  1994  (mars  1904)  est  de  M.  Canon. 


(   ^93  ) 
CO\COLRS  DES    <  \OLVELLES  AWALES  »■ 


Par  erreur  nous  avons  intitulé  le  coneours  annoncé 
dans  le  numéro  d'avril  «  Concours  pour  iQof  »,  c'est 
évidemment  «  Concours  pour  iQoo  »  (|u'il  l'.iul  lire. 


[A3k] 

SIR  LA  RESOLITIOV  ALGERRIOIE  DE  L  E()LAriO\ 
Dl  OIATRIEME  DEGRE; 

Par    m.    g.    HUMBERT. 


La   l'clation   algébrique   (jui   lie   j)—  et   pu  conduit. 

pour  la  résolution  de  l'écjuation  générale  du  quatrième 
degré,  à  une  formule  remar(|uablement  symétrique. 
J'établirai  d'abord  uue  expression,  qui  me  semble  nou- 
velle, de  p—  en  fonction  de  3', /«,  ^2"?  ^3",  c'est  la  sui- 
vante : 

u_ei{eî  —  e:s):^iU^e2{e3—ei):f.iU-^e3<ei—e.2):r3U 
^  î  ~        (€2—  63)3',  a-i-(e3— eijcToW  -i- (  ^i— 62)3-3 m        ' 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  en  posant  comme  d'ordi- 

:^a  II- 

naire  ■y-j^ii^^ » 

:j  u 

U    _    ei(>2 63)  a'io  II  -i-  ez(  63 «i  )3'2o"  -i- ^3(6,  —  gjjj'so" 

^2.  (^2—  esi^-io"  -H  (63 —  ei):fîoU  ^  {ei  —  e2j3'3oM 

Désignons    par   'f(")   et  /(u)   le  numérateur   et   le 
dénominateur  du  second  membre;    ce  sont  des  fonc- 
Ann.  de  Malhéniat.,  4'  série,  t.  \\.  (Mai  1904.)  i3 


(  '94  ) 
lions  elliptiques  de  ii,  aux  périodes  4f'^i?  4^2»  tîl  dont 
les  seuls  pôles  possibles,  d'ordre  un  au  plus,  sont,  dans 
un  parallélogramme  des  périodes,  les  points  o,  ato,, 
aiuo»  2W3.  Or  le  point  ii  :=  o  n'est  pôle  ni  pour  f  (")? 
ni  pour  /*(«)-,  on  a  en  eflfet,  aux  environs  de  ce  point, 

d'où  l'on  lire  sans  difficulté 

o{u  )  =—  ^  Il    Ze|(ec;— ey)  H- m3(     )-4-..., 
/(?/)  =—  -  lû  le|(  er^—  e^)  +  uH     ) -+- 

Ainsi  les  ternies  en  —  ont  disparu  dans  '-fin)  el/(u): 

de  plusy(«<)  ne  contient  pas  de  termes  en  u  et  eu  li-', 
et  '•:>{u)  pas  de  terme  en  u^ . 

On  en  conclut  que  'f  («)  iil/{u)  n'ont,  comme  pôles, 
que  les  pôles  simples  aco,,  awo,  2  o>3  ;  ce  sont  donc  des 
fonctions  d'ordre  trois,  et  Ife  seul  zéio  de /"(*/),  dans  un 
parallélogramme  des  périodes  contenant  l'origine,  est 
dès  lors  le  zéro  triple  «  =  o. 

D'après  cela,  le  quotient  's(u):f(u)  n'admet,  dans 
ce  parallélogramme,  qu'un  seul  pôle,  u  =  o,  qui  est 
double;  et  les  formules  précédentes  donnent,  autour 
de  ce  point, 

(3)  2|iii  =  A-^À"^-^-..- 

Il  n'y  a  pas  de  terme  constant,  parce  que  les  termes 
en   u^    et   «-'   manquent   respectivement   dans   o(^u)   et 


p- 


(  195  ) 

Il  eu  résulte  iimnédiateinent  que  la  différence 

<|ui  est  une  fonction  elliptique  aux  périodes  4t'^M  4 ^^-21 
n'a  pas  de  pôle  dans  uu  parallélogramme  contenant 
l'origine;  c'est  donc  une  constante,  et,  en  vertu  de  (3), 
une  constante  nulle.  c.  q.  f.  d. 

Cela  posé,   si  l'on  donne  pu,  les  valeurs  de  p  (  —  ) 
sont  les  quatre  quantités 

Or  la  formule  (2),  si  1  on  y  remplace  u  par  u  +  ^w-^, 
garde  la  même  forme,  à  cela  près  que  0*^0"  ^t  'ijoii 
changent  tous  deux  de  signe  ;  ou  encore  que  o'-^o  "  change 
seul  de  signe.  Il  en  résulte,  jniisque  o'^o  «  =  y/pti  —  ^a, 
que  les  quatre  valeurs  de  p  — »  en  fonction  de  pu,  sont 
données  par  la  formule 

_  ei(e-2 —  63)  \/pu  —  e,  -H  6,(63  —  «1  )  v^p  "  —  e<>-r-  e^ie^ —  e,  )  V^P  "  —  ^i 
{€■2—63)  \/pu  —  ei-i-{e3—ei)  ^pu  —  e-y-^  (ei  —  e,)  s/ pu  —  63 

où  les  trois  radicaux  prennent  tous  les  signes  possibles, 
le  signe  de  chacun  d'eux  étant  d'ailleurs  le  même  au 
numérateur  et  au  dénominateur. 

Si  maintenant,  dans  1  étjuation  classique  (jui  lie  pu 

u  u  ..,..' 

et  p  —  i  on  [)Ose  pu  ^  a,  p—  =x,  cette  équation  s  ecnt 


^(■ix  —  a ){^x^—ff2^—  ^'3 )  =  (Gx-^—  -  ,^'-,j 


4 


(  196) 
Posons-y,  pour  faire  disparaître  le  terme  en  x^, 


il  vient 

(4) 


-4-  8  ;  ( —  4  «3  _^  o-^  rt  _|_  ,0-3  ) 

4 


Soit,  en  général,  une  équation  du  type 

(5)  |»-^6Aï2^4Bï  +  C  =  o; 

on  la  ramèuera  au  type  (4)  en  posant 

^2 —  1-2  rt-  =  12  A, 
^3-î-      «.■?'2—   4  «■■'  =    'R- 

—  i2a*H- 6a-^,-r- r2«^3-i-  -jgî=    4C, 

4 

ce  qui  donne,  pour  <7,  ^^'o  et  g^,  les  valeurs 


(6) 


^3  =  2  B  —  1 2  A  «  —  8  «■■'. 


^  =_a-h 


Ainsi,  étant  donnée  l'équation  (5  ),  pour  la  résoudre 
algébriquement,  on  formera,  par  (6),  les  quantités  a, 
^2,  £"3  '1  on  calculera  les  racines  e,,  e.,,  63  de  la  résolvante 
du  troisième  ordre  ^x^  —  g-^x  —  ^3^0-,  et  l'on  aura, 
pour  les  quatre  racines  cherchées,  la  formule 

^1(62  —  ^3)  /«  — ei-h  e2('«'3  —  «1  j  /«  —  «2  -1-  ^s''^!—  «2  )  /a  —  gj 


(«2—  ^3)/»  —  eiT-(e3— ei) /rt  —  e2-+-(e,  —  ej)  /« — 


où  les  trois  radicaux  prennent  tous  les  signes  possibles, 
le  signe  de  chacun  d'eux  étant  le  même  au  numérateur 
et  au  dénominateur. 


(   197  ) 

[UlOa] 

SUR  LA  DÉPRESSION  DE  I/HORIZOX  DE  L\  MER 
ET  LE  MVELLEMEM  GÉODÉSIQIE; 

Par  m.  .M.vurice  d'OGAGNE. 


1.  Voici  un  procédé  direct,  très  élémentaire,  pour 
obtenir  la  formule  qui  fait  connaître  la  dépression  de 
riiorizon  de  la  mer  lorsque  l'on  tient  compte  de  la 
réfraction  géodésique. 

I.e  ravon  lumineux  issu  de  B  {fig.  i)  et  langent  en  G 


Fii 


R 

\H            œ 

h 

"^ 

^ 

A 

R 

-/ji 

Ac 

0^ 

à  la  splière  terrestre  pouvant,  comme  l'a  démontré  l'ex- 
périence, être  assimilé  à  un  arc  de  cercle,  et  les  tan- 
gentes en  B  et  en  C  à  cet  arc  faisant,  avec  la  corde  BC, 
des  angles  7^to  proportionnels  à  l'angle  to  des  verticales 
en  B  et  en  C  (loi  de  Biot),  on  voit  immédiatement  que 

GHx  =  to  (côtés  perpendiculaires  à  AOC), 

BTH  —  inu>         (extérieur  au  triangle  BCT), 


(  198  ) 
et,  par  suite,  que  la  dépression  o  de  Phorizon  est  liée 
à  (jl)  par  la  formule 

(l)  0  —  W  2  n  CO  =  1  I 2  «  )  to. 

On  voit,  en  outre,  que,  dans  le  triangle  OBC, 
OCB  =  -  —  Tioj, 


OBC  =  -  —  (o  H-  «oj  )  =  -  —  (i  —  /i)(o. 

2  2 


Par  suite,  ce  triangle  OBC  donne 
R  -<-  A  co«/;  ( 


R  co5(  I  —  n  )Ui 

ou,  en  négligeant  dans  le  second  membre  les  quantités 
du  quatrième  ordre, 

«2  aj2 

.  I / 

h_  2  _  (I  —  7i)-~-n-     ^ 

R  ~~  (  I  —  n)"^oj2  ~    "^  2 


I  —  2n 
=  n 


c'est-à-dire 

h       I  —  2  n 
R  ^       ^~ 


Remplaçant,  dans  (i),  oj  par  la  valeur  lirée  de  là,  on  a 


(2)  5  =  ^/(i_2rO^, 

qui  est  bien  la  formule  classique. 

2.  La  même  méthode  s'applique  aussi  facilement  à  la 
détermination  de  la  différence  de  niveau  de  deux  points 
lorsque  l'on  tient  compte  de  la  réfraction  géodésique. 

Les  tangentes  au  rayon  lumineux  curviligne  faisant 


(   '99  ) 
encore  eu  B  cl  en  B'  avec  la  corde  BB'   {Jig.   2)  tles 
angles  égaux  à  /zto,  on  a,  dans  le  triangle  OBB', 

R -I- /*'        sin(z-f-/iio) 
R  -+-  A        ;^in(2'-+-  nco) 


(3) 


Mais,  la  somme  des  angles  extérieurs  en  B  et  B'  donne 
d'où  l'on  déduit  successivement 


nu)  =  — '■ ) 

■2        2 


5-f-na)=  -  —  \  z  -T-  (/i  —  1)10 


et,  par  soustraction, 

z  —  z' 


Portant  ces  valeurs  dans  (3),  on  a 


I  —  2n     \    .    tu 

, ,       ,         1  cos  (  z w    sin  — 

h  ^  h  _  \  a  /         2 

R  -t-  /«  si n  [  j  ^  (  «  —  1 1  w  1 


(     200    ) 

OU,  en  négligeant  les  termes  du  seeond  ordre, 

I  —  in 

cos^H wsinz 

h  —  h  2 


c'est-à-dire 


h'  —  A  =  R  (  I  -i-  -.-  I  (  to  cot  z  -1-  10- 


R/  V  2 

Si  l'on  tient  compte  de  la  relation 

K 

et  que  l'on  néglige  encore  les  termes  du  second  ordre, 

on  a  enfin 

.  ,.                         7-       ,        T'                 '  —  ^./î  K2 
(4)  h — h  —  Kco\z^ jT- j 

qui  est  la  foimule  bien  connue. 


[Dlb] 
DÉVELOPPEMEM  D'UNE  FO\CTIO\  E\  SÉRIE  ORDONNÉE 
SUIVANT  LES  PUISSANCES  ENTIÈRES  ET  POSITIVES 
D'UNE  AUTRE  FONCTION; 

Par  m.  p.  ZERVOS. 


I.  Soit  par  une  transibrmation  conforme  de  l'inté- 
grale de  Cauchy,  soit  directement  on  peut  démontrer  la 
fornjule 

Je    7(-)  —  ^(-T-)    ,  .  ^  (X) 

OÙ  nous  supposons  :  1°  que  la  fonction  fiz)  est  liolo- 
niorphe  comme  la  fonction  rr(^z)  (la  dernière  prenant 
une  détermination)  à  l'intérieur  du  domaine  limité  par 
un  contour  C;    2°  qu'il  n'j  ait  pas  de  racine  de  <t'(.^') 


(     201     ) 

dans  le  même  domaine;  3"  que  la  fonction  a-(z)  —  '3"(-^) 
et  le  contour  C  soient  tels  (ju'uu  point  quelconque  x/ du 
domaine  soit  la  seule  racine  de  la  fonction  5"(  '  i  —  '^{^i) 
dans  ce  domaine;  une  telle  fonction,  par  exemple,  est  la 
fonction  z-  —  x-  à  l'intérieur  d'une  aire  dont  le  contour 
ne  coupe  pas  un  des  deux  axes. 

II.   Démonstration  directe  de  la  formule 

Décrivons  de  x  comme  centre  un  cercle  v  de  rayon  p, 
intérieur  à  l'aire  G.  ?Sous  aurons 

où  le  rajon  p  peut  être  aussi  petit  qu'on  veut.  Nous 
développons  les  fonctions  f{z)  et  's{z)  au  voisinage  du 
point  X.  Alors  nous  aurons 


X 


i^z)  —  rs{x) 


ioe'^'d^ 


on,  séparant  la  seconde, 


7'(x  )  -^ n'U  X) 

y 


r/0 


0  e^'  f'(x)-+- /"  i  -2"  ) 

g'(x)-^" a"(a7)^-.. 

1.2 


id(i. 


(     202    ) 

De  colles-ci  la  seconde  est  nulle  parce  que  nous  voyons 
que,  d'après  nos  hypothèses,  il  est  facile  de  démontrer 
que  l'on  peut  trouver  un  nombre  positif  M  tel  que 
l'inégalité 


<M 


soit  vraie  pour  tout  point  de  la  circonférence  y,  et  aussi 
un  nombre  positif  m  tel  que  l'inégalité 

P  «^'    „ . 
a  (x)  -\-  ^ <^  (x)  -!-...>/« 

soit  vraie  pour  les  mêmes  points,  en  rappelant  que  nous 
avons  supposé  3"'(j^)  ^  o  pour  tout  point  du  domaine  G. 

,  .j  ,    ,  .     ,  .M 

Ainsi  Ijntegrale  considérée  est  moindre  que  p  'itu — • 

Donc  la  seconde  intégrale  du  second  membre  de  l'éga- 
lité (i)  est  rigoureusement  nulle,  p  étant  aussi  petit  que 
l'on  veut. 

Pour  la  première,  je  remarque  que  l'on  a 


I  . }. 


j"(x) 

''  ^      ^   V      1.2  1.2.3    '^ 

/  p  e^'  ^ 

a'(x)  (  <7'{x)  -+-  ^— ^  <^"ix)  -4-.  .  .  1 

En  se  servant  de  la  même  manière  que  précédemment, 
nous  pouvons  voir  que  le  second  membre  est  nul.  Par 
conséquent  l'égalité  (i)  devient 

J^.  G{z)  —  <j{x)  Jy<y{x)  <y  {X) 

III.   Nous  pouvons,  par  cette  formule,  calculer  immé- 
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diatement  plusieurs  intégrales;  par  exemple 


L 


dx         (/?i  >  o,  a  >  o). 


x''  +  ci 
Pour  cela,  il  suffit  de  calculer  l'intégrale 

C     -  pinzL 

/  -T^ — ;^-' 

effectuée  le  long  du  périmètre  d'un   demi-cercle  tracé 
dans  le  demi-plan.  Nous  l'écrirons  sous  la  forme 


Le  demi-cercle  considéré  est  une  aire  dans   laquelle   le 
facteur  {^  -\-  ni)  ne  s'annule  jamais. 

Nous  pouvons  donc  appliquer  la  formule  précédente 
et  nous  aurons 


r   ze'"'-' 


.  ai  e-"'« 
■ZTci ; —  =  nie~""'^. 


IV.  Une  application  de  cette  formule,  que  je  crois 
intéressante,  est  le  développement  dune  fonction  en 
série  ordonnée  suivant  les  puissances  positives  d'une 
autre  fonction.  Pour  cela,  prenons  l'identité 

I  _      I  "^ix) 

[(j(x)]"-  /(t(x)\''+^  I 


Alors  la  formule  (i)  devient 


[<7(:p)]«+i     Ç  fjz) dz_ 


'.ni       .A, 


(  ^-o4  ) 

Si   donc  nous  prenons  nos  hypollièses  telles  que  le 
terme  complémentaire 

[(7(^)]"+>     r  f(z)  dz 


'.TU  J 


[a(z)-a(^)]   [cj{z)]"+^ 


tend  vers  zéro  pour  n  infini,  nous  aurons  un  dévelop- 
pement de  4- — -  en  une  série  ordonnée  suivant  les  puis- 

^  a  (x)  '■ 

sances  positives  d'une  autre  fonction  o-(x). 
D'autre  part 

fix  —  lx)        ,f{oc) 
a(a7  -+-  Aa")         a(a") 


=  ^-(/'-^^ 


<3{  X  -^  \x)  1(  Z  )  '^{X) 


dz. 


Si    l'on    divise   par   Ajc   et  qu'on    prenne    la   limite 
pour  Ax  =:  o,  nous  aurons 

^^^  \^'{X)I  ■2T.iJ^[.U)-.{x)Y 

Supposons  qu'il  y  ait  une  racine  de  la  fonction  'y(x) 
dans  le  domaine  C.  Soit 

(a)  a(a)  =  o. 

Alors  on  peut  d«'duire  de  la  formule  (2)  la  formule 

...         a'(a)/'(a)-/(a)a-(a)        _i_    r    f(z) 

^    '  [^'(r/)]3  -     271/7^,  [^(z)]-^     -• 

De  même  de  la  formule  (2)  nous  déduirons  avec  l'iiy- 
pothèse  (a) 

'^  (•^)/ pour  x  =  « 


(4.) 


ini      L  [cr(s)]-^  271^        X  [a(z)]3 
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d'où,  si  l'on  considère  l'égalilé  (3),   nous  déduirons  lu 
valeur  de  l'intégrale 

4  L-(^;? 


i 


En  conlinuant  de  la  niênie  manière  on  peut  trouver  l'inté- 
îirale    /  -r^, — ^à^  exprimée  en  (onction  des  valeurs 

et  alors  la  fonction    ,        se  développe  sous  la  forme 

Aû^Ai(i(a7)  +  A2[cr(a-)]2  +  ...+ A,„[a(^)]"'-^.... 

Quant  à  cette  dernière  application,  nous  pouvons 
remarquer  qu'il  est  facile  de  voir  quelles  sont  les  diffé- 
rences essentielles  entre  notre  méthode  pour  la  recherclie 
des  coefficients  du  développement  et  celles  pour  la  série 
de  Burmann. 


[Blc] 

DÉVELOPPEMEiM  D'U\  CEIITAI^  DETERMIMNT; 

Par  1M.  J.  SADlliR. 


Dans  la  Théorie  des  Jiotnbies  de  E.  Lucas  (p.  286) 
on  propose  le  développement  d'un  déterminant  A  défini 
de  la  manière  suivante  : 

Les  éléments  de  la  diagonale  principale  sont 
ai,     a-,,      ...,     a,i. 
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au  =  ai, 

Oik  =  ^ 

pour 

k  >  i, 

=  y 

pour 

À-  <  i. 

Donc 


Une  solution  a  été  donnée  (/.  S.,  1892,  p.  54) 
par  M.  Schoute,  en  considérant  des  déterminants  auxi- 
liaires. En  voici  une  solution  directe. 

Pour  abréger  l'écriture,  nous  prendrons  «  ^  4  • 


A  = 


Posons 


a  ar  X  X 

y  b  X  X 

y  y  c  X 

7  y  y  ^ 


f{x)  =  ( a  —  x)(b  —  x)  {  c  —  x)  ( d  —  x) 

(a,  ^,  Y,  0  )  =  «  —  ^,    b — X,    c  —  X,    d — X 

(a',  P'.Y',8')  =  a_j,    b  —  y,    c-y,    d  —  y 


{z  =  x—y). 


Introduisons  une  colonne  d'éléments  égaux  à  i  et  une 
ligne  d'éléments  égaux  à  o,  sauf  le  premier  égal  à  i .  On  a 


A  = 


1     0 

0 

0 

0 

X 

X 

X 

X 

I      a 

X 

pe 

X 

■X 

0 

0 

0 

'   y 

b 

X 

X 

= 

z 

p 

0 

0 

I   y 

y 

c 

X 

z 

z 

Y 

0 

•   y 

y 

y 

d 

-. 

- 

3 

0 

en  retranchant  la  première  colonne  multipliée  par  x  de 
chacune  des  autres.  On  a  ensuile 


A  =  aSvS  -^  X  X 


0  i 

1  a 
I  z 
I  z 
I  z 


I 

I 

1 

0 

0 

0 

p 

0 

0 

z 

ï 

0 

z 

z 

0 

:/(>)  -4-  Mx. 


(  '^«7  ) 
Eli  retiaiicliaut  Ja  première  colonne  niullipliée  par  jv' 
<Je  cliaciiiie  des  autres,  on  obtient  de  même 


/ÏJ)- 

M'J, 

o     T 

T      T 

I      ■x 

,^      z 

I      o 

fV     z 

1      o 

()•    Y 

I      o 

f)        o 

M': 


Nous  allons  montrer  que  Ton  a 
M'  =  M. 


Dans  le  déterminant  M',  ajoutons  la  première  ligue 
niullipliée  par  z  à  cliacune  des  suivantes;  ou  a 


M' 


0  I  I  1  1 

1  a  o  o  o 
1  ^  p  o  o 

I  ~z  z  Y  o 


=  M 


(a' 


1). 


Ou  a  donc  les  deux  relations 


Éliminons  M, 


A  =f{x)  -+-  Mx, 
^x—yM^^x  f(y  )  —yf{x), 

^  ^  ^fi.v)—yf{x) 

x—y 


Q.    E.    I. 


Remarque  I .  —  Dans  le  déterminant,  le  signe  —  a  été 
placé  au-dessus  du  nombre,  comme  pour  les  caractéris- 
tiques négatives  des  logaritliuies ,  ce  qui  est  moins 
encombrant. 
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Remarque  II.  —  Dans  la  réponse  indiquée  par 
E.  Lucas,  on  a  dans  le  second  membre  le  facteur  ( — i)". 
Cela  provient  de  ce  que  E.  Lucas  a  représenté  pary(.r) 
le  produit  ]l{x  —  a). 

On  évite  ce  facteur  en  po.saut 

f{X)  =  \\{a  —  X). 


[K7a] 
SLR  t\E  E\TE\SIOX  DE  LA  XOTIOX  DU  MPPORT  AAHAR 
MOMOLE  El  LES  ÉOIATIOXS  DIFFEREXTIELLES  DL  PRE 
MIER  ORDRE; 

Par  m.  Georges  REMOUNDOZ. 


1.  On  sait  que  l'on  appelle  rapport  anharinonique 
de  quatre  quantités  j, ,  ro.  jj'j,  j-,  une  expression  telle 

que 

(ri— j3)(>-i— jKt) 
(ji— j'W<,j'2— ^3) 

On  se  rappelle  qu'il  y  a  eu  général  six  tels  rapports 
distincts,  dont  trois  sont  les  inverses  des  trois  autres. 

Dans  riijpotlièse  où  j>', ,  j)^2?  JKs,  J)  *  désignent  quatre 
intégrales  particulières  d'une  équation  diirérenlielle  du 
premier  ordre  de  la  forme 

^'^  dx       Q(^,  JK)' 

P(j:,J')  et  {x,y)  étant  des  polynômes  eu  x  et  j  ,  la 
considération  du  rapport  auliarmonique  combinée  avec 
le  lliéorème  classique  de  M.  Picard  sur  les  valeurs  d'une 
fonction  uniforme  dans  le  voisinage  d'un  point  essentiel 
isolé  (voir  Traitéd'Analjse,  t.  III,  p.  347)  nous  con- 
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duit  à  la  conclusion  qu'il  n'y  a  pas  plus  de  trois  Iraiis- 
cendantes  uniformes  disiinctcs  satisfaisant  à  ré(|na- 
lion  (OC). 

2.  Je  me  suis  proposé  d'a[)pliqucr  l'extension  ré- 
cente (-)  aux  fonctions  multiformes  du  théorème  de 
M.  Picard  pour  trouver  une  liuiite  supérieure  du  nombre 
des  transcendantes  distinctes  à  /•  branches  satisfaisant 
à  l'équation  (i),  et  à  cette  occasion  j'ai  recherché  s'il  est 
possible  d'étendre  au  cas  de  in  quantités  («  un  entier 
quelconque)  la  notion  du  rapport  anharmonique. 

Posons-nous  le  problème  suivant  : 

Etant  données  m  quantités  )',,  j'o,  j)'3,  ....  y^ni 
former  tous  les  produits  de  Informe  suivante  : 

(  2  )  (  JK/ . — j>,  )  (  y  A, — jkhi,  ) .  • .  (  y/c„ — 7ix„  ) , 

oii  A,,  Ao,  •  •  •  ,  A«  et  ijL|,  uo,  .  .  .  ,  '^n  désignent  deux 
combinaisons  des  in  objets  i ,  2,  3,  . , . ,  in,  pris  n  à  n^ 
n'ayant  aucun  objet  commun,  sans  répétitions  et  telles 
qu'on  ait 

(3)  ,ui  <  Al,         [J.2  <  /i2,         \J-i  <  ^h         :-t«  <  A/,. 

A  chaque  combinaison  A,,  Ao,  .  ..  ,  A«  correspond  un 


(')  A  ce  sujet,  voir  M.  Petrowitch,  Thèse  pour  le  doctorat  des 
Sciences  mathématiques,  1894;  ou  bien  le  Traite'  d'Analyse  de 
M.  Picard,  t.  III,  p.  356. 

(^)  Une  nouvelle  généralisation  du  théorème  de  M.  Picard  sur 
les  fonctions  entières  (Comptes  rendus,  20  avril  igoS);  voir  aussi 
E.  Maillet,  Sur  les  fonctions  monodromes  ou  à  f  branches 
{Comptes  rendus,  11  mai  1908  ).  Récemment,  nous  avons  pu  établir 
l'extension  dans  le  cas  le  plus  général.  Voir  :  Sur  les  zéros  d'une 
classe  de  fonctions  transcendantes  {Bulletin  de  la  Société  mathé- 
matique). 

Ann.  de  Mathémat.,  !\'  série,  t.  IV,  (Mai  1904.)  '4 
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nombre  de  combinaisons  )>,.  X^i  •  •  •  -,  ^v<  égal  au  produit 
(A'i  —  I)  (  A-2—  3  j  (7.-3—  5). .  .{kn—in  -+-  i), 

si  l'on  suppose  que  /<■,  <  A2  <  ^s  <  •  •  •  <C  ^n- 

En  effet,  l'indice   A/  peut  prendre   toutes   les   valeurs 

inférieures  à  ht  sauf  A, ,  Ao,  . . .  ,  Â7_,  et  A, ,  Ao,  . .  . ,  Xj_, . 
Ainsi  le  nombre   total  nt  de  tous  les  produits  de    la 

forme  (2)  est  donné  par  la  formule 

(4)       m=^{ki-i){ki-'i){k^-5)...{kn-'>-n-^i), 

la  sommation  étant  étendue  à  toutes  les  combinaisons 
possibles  de  i ,  2,  3,  . . . ,  2  n,  pris  n  à  n  sans  répétitions, 
pour  lesquelles  on  a 

Âi  >  I ,  /x2  >  3,  .  .  . ,         kn  >  •2n  —  \ 

(A,  7^  Â'^.  =z^  .  .  .  ^  Â„),  puisqu'il  est  facile  de  voir  que 
tous  les  produits  ainsi  obtenus  sont  distincts  grâce  aux 
inégalités  (3),  qui,  n'étant  pas  essentielles,  n'ont  été 
supposées  que  pour  cela. 

En  envisageant  les  rapports  (quotients)  de  ces  pro- 
duits deux  à  deux,  nous  avons  l'extension  la  plus  natu- 
relle de  la  notion  du  rapport  anliarmonique.  En  appli- 
quant la  formule  (4)  au  cas  ordinaire  de  «  ==  2,  nous 
trouvons  trois  produits  de  la  forme  (2),  avec  lesquels 
nous  formons  six  rapports  distincts,  qui  sont  en  valeur 
absolue  (au  signe  près)  égaux  aux  rapports  anliarmo- 
niques  usuels, 

3.  Dans  le  cas  où  les  quantités  y  désignent  in  inté- 
grales particulières  de  l'équation  différentielle  (i),  ces 
rapports  R(j)'i,  j'25  •  •  •  ij'-2n)  se  caractérisent  par  le  fait 
que  leurs  infinis  et  leurs  zéros  coïncident  avec  les  zéros 
des  diverses  différences  j>^i — jj  et  par  suite  leur  nombre 


(     2M     ) 

osl  (ini.  (l'o//'  la  Thèse  précitée  de  M.  Pétrowitch  et 
l'Analyse  de  M.  Picard,  loc.  cit.).  Cela  tient  à  ce  que, 
^ràce  à  leur  conformation,  ces  rapports  sont  finis  et 
dilTérents  de  zéro  pour  tous  les  infinis  d'une  quelconque 
de  ces  intégrales. 

La  question  suivante  se  pose  maintenant  : 

Etudier  les  relations  qui  existent  entre  ces  différents 
rapports  (que  l'on  pourrait  appeler  hjperanharmo- 
niques  dans  le  cas  de  «  >>  2)  et  constater  si  elles  per- 
mettent en  général  de  résoudre  le  problème  que  je  me 
suis  proposé  à  l'égard  des  transcendantes  multiformes 
satisfaisant  à  réqnalion  (i). 


BIBLIOGRAPHIE. 


Nouveaux  éléments  de  Géométrie,  nouvelle  édition 
revue  et  augmentée;  par  M.  Ch.  Méray,  professeur  à 
la  Faculté  des  Sciences  de  Dijon.  —  i  vol.  in-8  de  viii- 
45o  pages.  Dijon,  Jobard,  igoS.  Prix  :  ^'^ 

((  La  première  édition  de  cet  Ouvrage  a  paru  en  1874  et, 
pendant  vingt-six  ans,  des  approbations  chaleureuses,  mais 
isolées,  se  sont  perdues  dans  le  vide  d'une  indifférence  géné- 
rale mêlée  de  quelques  railleries.  »  Telles  sont  les  premières 
lignes  de  la  Préface  des  Nouveaux  éléments  de  Géométrie, 
de  M.  G  h.  Méray. 

Gomme  le  dit  M.  Jules  Tannery  dans  un  article  plein  d'hu- 
mour sur  l'Enseignement  de  la  Géométrie  élémentaire,  paru 
dans  la  Revue  Pédagogique  {^),  «il  était  conforme  à  la 
destinée  de  jNI.  Méray  que  les  choses  se  passassent  ainsi;  et 
cette  destinée  aurait  été    moins  parfaite,  les  futurs  historiens 

(')  Tome  XLIII,  n"  7,  i5  juillet  igoS, 
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des  Mathématiques  seraient  privés  d'un  vif  plaisir,  s'il  était 
arrivé  une  seule  fois  que  riiuportance  dune  des  idées  de 
M.  Méray  fût  reconnue  de  suite  ». 

A  l'exemple  de  tous  les  grands  penseurs,  l'éminent  profes- 
seur de  l'Université  de  Dijon  a  été  longtemps  un  isolé.  Vivant 
au  milieu  de  sa  Science,  ignorant  celle  des  autres,  qui  ainsi 
n'a  pas  influencé  le  libre  essor  de  son  esprit,  il  méconnut  le 
monde  et  le  monde  le  méconnut.  Un  jour,  ils  se  découvrirent 
mutuellement.  M.  Ch.  .Aléray  s'aperçut  que  d'autres,  à  son  insu 
et  à  leur  insu,  se  couvraient  de  lauriers  qu'il  avait  cueillis 
depuis  fort  longtemps;  le  monde  apprit  qu'à  Dijon  il  y  avait 
un  mathématicien. 

Et  voici  pourquoi  ce  n'est  que  26  ans  après  son  apparition 
que  le  corps  enseignant  commence  à  s'intéresser  à  une  entre- 
prise originale  de  rénovation  et  de  modernisation  de  la  Géo- 
métrie élémentaire,  entreprise  qui,  si  elle  réussit  comme  nous 
devons  le  souhaiter,  révolutionnera  notre  enseignement  clas- 
sique. 

I. 

S  il  n'y  aidait  pas  de  corps  solides  dans  la  nature,  il  n'y 
aurait  pas  de  Géométrie,  dit  M.  Henri  Poincaré  dans  un  de 
ces  remarquables  et  profonds  articles  qu'il  a  publiés  dans  la 
Revue  de  Métaphysicjue  et  de  Morale  (' j. 

Il  y  explique  comment  la  Géométrie  n'est  en  somme  que 
l'élude  des  propriétés  an  groupe  des  déplacements  (-). 

C'est  à  ce  point  de  vue,  et  d'ailleurs  vraisemblablement  en 
ignorant  les  travaux  du  maître  norvégien  Soplius  Lie,  que 
M.  Ch.  Méray  s'est  placé.  Ainsi,  une  fois  de  plus,  sans  le 
savoir,  il  aura  suivi  une  voie  parallèle  à  celle  de  l'un  de  ses 
contemporains. 

Lorsqu'on  lit  un  Livre  de  Géométrie  élémentaire  et  que  l'on 
cherche  à  analyser  avec  soin  quelles  sont  les  notions  expéri- 
mentales a  priori  que  la  lecture  d'un  tel  Livre  suppose,  on 
reste  stupéfait  devant  la  quantité  de  faits  laissés  sans  démons- 
tration, de  notions  supposées  préexistantes,  d'affirmations  que 


(')  Troisième  année,  n"  6,  novembre  iSgS. 

(^)   Voir  aussi  Revue  de  Métaphys.  et  de  Morale,  5-  année,  n°  1, 
janvier  1897. 
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le  bon  sens  seul  justifie.  On  comprend  alors  la  part  énorme 
de  l'intuition  et  de  l'expérience  dans  les  fondements  de  la  Géo- 
métrie et  l'on  cesse  de  dédaigner  les  essais  loyaux  de  Géométrie 
pure,  je  ne  dirai  pas  basée  sur  l'expérience,  car  toutes  les 
Géométries  le  sont,  mais  où  la  part  de  l'expérience  est  fran- 
chement avouée  et  mise  en  évidence. 

Ayant  admis  que  notre  esprit  est  capable  de  concevoir  ces 
figures  irréelles  sur  lesquelles  raisonne  le  Géomètre,  la  pre- 
mière notion  que  présuppose  toute  Géométrie  élémentaire  est 
celle  de  l'invariabilité  dune  figure  dans  un  déplacement.  Que 
devons-nous  entendre  par  cette  phrase  si  fréquemment  employée 
dans  toutes  nos  Géométries  classiques  :  «  Soient  A  et  B  deux 
positions  d'une  même  figure  F?  »  Elle  sous-entend  évidem- 
ment que  le  lecteur  a  l'intuition  d'un  déplacement,  c'est- 
à-dire  d'un  changement  de  position  d'une  figure  sans  change- 
ment de  forme.  La  notion  de  déplacement,  résultante  de  la 
notion  du  solide  et  de  celle  du  mouvement,  est  donc  à  la  base 
même  de  toute  Géométrie  élémentaire  dans  laquelle  nous 
postulons,  consciemment  ou  inconsciemment,  toutes  les  pro- 
priétés du  groupe  à  6  paramètres  des  déplacements. 

Quel  est  l'auteur  qui  laisonnablement  voudrait  écrire  des 
éléments  de  Géométrie  pure  sans  admettre  :  qu'un  même 
déplacement  peut  être  répété  indéfiniment,  que  le  déplace- 
ment invei'se  d'un  déplacement  quelconque  est  possible,  que 
deux  déplacements  consécutifs  équivalent  à  un  déplacement 
unique,  etc...?  Et  n'est-ce  pas  là  postuler  implicitement  que 
les  déplacements  forment  un  groupe,  au  sens  précis  que  Lie 
attache  à  ce  mot  ? 

Ce  groupe  à  6  paramètres  admet  des  sous-groupes  :  ceux 
d'ordre  3  qui  laissent  un  point  fixe;  ceux  d'ordre  2  qui  laissent 
un  droit  fixe;  ceux  d'ordre  i  qui  laissent  fixes  tous  les  points 
d'une  droite. 

Nombreuses  sont  les  propriétés  de  ces  sous-groupes  que  nos 
Géométries  classiques  admettent  implicitement  comme  évi- 
dentes ! 

A-t-on  jamais  mis  en  doute  qu'on  puisse  faire  pivoter  une 
figure  autour  d'une  droite  de  façon  à  amener  en  coïncidence 
un  plan  de  la  figure  passant  par  l'axe  avec  un  autre  plan 
passant  par  le  même  axe?  qu'on  peut  faire  glisser  une 
droite  sur  elle-même?  qu'on  peut  la  faire  pivoter  autour 
d'un  de  ses  points  dans  un    plan  qui  la  contient?  etc.    Et  tous 
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ces  postulats  sont  de  même  nature,  tous  reviennent  à  admettre 
des  propriétés  du  groupe  des  déplacements. 

Or,  dans  nos  Géométries  classiques,  un  postulat  et  un  seul, 
celui  qui  porte  le  nom  d'Euclide,  paraît  faire  exception  à  la 
règle.  Et  ainsi  il  occupe  une  place  à  part,  prépondérante, 
comme  quelque  phénomène  inattendu,  jetant  une  note  discor- 
dante dans  un  parfait  concert.  C'est  à  ce  postulat  fameux  que 
M.  Méray  s'attaque  tout  d'abord  en  le  faisant  rentrer  dans  la 
règle  commune.  C'est  là  la  première  et  principale  originalité 
de  sa  Géométrie  nouvelle,  le  grand  progrès  vers  l'unité  de 
méthode  et  de  conceptions. 

Dans  le  groupe  des  déplacements,  les  translations  forment 
un  groupe,  puisque  deux  translations  successives  peuvent  être 
remplacées  par  une  seule  translation.  Pourquoi,  après  avoir 
admis  tant  de  propriétés  des  déplacements,  ne  pas  admettre 
celle-ci  ?  En  quoi  ce  postulat  répugne-t-il  plus  à  notre  esprit 
que  celui  d'Euclide?  Parce  que  nos  esprits,  formés  à  l'école 
classique,  n'y  sont  pas  accoutumés.  Mais  si  nous  faisons  effort 
sur  nous-mêmes,  si  nous  nous  dégageons  de  nos  vieilles  habi- 
tudes, nous  nous  apercevrons  sans  peine  que  M,  Méray  a 
raison. 

En  substituant  à  la  proposition  d'Euclide  celle  qui  consiste 
à  admettre  comme  évidente  la  possibilité  d'une  translation 
dans  laquelle  rfeu:?  droites  glissent  sur  elles-mêmes  et  comme 
évident  le  fait  que  ces  translations  forment  un  groupe,  il  donne 
enfin  à  l'ensemble  des  postulats  de  la  Géométrie  élémentaire 
une  unité  ignorée  jusqu'alors. 

Voici  donc  le  fait  capital  :  Tous  les  postulats  de  la  Géo- 
métrie de  M.  Méray  sont  tirés  des  propriétés  des  déplace- 
ments; et  ainsi  il  avait  réalisé  d'avance  dans  le  domaine  élé- 
mentaire l'affirmation  de  M.  Henri  Poincaré. 

Courageusement  il  met  tous  ces  postulats  en  évidence,  sans 
les  masquer,  sans  détours.  Voici,  par  exemple,  comment  débute 
le  Chapitre  III  (Perpendicularité  des  droites  et  des  plans)  : 

«  Une  demi-droite  mobile  t  peut  glisser  indéfiniment  sur  un 
plan  fixe  P  de  manière  que  son  origine  o  demeure  en  coïnci- 
dence constante  avec  un  point  O  de  ce  plan .... 

»  Un  plan  mobile  p  peut  glisser  indéfiniment  aussi  sur  le 
plan  fixe  P,  sous  la  condition  que  l'une  de  ces  demi-droites  t 
y  soit  animée  du  mouvement  défini  ci-dessus. 
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»  Outre  0  il  existe,  dans  une  figure  mobile  de  l'espace 
liée  invariablement  au  plan  /),  quelque  autre  point  o'  con- 
servant comme  celui-ci  une  position  O'  fixe  dans  l 'es- 
pace. » 

J'ai  intentionnellement  souligné  la  fin  de  cette  citation. 
D'aucuns  lèveront  les  bias  au  ciel  en  lisant  cela.  On  admet 
tout  alors!  Oui,  on  admet  ce  qui  est  nécessaire,  et  c'est  là 
simplement  admettre  une  propriété  du  sous-groupe  à  un  para- 
mètre. 

Pour  se  rendre  compte  de  ce  que  l'on  admet  dans  nos  Géo- 
métries  élémentaires  pour  remplacer  ce  postulat,  il  faut  ana- 
lyser de  près  les  premiers  théorèmes  sur  les  droites  et  plans 
perpendiculaires.  Dans  l'excellente  Géométrie  de  M.  Hada- 
mard,  comme  Introduction  à  la  démonstration  d'une  perpen- 
diculaire à  une  droite  dans  un  plan  qui  la  contient,  je  trouve 
ceci  (p.  5  et  6)  : 

«  Deux  angles  égaux  BAC,  B'A'C  peuvent  être  placés  l'un 
sur  l'autre  de  deux  façons  différentes,  savoir  :  ou  bien  le 
côté  A'B'  venant  sur  AB  et  A'C  sur  AC,  ou  l'inverse.  On 
passe  de  l'une  à  l'autre  en  retournant  l'un  des  angles  sur 
lui-même.  Dans  ce  retournement  il  y  a  une  demi-droite 
intérieure  à  l'angle  qui  ne  change  pas,  c'est  celle  qui 
divise  l'angle  en   deux  parties  égales.   » 

Ce  postulat  vaut-il  mieux  que  celui  de  M.  Méray?  Il  fait 
peut-être  un  peu  plus  illusion;  mais  il  est  moins  fécond. 

II. 

La  disparition  de  la  fameuse  proposition  d'Euclide,  l'unité 
dans  les  postulats  constituent  la  véritable  originalité  de  la 
Géométrie  de  M.  Méray.  Concurremment,  je  dirai  presque 
conséquemment,  M.  .Méray  fusionne  les  deux  Géométries  du 
plan  et  de  l'espace.  C'est  là  une  idée  qui  était  neuve  en  1874, 
lors  de  la  première  édition  de  l'Ouvrage,  et  qui  depuis  a  fait 
son  chemin;  il  y  a  cependant  quelque  mérite  à  la  soutenir  et 
à  la  mettre  en  œuvre.  Car,  pour  opérer  vraiment  cette  fusion, 
il  se  suffisait  pas  de  démarquer  les  théorèmes  de  la  Géo- 
métrie d'Euclide  pour  en  changer  l'ordre  séculairement  con- 
sacré. Il  fallait  faire  plus. 
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Sur  ce  point  d'ailleurs  la  cause  est  gagnée.  Tous  les  mathé- 
rnaticiens  sont  d'accord  pour  convenir  que  notre  Géométrie 
dite />/ane  n'est  pas  une  Géométrie  plane.  Il  n'y  a  pas,  en  effet, 
une  seule  des  premières  pages  de  nos  Traités  classiques  où 
l'on  ne  fasse  des  opérations  dans  l'espace  pour  démontrer  des 
propositions  de  Géométrie  plane.  Je  citais  tout  à  l'heure,  dans 
un  autre  but,  quelques  lignes  de  la  Géométrie  de  M.  Hadamard 
et  elles  contiennent  un  déplacement  dans  l'espace.  Pour 
retourner  un  angle,  il  faut  bien  le  sortir  de  son  plan!  Si  l'on 
voulait  construire  une  vraie  Géométrie  plane,  c'est-à-dire  une 
Géométrie  fondée  uniquement  sur  des  déplacements  dans  un 
plan,  qui  pût  être  comprise  par  des  êtres  à  deux  dimensions, 
on  serait  conduit  à  une  Géométrie  qui  différerait  de  la  nôtre 
sur  bien  des  points  et  qui,  d'ailleurs,  serait  sans  intérêt  pra- 
tique. 

Dans  une  telle  Géométrie,  deux,  triangles  ayant  les  trois 
côtés  égaux  ne  seraient  pas  nécessairement  égaux,  c'est-à-dire 
superposables,  et  l'on  se  heurterait  à  des  difficultés  semblables 
à  celles  qui  naissent  dans  l'espace,  uniquement  parce  que  nous 
n'avons  pas  le  sens  de  la  quatrième  dimension. 

Outre  la  fusion  que  M.  Méray  pose  en  principe,  il  fait  une 
large  place  dans  son  Ouvrage  au  Calcul.  Par  un  esprit  de 
classification  poussé  à  l'excès,  on  prétendait  jadis  partager  les 
Mathématiques  en  domaines  limités,  rigoureusement  fermés 
les  uns  aux  autres  et  se  suffisant  par  eux-mêmes.  On  trouve 
encore  dans  notre  enseignement  secondaire  de  vieux  profes- 
seurs qui  bannissent  toute  lettre  de  l'Arithmétique,  sous  pré- 
texte que  c'est  de  V Algèbre,  et  qui  n'acceptent  pas  qu'on 
démontre  le  théorème  de  Pythagore  en  se  servant  des  pro- 
priétés des  proportions,  car  ce  n'est  pas  de  la  Géométrie! 
C'est  enfantin,  et  l'on  j>eut  affirmer  qu'il  n'y  a  que  ceux  dont 
les  connaissances  sont  très  bornées  qui  puissent  ainsi  prétendre 
mettre  des  bornes  à  chaque  branche  de  la  Science  et  qui  ne 
voient  pas  qu'elles  se  pénètrent  les  unes  les  autres,  sans  pou- 
voir être  délimitées. 

«  Qu'entend-on  par  caractère  géométrique?  Qu'est-ce  qui 
distingue  les  notions  purement  géométriques  des  notions  ana- 
lytiques? »  écrit  M.  Henri  Poincaré.  «  Est-ce  d'être  suscep- 
tibles de  représentation?...  Cela  veut-il  dire  que  nous  rfous 
représentons  les  objets  dans  l'espace  géométrique?  Mais  nos 
représentations  ne  peuvent   être  que  la  reproduction  de  nos 
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sensations;  on  ne  peut  donc  se  représenter  les  objets  que  dans 
l'espace  sensible  tout  à  fait  dillVrent  de  l'ef^pace  géométrique. 
Gela  veut-il  dire,  au  contraire,  que  nous  raisonnons  sur  le 
monde  extérieur  comme  s'il  était  dans  l'espace  géométrique? 
Où  est  alors  ce  caractère  géométrique,  si  profondément  dis- 
tinct du  caractère  analyti(|ue?  )> 

Et  les  puristes  verront  avec  horreur,  dans  le  Livre  de 
M.  Méray,  les  triangles  semblables  précéder  les  triangles 
égaux,  et  le  Calcul  se  mèlei-  à  la  démonstration  des  cas  d'éga- 
lité des  triangles! 

III. 

Jusqu'ici,  je  n'ai  parlé  que  de  la  doctrine  de  M.  Méray,  et 
c'est  l'essentiel.  Il  me  reste  à  dire  quelques  mots  de  ses  pro- 
cédés d'exposition. 

J'avoue  franchement  que  ce  côté  de  l'œuvre  ne  me  satisfait 
pas  pleinement.  C'est,  il  est  vrai,  dans  l'état  actuel  des  choses, 
un  point  secondaire,  mais  qui,  pour  la  vulgarisation  facile  des 
idées  de  l'auteur,  aura  cependant  plus  tard  une  grande  impor- 
tance. 

Avant  tout,  évidemment  pour  éviter  le  reproche  d'empirisme 
qu'on  n'eût  pas  manqué  de  faire  à  sa  Géométrie,  M.  Méray  a 
tenu,  avec  une  insistance  manifeste,  à  introduire  une  rigueur 
parfaite  dans  toute  son  exposition.  Non  content  d'avoir  minu- 
tieusement mis  en  évidence  tous  les  postulats  qu'il  admettait, 
il  a  tenu  à  ne  jamais  faire  appel  à  l'intuition  lorsqu'il  pouvait 
s'en  passer.  C'est  ainsi  qu'il  définit  scrupuleusement  un  point 
d'une  droite  intérieur  ou  extérieur  à  un  segment  de  cette 
droite,  qu'il  fait  précéder  la  théorie  des  lignes  courbes  de 
notions  trè.s  développées  sur  les  limites,  etc. 

Il  a  eu  raison;  et  voici  que  je  parais  être  en  contradiction 
avec  moi-même  en  disant  :  qu'il  a  eu  raison  d'avoir  tort. 

Je  m'explique. 

Je  conçois  fort  bien  que,  ^touv  faire  accepter  sa  Géométrie, 
M.  Méray  ait  cru  devoir  ne  rien  laisser  au  hasard,  la  ciseler,  la 
polir  avec  soin  pour  bien  montrer  que  c'était  une  œuvre  vrai- 
ment mathématique. 

Il  a  donc  eu  raison  de  rédiger  ainsi  son  premier  Ouvrage, 
qui  sera,  en  quelque  sorte,  la  Bible  de  la  nouvelle  Géométrie. 

Mais,  maintenant  que  l'œuvre  est  connue,  que  des  expé- 
riences  probantes   et   répétées   ont    prouvé  l'excellence  de   la 
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méthode,  on  poun-ait  simplifier  l'exposition.  Je  sais  bien  que 
M.  Méra}"  m'objectera  que  ces  expériences  mêmes  plaident  en 
faveur  de  sa  rédaction.  Je  lui  répondrai,  et  il  ne  me  contredira 
point,  que  les  maîtres  qui  ont  fait  ces  expériences  ont  été  pour 
la  plupart  exceptionnels  et  que  le  rôle  de  l'enseignement  oral 
a  eu  sa  large  part. 

D'autre  part,  dans  un  but  de  parfait  ordonnancement, 
M.  Méray  a  adopté  un  ordre  parfaitement  logique,  mais  qui,  à 
mon  avis,  ne  sera  pas  conservé  lorsque  ses  méthodes  se  vulga- 
riseront. Il  a  d'un  seul  trait  épuisé  d'abord  tout  ce  qui  est 
relatif  à  la  droite  et  au  plan,  jusqu'aux  polyèdres  et  à  l'homo- 
tétie  dans  l'espace,  y  compris  les  mesures  des  angles  et  les 
lignes  trigonométriques,  sans  prononcer  le  mot  de  cercle.  Ce 
n'est  qu'après  tout  cela  qu'on  aborde  les  lignes  courbes  avec 
l'ampleur  qu'un  bon  analyste  sait  donner  au  sujet  et  qu'on 
apprend  à  connaître  le  cercle. 

C'est  parfait  en  théorie,  un  peu  dogmatique  en  pratique. 
D'ailleurs,  M.  Méray  lui-même  ne  tient  pas  outre  mesure  à  cet 
ordre,  et  il  prévoit  dans  sa  Préface  que  les  professeurs  auront 
à  faire  dans  l'Ouvrage,  suivant  les  besoins,  des  transpositions 
ou  des  coupures. 

Nous  sommes  d'accord. 

Les  nouveaux  programmes  de  l'Enseignement  secondaire  ont 
introduit  l'étude  de  la  Géométrie  dans  les  basses  classes  de  nos 
Lycées.  Les  premiers  essais  ont  été  peu  satisfaisants.  Les  en- 
fants comprennent  mal  les  indigestes  théorèmes  classiques. 
Déjà,  entre  universitaires,  on  parle  d'essayer  dans  ces  classes 
un  enseignement  purement  expérimental  de  la  Géométrie. 

Voilà  une  belle  occasion  pour  adopter  définitivement  la  mé- 
thode Méray,  qui  se  prêtera  admirablement  à  cet  essai. 

Si  l'on  conserve  pour  l'enseignement  théorique  la  méthode 
classique  artificielle  d'Euclide,  on  aura  deux  enseignements  de 
la  Géométrie,  comme  nous  avons  actuellement  deux  enseigne- 
ments de  la  Mécanique,  l'un  en  Physique  (le  vrai),  l'autre  en 
Mathématiques  purement  symbolique  et  irréel.  Si,  au  contraire, 
on  opte  pour  la  nouvelle  Géométrie  ,  on  pourra  créer  aisé- 
ment une  suite  d'enseignements  concentriques  qui,  d'abord 
empiriques,  finiront,  au  dernier  échelon,  par  acquérir  toute 
la  précision  désirable. 

La  méthode  de  M.  Méray  prend,  comme  nous  l'avons  vu, 
tous  ses  postulats   dans  le  groupe  des   déplacements.  Rien  ne 
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sera   plus  aisé  que  de  vérifier  et   d'expliquer   expérimentale- 
ment ces  postulats  devant  de  jeunes   enfants    et   de   leur  en 
donner  d'abord  les   conséquences   les   plus   simples,    les    plus 
aisées  à  concevoir  et  les  plus  immédiatement  utiles. 

Ce  sera  un  premier  petit  Livre  rudimentaire.  Plus  tard,  on 
complétera  ces  premières  notions  dans  une  seconde  étude  sans 
avoir  à  les  démolir  pour  y  substituer  des  théorèmes  arbitraires. 
Et  enfin,  aux  grands  élèves,  à  ceux  qui  se  destinent  à  des  car- 
rières scientifiques,  on  exposera  la  théorie  complète  avec  toute 
la  rigueur  qui  convient  à  une  Science  exacte. 

Voilà  le  programme  que  je  souhaite  voir  réalisé  dans  un 
avenir  prochain,  pour  le  bien  de  notre  enseignement  scienti- 
fique et  pour  la  gloire  du  Maître,  dont  le  nom  restera  impéris- 
sable dans  la  Science  française  et  dans  le  monde. 

Carlo  Bourlet. 

P.  S.  —  Je  n'ai  presque  pas  parlé  des  nombreuses  expé- 
riences probantes  auxquelles  a  donné  lieu  la  Géométrie  de 
M.  Méray.  On  l'enseigne  actuellement  dans  les  écoles  normales 
d'instituteurs  de  Nîmes,  Auxerre,  Dijon,  Lyon,  Albertville, 
Grenoble,  Melun,  Ghàlons-sur-Marne,  Quimper,  Aurillac;  dans 
les  écoles  primaires  supérieures  de  Dijon,  Montbard,  Chalon- 
sur-Saône,  Lyon,  Charmes,  Nancy.  Partout  le  succès  a  été 
immédiat  et  éclatant.  On  trouvera  d'ailleurs  à  ce  sujet  des 
renseignements  très  complets  dans  un  rapport  de  M.  Duport, 
professeur  à  l'Université  de  Dijon,  paru  dans  le  Tome  XIV  de 
la  Bei'ue  bourguignonne  (1904). 


CERTIFICATS  DE  MÉCAMQIE  RATIO^^ELLE, 


Grenoble. 


Epreuve  écrite.  —  I.  Un  mobile  de  masse  m  est  soumis  à 
l'action  d'une  force  centrale  j'épulsive  constante  F  =  ni/c 
émanant  du  point  O.  Ce  mobile  part  du  point  A  (OA  =  a) 
avec  une  vitesse  dont  l'intensité  est  1^0=  s/ika  et  de  direc- 
tion à  déterminer. 

Le  point  A  est  situé  sur  l'axe  Ox.   On  prend  sur  Ox  le 
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point  B  symétrique  du  point  A  par  rapport  au  point  O. 
Parmi  les  courbes  allant  de  K  en  B,  situées  dans  le  plan 
xOy  et  qu'on  peut  forcer  le  mobile  à  parcourir  en  le  lan- 
çant suivant  la  tangente  en  A  avec  la  vitesse  (^0=  \'i-ka, 
quelle  est  celle  qui  est  brachistochrone  ? 

II.  Une  plaque  matérielle  homogène,  non  pesante,  a  la 
forme  d'une  ellipse;  elle  est  mobile  autour  d'un  axe  fixe 
Oz  perpendiculaire  à  son  plan  au  centre  O  de  l'ellipse. 
La  masse  de  cette  lame  est  ^m.  Un  point  matériel  M  de 
tirasse  m  peut  se  mouvoir,  sans  frottement,  le  long  du  con- 
tour de  cette  ellipse.  Ce  point  est  attiré  par  le  point  O 
proportionnellement  à  la  distance  {on  désignera  par  \x^  la 
valeur  absolue  du  coefficient  de  proportionnalité,  par  a 
et  b  les  demi-axes  de  l'ellipse). 

1°  Etudier  le  mouvement  du  système  en  prenant  les  con- 
ditions initiales  suivantes  :  le  point  est  d'abord  au  som- 
met A  du  grand  axe,  la  vitesse  de  la  plaque  est  nulle; 

2°  Montrer  que  l'on  peut  déterminer  la  vitesse  initiale 
du  point,  de  façon  que  l'ellipse  reste  immobile  :  déduire 
des  équations  du  mouvement  général  la  valeur  de  cette 
vitesse  particulière  en  fonction  des  données. 

Epreuve  pratique.  —  Une  demi-ellipse  est  plongée  dans 
un  liquide.  Le  grand  axe,  qui  la  limite,  est  horizontal  et 
situé  dans  le  plan  de  charge.  Le  liquide  vient  jusqu'à  ce 
plan  et  confine  au  vide. 

On  demande  : 

\°  Le  centre  de  pression  de  cette  demi-ellipse  ; 

1"  La  longueur  du  pendule  simple  synchrone  du  pen- 
dule composé  que  l'on  obtiendrait  en  faisant  osciller  la 
demi-ellipse,  supposée  homogène,  autour  de  son  axe  hori- 
zontal supposé  fixe  {les  oscillations  ayant  lieu  dans  le  vide 
bien  entendu  ).  (Juillet  1903.) 

Epreuve  écrite.  —  Un  quadrilatère,  en  général  gauche, 
LPQR,  de  forme  invariable,  de  masse  nulle,  peut  tourner 
autour  du  côté  LP  qui  est  fixe.  Le  côté  opposé  QR  constitue 
l'axe  d'un  solide  homogène  de  révolution  (S).  Ce  solide 
peut  tourner  autour  de  QR  et  glisser  le  long  de  cette 
droite.  Les  seules  forces  agissant  sur  (S)  proviennent  des 
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liaisons  gui  sont  toutes  sans  frottement.  L'état  initial  des 
vitesses  étant  donné,  trouver  le  niouienient  ultérieur. 

On  intégrera,  dans  le  cas  général,  les  équations  diffé- 
rentielles du  problème. 

On  étudiera  le  mou^'ement  du  centre  de  gravité  G 
de  (S)  dans  le  cas  particulier  où  LP  et  QR  se  rencontrent, 
et  où  la  vitesse  initiale  de  G  est  perpendiculaire  à  LP. 

Appeler  : 

6  l'angle  de  LP  et  QR; 

a  leur  plus  courte  distance. 

Définir  la  position  de  (S)  par  les  paramètres  suivants  : 

distance  p  du  centre  de  gravité  G  au  point  g  où  la  per- 
pendiculaire commune  à  LP  et  QR  /-encontre  cette  der- 
nière droite  ; 

angles  d'Euler  6,  6,  o  définissant  l'orientation  relative 
des  deux  trièdres  trirectangles  Oj"i1'i  Ji  et  Gxyz; 

Oxif^Zi  est  fixe  ; 

Ozi  coïncide  avec  LP  ; 

Gxyz  constitue  un  système  d'axes  principaux  d'inertie 
de  (S); 

Gz  coïncide  avec  QR. 

Solution. 

Les    équations    de    Lagrange    s'appliquent    naturellement    à 

ce    problème.    La   force   vive   aT   est   une  forme  quadratique 

,     d'I     do     dp      .         ,  .^   .  ,  .         , 

de  -7-j  -p- '  -7- '   dont  les  coeiiicients  ne   dépendent  que  de  0. 
dt     dt     dt  1  j  1 

On   a  deu\  intégrales  premières  en   utilisant  les  équations  de 

Lagrange  relatives  à  6  et  es;  on  a,   en  outre,  l'intégrale  des 

forces  vives.  Le  temps  t  et  les  variables  ^  et  o  s'expriment  par 

des  intégrales  de  fonctions  algébriques  de  la  variable  p. 

Epreuve  pr.\tiqt:e. —  Un  disque  circulaire  matériel  homo- 
gène, de  masse  /?i,  de  rayon  r,  d'épaisseur  négligeable, 
peut  tourner  autour  de  l'un  de  ses  diamètres  A. 

Il  est  soumis  à  l'action  d'un  couple  tendant  à  s'opposer 
à  son  mouvement.  L'axe  du  couple  est  parallèle  à  1;  le 
moment  du  couple  G6  est  proportionnel  à  l'angle  6  dont  le 
disque  a  tourné  à  partir  de  l'une  de  ses  positions. 
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On  imprime  au  disque,  placé  dans  sa  position  d'équilibre, 
une  rotation  initiale  inconnue  lo;  on  obsene  l'angle  maxi- 
mum d'écart  avec  la  position  d'équilibre;  soit  6  cet  angle. 
Calculer  la  durée  des  oscillations  qui  se  produisent  et  la 
vitesse  w. 

Dans  une  seconde  expérience,  on  adjoint  au  couple  pré- 
cédent un  autre  couple  résistant,  d'axe  parallèle  à  A,  de 
moment  proportionnel  à  la  vitesse  angulaire  de  rotation. 
On  lance  le  disque  comme  précédemment.  Il  raient,  pour 
la  première  fois,  à  sa  position  d'équilibre  au  bout  d'un 
temps  T.  Déterminer  le  second  couple. 

Application  mmkrique  :  m  =  o",i,  r  —  o"",  5.  —  Le  moment 
du  premier  couple,  pour  une  rotation  d'un  angle  droit, 
est  de  54'"''"'".  L'angle  6  est  de  45^-  Dans  la  seconde  expé- 
rience le  temps  T,  séparant  le  départ  du  moment  où  le 
disque  repasse  par  sa  position  d'équilibre,  est  t/ois  fois 
plus  grand  que  dans  la  première. 

Solution. 
Dan?  le  premier  cas.  réquation  du  mouvement  est 

I  —j—  -7-00  =  0        avec         1  =  — ;—  ; 
df^  4     ' 

/G 
en  posant  1  /  y  =  aj,  on  a 

6  =  e  sinai/. 
La  durée  dune  demi-oscillation  est 

la  période  2T1,  la  vitesse  initiale  ai  6. 

L'équation  du  mouvement  relative  à  la  seconde  expérience 
est 

di(i  dd        ^. 

^  '  dt-  dt 

(R  est  une  constante  à  déterminer). 

Pour  que  le  disque  repasse  par  sa  position    d'équilibre    au 
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bout   d'un   temps   fini,    il    faut   que   l'équation    caractéristique 

de  (i)  ait  ses  racines  imaginaires. 

On  a  alors 

-A, 
e  =  A  e     -'    sinotî^, 

A  étant  une  constante,  et  y.o  égal  a  = ; 

T  =  -, 

et  le  calcul  de  R  est  immédiat. 

On  emploie  les  unités  C.  G.  S.  pour  l'application  numérique. 
(Un  changement  d'unités  est  nécessaire  pour  le  moment  du 
premier  couple  et  pour  l'angle  maximum  d'écart.  ) 

(Novembre  igoS.) 

Lille 

Épreuve  écrite  :  Cinématique.  —  Construction  de  Savary 
pour  déterminer  le  centre  de  gravité  de  V enveloppe  d'un 
profil  invariablement  lié  à  une  figure  plane  se  déplaçant 
dans  son  plan,  ou  de  la  trajectoire  d'un  point  de  cette 
figure. 

Dynamique.  —  Application  du  théorème  de  Dalembert 
à  l'extension  des  théorèmes  généraux  de  la  Mécanique 
aux  systèmes  à  liaisons. 

Problème.  —  Un  point  matériel,  de  masse  i,  assujetti 
à  se  mouvoir  sans  frottement  sur  une  sphère  de  rayon  i, 
est  attiré,  en  raison  inverse  du  cube  de  la  distance,  par 
trois  plans  rectangulaires  deux  à  deux  passant  par  le 
centre  de  la  sp Itère. 

1°  Démontrer  que.  dans  le  mouvement,  ta  réaction  de  la 
sphère  est  constante  ; 

2"  Trouver  les  équations  finies  de  la  trajectoire  qui  est 
une  courbe  algébrique  {conditions  initiales  quelconques); 

3"  Déterminer  les  positions  d'équilibre  du  point. 

Solution. 
Les  équations 

,,..-,  d^x        a 
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donnent 


b 


dt  I        \dt  j        \dt  )        X-       y-       ^- 
(h  constante  des  forces  vives;;  puis 

^  d-x  d-y  d-z         a  b  c 

df^        -     dt^  dn         .7-2        j-2         -2 

ou 

_,         f/   /     f/r  dy  dz  . 

dt  V     f/<  dt  dt  J 

Il  vient  ensuite 

dx  \  2        a 


— -       =  ^-  —  /j  X-  -f-  a 
\  f/^  /         x^ 


(a,  8,  Y  constantes). 


De  là  on  déduit 


\^a  -H  a.72 —  hx'*-T-  \'b  -T-  i^J'- —  fiy*-^  \  c  -!-  Y^2  —  /(  j^*  =  o. 
La  question  s'achève  immédiatement.  (Juillet  igoS.) 

Épreuve  écrite  :  Cixématique.  —  Mouvement  d'un  solide 
autour  d'un  point  fixe.  On  étudiera  seulement  les  questions 
suivantes  :  composantes  de  la  vitesse  d'un  point  du  solide; 
mouvement  continu  du  solide;  composantes  de  l'accélé- 
ration d'un  point  du  solide. 

Dynamique.  —  Mouvement  d'un  solide  autour  d'un  axe 
fixe.  On  étudiera  seulement  les  questions  suivantes  :  réduc- 
tion des  forces  d'inertie  du  solide;  réactions  du  solide  sur 
ses  appuis;  propriétés  mécaniques  des  axes  principaux 
d'inertie. 

Problème.  —  Un  point  matériel  M,  de  masse  i,  se  meut 
sans  frottement  dans  un  plan,  attiré  proportionnellement 
à  la  distance  par  deux  points  de  ce  pAan ,  l'un  O  fixe, 
l'autre  S  tournant  uniformément  autour  de  O.  On 
demande  la  trajectoire  de  M  par  rapport  à  la  droite 
mobile  OS. 
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Solution. 


Les  équalions  du  mouvement  relatif  de  M  sont 

—, M-x  —  2(0  —r-  =:  —  a-x  —  b'-(x l  \, 

dfi  dt  y  h 

d^y  ,  dx  , 


Posons   X  = 
sur  OS). 


X  ;    y  =:  Y    (  nouvelle    origine 


On  obtient  les  deux  intégrales  premières 

V/X\2       fdY 


dt 


dt 


^(a2-^è2—  t02)(X2+Y2)   =  h, 


^d\_^d^_ 

dt  dt  ' 


L'élimination  du  temps  donne  en  coordonnées  polaires  l'équa- 
tion de  la  trajectoire 


=/ 


(/<•  —  Wp2)  dp 


p  ^  j  (  0^2  _  «2  _  ^2  )  p4  _H   (  w  -h  /Z  )  p2  —  X-  ]  (  /f  —  lop2  ) 


Si  l'on  pose  p2  =  u^  on  est  ramené  à  une  quadrature  ellip- 
tique. Il  reste  à  faire  la  discussion.  (Novembre  1903.) 


Marseille. 

Épreuve    écrite.    —    Dans    un   plan    vertical,    sur    une 
droite  Ox  dépolie,  inclinée   d'^un   angle    a   sur   l'horizon. 
Ann.  de  Mathémat.,  4'  série,  t.  IV.  (Mai  1904)  j5 
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est  placée  une  poulie  A  homogène  et  de  poids  P,  sur 
laquelle  est  enroulé  un  fil  qui  se  déroule  parallèlement 
à  Ox,  passe  ensuite  sur  une  poulie  très  petite  B,  puis  pend 


ne 


verticalement  et  porte  à  son  extrémité  G  un  poids  Q. 

Etudier  le  mouvement  de  ce  système  et  dire  : 

i"  A  quelle  condition  il  y  aurait  équilibre  ; 

i"  A  quelle  condition  le  point  G  serait  seul  en  équilibre  ; 

3°  A  quelle  condition  le  centre  de  la  poulie  resterait  fixe 
en  A. 

Etudier  le  cas  particulier  suivant  : 


P  =  Q, 


tanga  =  - 


coefficient  de  frottement  f  ^=  \,  vitesses  initiales  nulles. 


Soi-LTION. 


Soient 


X  l'abscisse  du  centre  A  compté  parallèlement  k  Ox; 

0  l'angle  dont  tourne  le  disque  dans  le  sens  des  aiguilles  d'une 

montre  ; 
y  la  distance  BG; 
T  la  tension  du  fil; 

N  la  composante  normale  de  l'action  de  Ox  sur  la  poulie; 
S  la  composante  tangentielle; 
M  la  masse  du  disque; 
m  la  masse  du  point  G. 

La    force    N    est   égale   à   M^cosa,  et   la   force  S   est  infé- 
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Heure  à  M^/cosa  s'il  n'y  a  pas  glissement,  et  elle  est  égale 
à  M^ycosa  s'il  y  a  glissement.  Dans  ce  dernier  cas,  elle  est  en 
sens  contraire  de  la  vitesse  du  point  de  contact  du  disque  et 
de  Ox.  Cette  vitesse  comptée  suivant  Occ  est 

dx       „  d^ 
dt  dt 

Si  l'on  compte  S  dans  le  sens  Oa:,  on  a  dans  le  cas  du  glis- 
sement 

S  =  ±  M^/cosa 

et  dans  le  cas  où  il  n'y  a  pas  glissement 
I  S]  <M^/cosa. 

Si  a  désigne  la  longueur  non  enroulée  du  fil  lorsque  y  et  0 
sont  nuls,  on  aura 

(i)  X  ^ y  4-  R6  =  a. 

Les  équations  du  mouvement  sont 

M  —r-r  =  ^\sr  sina  h-  S  —  T, 
df^  *  ' 

d'^y 

A  ces  équations  on  adjoindra,  s'il  y  a  glissement,  l'équation 

S  =  ±  M^y  cosa, 

et  l'on  prendra,  pour  commencer,  le  signe  —  ou  le  signe  ■+- 

.               dx        ^  d^  ...  .       -c 

selon  que  — ^  T  ^^'"^  positii  ou  negatii. 

On  y  adjoindra,  au  contraire,  l'équation 

dx        ^  d^ 

dt  dt  ' 

s'il  y  a  roulement,  et  il  faut  que 

|S|<>I^/cosa. 
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,    Examinons  dabord  les  questions  posées  : 

1°  Conditions  de   l'équilibre.  —  Dans  ce  cas      ,  „  i  —r^ y 
^  dt^       dt^ 

-j-z  sont  nuls;  on  a  donc 

M^  sina  4-  S  —  T  =  o, 

S  +  T  =  o, 

mg  —  T  =  o. 
On  en  tire 

T  =  m^,         S= — mg,         uS  =  —  M ^  sina. 

De  plus,  puisqu'il  n'y  a  pas  glissement,  il  faut 

|S|  <lM^/cosa. 
On  a  donc  comme  condition 

M^  sina  =  2/?îj^,         tanga<-y". 

L'équilibre  a  donc  lieu  si  la  composante,  parallèle  au  plan 
incliné,  du  poids  de  la  poulie  est  égale  au  double  du  poids  Q, 
et  si  la  tangente  de  l'angle  a  est  inférieure  à  la  moitié  du  coef- 
ficient de  frottement. 

d~  Y 
2°  Le  point  d  peut-il  être  immobile  ? —  Dans  ce  cas  —j-^  =o, 

et  le  point  E  glisse  nécessairement  sur  Ox,  car  l'on  a,  par  la 
relation  (i), 

dx       ^  d% 

dx 
de  sorte  que  la  vitesse  du  point  E  est  2-^  et  elle  ne  pourrait 

être  nulle   que  si  tout  le  système  était  en   équilibre.    Si   l'on 

suppose  (  -y-  I   >■  o,  les  équations  du  mouvement  seront 

M-^  =  M^sina  — M^/cosa— T, 

d^& 
MR-^=2(M^/cosa-T), 

o  =  mg  —  T, 
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dx       ^  d^  •       1     , . 

ot,  puisque  -^ — \-  n-j-  =  o,  on  lire  de  la  : 

o  =  M^  sina  -I-  M^ycosa  —  3  m^ 

ou 

3m^  =  M^(sina -t-/cosa). 

Telle  est  la  relation  qui  doit  exister  entre  les  poids  de  la 
poulie  et  du  point  C  pour  que  le  point  G  soit  immobile  pen- 
dant que  la  poulie  descend;  on  verrait  facilement  qu'elle  des- 
cendra indéfiniment  d'un  mouvement  uniformément  accéléré 
si  l'on  a 

M^(sina  — /cosa)  —  mg  >  o. 

Dans  le  cas  contraire,  la  vitesse  ira  en  diminuant,  puis  elle 
deviendra  nulle.  A  partir  de  cet  instant,  les  équations  du  mou- 
vement devront  être  changées,  et  l'équilibre  du  point  G  cessera 
d'exister.  Gar  alors,  ou  bien  la  vitesse  du  point  E  continuera 
à  être  nulle,  le  disque  roulera  et  entraînera  nécessairement  le 
point  G,  ou  bien  la  vitesse  du  point  E  sera  négative,  il  faudra 
changer  le  sens  de  S,  et  la  relation 

3 m^  =  M^(sina -i-/cosa) 
doit  être  changée. 

3°  Condition  pour  que  le  centre  de  la  poulie  soit  fixe.  — 
Si  l'on  suppose  que,  primitivement,  le  point  G  descende,  la 
vitesse  est  positive,  S  =  —  M^/cosa,  et  les  équations  du  mou- 
vement sont 

o  =  M^(sina  — y  cosa)  —  T, 

MR^  =  2fM^-/cosa  — T), 
On  a  d'ailleurs,  puisque  x  est  constant, 


et,  par  conséquent, 


dx       ^  dd 

—, h  R^-  =  o 

dt  dt 


d^y       ^^2  6 
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• 

On  a 

donc 

2 

M 

et 

,  par 

suite, 

-(M^/cosa-T)  +  ^--T  =  o 


^(i  +  2/cosa)—  (^-^  ;^JM^(sina^/cosa;  =  o 

ou 

I  -I-  2/cos  a     _  M  -f-  2  m 
sina  — y  cosa  /?i 

ou  encore 

M  _  I  —  2  sina -+- 4/ cosa 
m  sina — y  cosa 

ce  qui  exige  d'ailleurs  que  sina  — y  cosa  >  o,  c'est-à-dire 

tanga  >/. 

Ces  conditions  étant  réalisées,  le  centre  de  la  poulie  resterait 
fixe  au  moins  pendant  un  certain  temps.  Mais  il  pourrait  arriver 

que  cet  état  ne  persiste  pas,  car  si  -y—  est  negatii,  -j-  finira  par 

être  nul  et  ensuite  négatif,  et  les  équations  ne  conviendront 
plus 

Mouvement  dans  le  cas  où  f  ^=  i,  P  =  Q,  tanga  =  -;  vitesses 

4 
initiales  nulles.  —  On  a  alors 

M^  =M^sina-+-S  — T, 

^2  6 

•       MR^=-2(S  +  T), 

M^  =  M£'  — T. 
dt^  * 

Les  vitesses  initiales  étant  nulles,  on  ne  sait  pas  si  E  glissera; 
supposons  qu'il  glisse  vers  le  bas;  alors  S  sera  égal  à 

—  M^ycosa 
et,  puisquey=i,  on  aura 

S  =  —  M^  cosa. 


On  aura  donc 


cf-x 
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^\ g  sina  —  M^  cosa  —  T, 


IMR  -; —  =  -1-  •2(  M ^  cosa  —  T;. 
'    nt- 


On  a  d'ailleurs 

'dF  '^  'dF  '^       dr^   ~  '^' 
et  l'on  suppose  que  E  glisse  vers  le  bas,  c'est-à-dire 

dx       R  rfO 
dt  dt 


Additionnant  les  trois  équations  on  a 

o  =  M ^( sina  -i-  cosa  -i-  i)  —  4  T. 

On  aura  par  conséquent 

sina  -i-  cosa  -l-  i 


d'^x 
de- 


sin  a  —  cosa 


d'où 


=  -j§-(3sina  —  5cosa  —  i), 
4 

f/26              /                sina -f- cosa -^- I  \ 
—  =.,^(cosa -, j 

=  -^(3cosa  —  sina  —  i); 


d^x        ^  d^a         )        .    . 

R  — —  =:  -^(osina  —  ii  cosa-t-i). 

dl^  df^         -i  ' 


Or  sina  =  ->  cosa  =  -^  on  a  donc 

0  0 


d^x        ^  d^^         I  /„ 


1      =  —  1 ,  v>.. 


Donc 


d'x  d-'  9 

'~dF  dt- 
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est  négatif,  et  par  conséquent 

dx  dû 

— r-  —  R  —r-> 
dt  dt 

qui,  dans  l'instant  initial,  est  nul,  sera  négatif  dans  l'instant 
suivant,  contrairement  à  l'hypothèse. 

On  verrait  de  même  qu'on  ne  peut  pas  supposer 

dx  dO 

'dt  ~      dt 
négatif. 

La  seule  hypothèse  est  donc  de  supposer  qu'il  y  a  roulement 
et  qu« 

^  _R  ^ 
'dt  dt 

reste  nul. 

Dans  ce  cas,  les  équations  du  mouvement  seront 

M^  =  M^-sina  +  S  — T, 
dt^  * 

d^^ 

et  il  faudra  vérifier  [S  |<M^/cosa,  c'est-à-dire  |  S  |<  M^  cosa. 
On  a,   outre  les  trois  équations  précédentes,  les  deux  sui- 
vantes : 

d'^x        d^y       „  o?-^e 


d-^x  _  p  ^ 

'di^  ~     dt^ 


qui  dannent  donc 


M^sina-f-S— T  — 2(S^-T)4-M^  — T  =  o. 
M^sina-f-S  — T  +  2(S  +  T)  =o 

c'est-à-dire 

M^(i-Hsina)  =     S-f-4T, 

—  M^sina  =3S+     T 

d'où 

nS  =—  M^(i-H5sina). 


4 


ot  l'on  a 
<-'est-à-(lire 
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,.  .  3  , 

Liomme  sina  =  -,  on  a  donc 

—  >I  ^  <  M^cosx, 
II 

-iM^,-<lM^         suit         •2o<44. 

Il  y  a  donc  bien  roulement.  (3n  a 

1 1 
T  =  — M^-sina-  3S  =  (~  —  \\mg=  V^^lg. 

On  aura  par  conséquent 


d'-x        ri 

dt^   ~  *  V  5        I 

-  —  —]  = 
I        55/ 

_  U 
55 

d-^a          i4 
rfr^  ~      55^' 

«'2  K                28 

(/<2   ~        55^* 

Donc  le  disque  A  monte  en  roulant  d'un  mouvement  unifor- 
mément accéléré. 

Le  cas  général  se  ferait  facilement  en  calquant  le  raison- 
nement sur  le  cas  précédent. 

Épreuve  pratique.  —  Une  poutre  AB,  encastrée  en  A  dans 


un  mur  vertical,  repose  par  son  extrémité  B  sur   un  sup- 
port BC.  Sa  longueur  est  de  5™,   5^   section   est   un   carré 
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de  o^jao  de  côté,  et  elle  supporte  une  charge  unifor- 
mément répartie  de  looi^^  par  mètre  courant,  calculer  la 
réaction  N  exercée  en  B  par  le  support  : 

1°  Lorsque,  ce  support  étant  supposé  incompressible ,  l'ex- 
trémité B  reste  à  la  même  hauteur  que  A; 

i"  Lorsque,  BG  étant  supposé  compressible,  le  point  B 
peut  s'abaisser  d'une  petite  quantité  BB'=  z. 

Calculer,  dans  ce  cas,  la  réaction  N'  et  l'abaissement  z 
en  admettant  que  le  support  BC  est  constitué  par  une 
poutre  de  même  nature  et  de  mêmes  dimensions  que  la 
poutre  AB. 

On  adoptera  pour  le  coefficient  E  la  valeur  0,6  x  10^. 


On  trouve 
et  sensiblement 
On  a 


Solution. 

N  =  375''^ 
N'=  N. 
£  =  o""",078.  (Juillet  igoj.) 


S0LITI0\S  DE  OIESTIO.\S  PROPOSÉES. 


1853. 

(  1900,  p.  288.) 


On  considère  la  surface  engendrée  par  un  cercle  de 
grandeur  invariable  qui  se  déplace  suivant  une  loi  quel- 
conque; montrer  que  les  normales  à  cette  surface,  menées 
au  point,  qui  appartiennent  au  cercle  mobile  dans  une  de 
ses  positions,  s'appuient  sur  deux  droites. 

(B.    BlUCARD.) 

SOLUTION 
Par  M.   R.  Bricard. 

Le  théorème  est  encore  vrai  si,  dans  l'énoncé,  on  remplace 
le  mot  cercle  par  les  mots  hélice  tracée  sur  un  cylindre  de 
révolution. 
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Soient  H  l'hélice  considérée  dans  une  de  ses  positions,  (S)  la 
surface  qu'elle  engendre  dans  son  déplacement. 

Les  normales  à  (S),  aux  différents  points  de  H,  sont  : 

1°  Normales  aux  trajectoires  de  ces  points; 

2"  Normales  à  H. 

Elles  appartiennent  donc,  en  vertu  des  théorèmes  connus,  à 
deux  complexes  linéaires  et  font,  par  conséquent,  partie  d'une 
congruence  linéaire.  c.  q.  f.  d. 

Dans  le  cas  où  H  se  réduit  à  un  cercle,  l'une  des  deux  direc- 
trices de  la  congruence  linéaire  est  évidemment  l'axe  du 
cercle;  l'autre  est  la  conjuguée  de  cet  axe  dans  le  déplace- 
ment. 

1949. 

I  1902,  p.  5-5.) 

On  considère  dans  un  plan  quatre  couples  de  points  A  A', 
BB',  ce,  DD'  et  les  six  contours  quadrangulaires 

D'BA'G,  DB'AC, 
D'CB'A,  DG'BA', 
D'AG'B,     DA'GB'. 

On  peut  inscrire  à  ces  contours  six  coniques  qui  soient 
bitangentes  à  une  même  conique.  (G.  Fontené.) 

SOLUTION 

Par  UN  ABONNE. 

On  peut  inscrire  à  cinq  des  six  contours  quadrangulaires 
cinq  coniques  qui  soient  bitangentes  à  une  même  conique. 
Supposons  que,  par  une  transformation  homographique,  on 
ait  fait  de  cette  dernière  conique  un  cercle;  si  O  est  le  som- 
met de  l'un  des  deux  cônes  isotropes  qui  passent  par  ce  cercle, 
en  joignant  le  point  O  à  tous  les  points  de  la  figure  et  en  cou- 
pant par  une  sphère  de  centre  O,  on  a  à  démontrer  le  fait 
suivant  :  Etant  donnés  sur  une  sphère  quatre  couples  de  points 
AA',  BB',  GG',  DD'  et  les  six  contours  quadrangulaires  ana- 
logues à  ceux  de  l'énoncé,  si  cinq  de  ces  contours  sont  circon- 
scriptibles  à  des  cercles,  le  sixième  est  également  circonscrip- 
tible  à   un   cercle.    Or,  en  adoptant  l'hypothèse  de   contours 


(   236  ) 

convexes,  afin  d'écarter  des  difficultés  secondaires  ('),  les  trois 
premières  conditions  de  circonscriptibilité  sont  :     • 

D'B  —  BA'-4- A'G  -CD'  =  o, 
D'G  —  CB'-i-B'A  —  AD'=o, 
D'A— AG'+C'B  —  BD'  =  o, 

et  l'une  d'elles  peut  être  remplacée  par  celle-ci  : 

—  BA'-^- A'G  — GB'+B'A  — AG'-i-G'B  =  o; 

la  même  chose  ayant  lieu  pour  les  trois  autres  conditions  de 
circonscriptibilité,  le  théorème  est  démontré. 

Un  cas  singulier  de  la  figure  précédente  se  rencontre  dans  le 
problème  de  Malfatti  étendu  à  la  sphère.  Soient  ABG  un  triangle 
sphérique,  D'  le  pôle  intérieur  du  cercle  inscrit;  les  cercles 
inscrits  aux.  triangles  sphériques  D'BG,  D'GA,  D'AB  touchant 
les  côtés  BG,  GA,  AB  en  des  points  A',  B',  G',  et  l'on  peut 
regarder  la  figure  D'BA'G,  par  exemple,  comme  le  cas  limite 
d'un  quadrilatère  circonscriptible  ;  les  deux  cercles  tan- 
gents à  D'A  ont  une  seconde  tangente  commune  de  même 
espèce  que  D'A,  laquelle  passe  en  A',  et  les  trois  tangentes 
communes  que  l'on  obtient  ainsi  concourent  en  un  point  D; 
les  trois  quadrilatères  DB'AG',  DG'AB',  DA'BG'  sont  circon- 
scriptibles  à  des  cercles  tangents  entre  eux  deux  à  deux. 

1975.    ^ 

(1903.  p.  384.) 

D'un  point  P  du  plan  d'une  parabole  on  abaisse  les 
trois  normales  à  la  courbe  dont  les  pieds  sont  A,  B,  G.  Par 
chacun  des  pieds  A,  B,  G  on  mène  la  droite  symétrique  res- 
pectivement de  PA,  PB,  PC  par  rapport  à  la  direction  de 
l'axé  de  la  parabole.  Démontrer  que  ces  trois  droites  con- 
courent en  un  point  P'  et  que  la  projection  de  la  distance  PP' 
sur  l'axe  est  constante.  (E.-N.  Barisien.) 

(')  Le  lecteur  est  prié  de  faire  la  figure,  en  plaçant  par  exemple 
les  points  A,  B,  C  et  le  point  D'  sur  l'hémisphère  vu,  les  arcs  D'A, 
D'B,  D'C  rayonnant  autour  de  D';  les  quatre  autres  points  seront 
dans  le  voisinage  des  points  diamétralement  opposés  aux  premiers; 
les  six  côtés  du  contour  BA',  A'C,  CB',  ...  franchissent  le  contour 
apparent. 
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SOLUTION 
Par  M.  A.-H.  Couvkrt. 

La  première  partie  de  l'énoncé  n'est  qu'un  cas  particulier 
d'un  théorème  démontré  par  M.  Duporcq,  à  propos  de  la  ques- 
tion 1803  (voir  N.  A.  M.,  1901,  p.  474)-  Nous  allons  démontrer 
cette  propriété  anal}  tiquement.  Pour  cela,  nous  écrirons  d'une 
part  l'équation  aux  ^  des  pieds  des  normales  issues  de  P(2,  P) 
à  la  parabole  ^2 — ipx  =0,  d'autre  part  l'équation  aux  j'  des 
pieds  des  droites  symétriques  des  normales  par  rapport  à  la 
direction  de  l'axe  issues  d'un  point  P'(i<,t').  L'équation  d'une 
normale  PA  est 

Exprimons  qu'elle  passe  en  P,  nous  avons 

(P— 7)2/?2+j'(2/>a— j2^  =0 

ou 

(1)  —  j3_t_2^(a— /?)J'  +  •2/?2^   =0. 

Une  droite  telle  que  P'A  sera 

Y  — r=^/^X  — ^V 
P\  ■^PJ 

Ecrivons  qu'elle  passe  en  P'  : 

ou 

(2)  y^ — •2p{u-hp) y -\- ip'^v  =  o. 

Il  y  a  donc  trois  droites  telles  que  P'A  issues  d'un  point  P', 
de  même  qu'il  y  a  trois  normales  issues  de  P.  Ecrivons  que 
ces  deux  séries  de  trois  droites  se  correspondent;  il  suffit 
d'identifier  (i)  et  (2).  Cela  donne 

_,=     ^-/^     ^  P 
—  a  —  p         V 

D'où 

(3)  M  =  a  —  2/>         et         V  —  —  p. 
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On  voit  qu'à  tout  point  P  du  plan  correspond  un  point  P', 
ce  qui  démontre  la  première  partie  de  l'énoncé.  En  outre, 
de  M  =  a  —  2/>,  on  tire 

a  —  «f  =  2yD, 

ce  qui    montre   que  la    projection   de   PP'  sur  l'axe  est   con- 
stante et  égale  à  %p. 

Remarques.  —  On  peut  ajouter  quelques  propriétés  inté- 
ressantes : 

I.  La  droite  PP'  a  pour  équation 

y  —  j3        X  —  a 


ou 

(4)  p{y-^)-^{x-^)^o. 

On  déduit  facilement    de  cette  équation  le  résultat  suivant  : 
Si  P  décrit  une  hyperbole  équilatère  d'équation 
y?(B  —y)—y{\  —  x)  =  o, 

la  droite  PP'  passe  par  un  point  fixe  (A,  B). 

H.  Lorsque  le  point  P  décrit  une  droite  (D),  le  point  P'  dé- 
crit une  autre  droite  (D)  également  inclinée  sur  l'axe  de  la 
parabole  et  PP'  enveloppe  une  parabole  dont  l'axe  est  perpen- 
diculaire à  celui  de  la  proposée. 

Reprenons  en  effet  les  équations  (3).  Soit 

(  5  )  y  =■  mx  -\-  n 

la  droite  (  D  ).  On  a 

a  =  M  H-  2/?,  P  =  —  V . 

Portons  ces  valeurs  de  a,  ^  à  la  place  de  a",  y  dans  (5);  cela 
donne  : 

—  V  ^  mi^u -\- ip^-\- n         ou         r=  —  mu  —  imp  —  n. 

On  voit  que  le  lieu  de  P'  est  une  droite  (D')  de  coefficient 
angulaire  égala  — m\^  ce  qui  démontre  la  première  partie. 
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Pour  clierclier  l'enveloppe  de  PP',  mettons  l'équation 
de  (D)  sous  la  forme  x  =  '^j'  -+-  [x  cl  remplaçons  a  par  X^ -+- [j. 
dans  ( 4  );  cela  donne 

ou 

l<^-^  —  {  p  -^  T  —  IX)'^  -r-  py  =  O. 

L'enveloppe  de  cette  droite  est 

{x  ->r  p  —  tj.)"^  —  4^  py  =  o- 

C.  Q.  F.  D. 

III.  i"  Lorsque  la  droite  (D)  est  l'ordonnée  a^=jD,  les 
points  P  et  P'  sont  symétriques  par  rapport  au  sommet  de  la 
parabole  ; 

2"  Lorsque  la  droite  (D)  est  l'ordonnée  a7  =  -  /»,  la  droite  PP' 

passe  constamment  par  le  foyer  de  la  parabole; 

3"  Lorsque  (D)  est  un  diamètre  de  la  parabole,  PP' a  une 
direction  fixe. 

Ces  derniers  résultats  se  vérifient  aisément. 

Autre  solution  par  M.  Letierce. 
1976. 

(1903,  p.  38(.) 

\  et  O  sont  les  centres  des  cercles  inscrit  et  circonscrit  au 
triangle  ABC.  On  projette  sur  10  les  points  de  contact  du 
cercle  I  et  des  côtés  du  triangle  :  la  somme  algébrique  des 
rayons  projetants  est  nulle.  (G.  Fleuri.) 

SOLUTION 

Par  M.  Letierce. 

Désignons  par  a,  [3,  y  les  points  de  contact  du  cercle  (I)  et 
des  côtés  BG,  GA,  AB.  Pour  démontrer  la  proposition,  il  suffit 
de  faire  voir  que  le  centre  de  gravité  du  triangle  a^y  est  sur 
la  droite  01. 

Soit  £  le  milieu  du  côté  ^yi  ^^  polaire  de  £,  par  rapport  au 
cercle  (I),  est   parallèle  à    Py  ^^  passe  par  A;    c'est  donc  la 
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bissectrice  extérieure  du  triangle  ABC,  relative  au  sommet  A. 
Donc  le  pôle  de  la  médiane  as  par  rapport  à  I  est  le  pied  de 
celte  bissectrice  extérieure. 

Par  suite,  si  A  est  la  droite  joignant  les  })ieds  des  bissectrices 
extérieures  du  triangle  ABC,  nous  concluons  que  A  est  la  po- 
laire par  rapport  à  (I)  du  centre  de  gravité  de  a^y 

Mais  on  sait  {Traité  de  Géométrie  de  Rouché,  Géométrie 
du  triangle)  que  A  est  perpendiculaire  à  10  ;  donc  le  centre 
de  gravité  de  a^y  ^st  sur  la  droite  10. 

c.    Q.    F.    D. 

Autres  solutions  de  MM.  Plakhowo,  F.  Farjon,  Barisien,  Alasia. 


QIIESTIOXS. 


1997.  Démontrer  lidentité 

a    .    [  a  \ 

2"  cos"  —  sin  nr  -4-  «  — 

■i         \  ■.>  / 

=  sinar-  -I-  C,\  sin(a?  -i-  «  j  -i-  C;-,  sin(a"  -h  aa)  -^.  .  . 
-i-  G^  sin(.r  -\-  pa)  ■+-... -^  C',\  un (x  -\-  na), 

où  C/j,  C;,,  . . .,  Cjj  sont  les  coefficients  biuomiaux. 

(  C.   BOURLET.) 

1998.  Calculer  le  déterminant 


I     G|  o 

,     Cl         CI 
1     Cl         Cl 


Ci 


I       ^/ii  ^'/H  ^/n 

I    r2        r,3        r.i 

'       ^m+l       ^in+i       ^m+\ 


rni 
(C.    BoURLET.  ) 
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[K9a^] 

SLU  l\E  GÉVBRUISATIOX  DES  XOTIO\S  D'AIRE 
ET  UE  PLA\; 

Par   m.  Maurice   FRÉGHET. 


La  s^énéraîisntion  que  je  propose  pour  la  notion 
d' aire  avail  été  déjà  énoncée  séparément  par  M.  Peano 
(1890)  et  M.  Laisant(iSgg).  M.  Peano  en  donneniênie 
une  application  fort  intéressante  à  la  définition  de 
l'aire  d'une  surface  [Sulla  defînizione  delTarca  d'una 
superficie  (Rendiconli  délia  R.  Accadeniia  dei  Lincei, 
\q  janvier  1890)].  M.  Luisant,  qui  ne  connaissait  pas 
la  Note  de  M.  Peano,  a  é^alfnient  proposé  la  gén:'- 
ralisation  de  notion  de  plan  [Aire  duue  courbe  gauche 
fermée  (Congrès  de  l'Association  française  pour  l'avan- 
cement  des  Sciences,  \^  septembre  1899)]. 

Le  premier  paragraphe  de  cet  article  ne  présente 
donc  rien  de  nouveau,  le  second  me  parait  apporter 
ime  utile  justi/icalion  de  l' extension  proposée  et  peut 
avoir  un  certain  intérêt  nu  point  de  vue  du  calcul 
fonctionnel. 

1"  Nous  ne  considérerons,  dans  ce  qui  suit,  que  des 
courbes  L.  planes  ou  gauclies,  foiinées  d'un  ou  de  plu- 
sieurs contours  fermés  à  tangente  continue,  saul  en  un 
nombre  fini  de  j)oints  isolés.  Supposons  appliquée  sui- 
vant chaque  élément  de  L  une  force  F  représentée  en 
grandeur,  direction  et  sens  par  la  moitié  de  cet  élément 
(en  su{)posant  qu'un  sens  de  parcours  ait  été  préalable- 
ment défini  sur  L). 

Ann.  de  Mathémat.,  \'  série,  I.  IV.  (Juin  1904  )  10 
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La  résultante  générale  et  le  moment  résultant  de  ce 
système  de  forces  pris  à  l'origine  seront  des  vecteurs 
finis 

R  :  -    /   dx.     -    I   dy,      -    /   dz, 
■^-'l  ^A  -^A 

s  •   {   So  =  -    I   z  dx  —  X  dz, 

f    Ss  =  -    I  X  dy  —  y  dx. 
\      ■       -^Jl 

D'ailleurs,  puisque  la  courbe  L  est  composée  de 
lignes  fermées,  les  trois  premières  intégrales  sont  nulles. 
Donc  le  système  de  forces  se  réduit  à  un  couple  dont  le 
moment  résultant  est  le  même  en  un  point  quelconque 
et  a  pour  projections  sur  les  axes  de  coordonnées  les 
aires  S|,  S2,  S3  des  trois  projections  de  L. 

D'ailleurs,  si  la  courbe  est  plane,  son  aire  est  égale, 

comme  on  sait,  à  la  longueur  y/S"^  +  S!;  +  S3  du  vec- 
teur S,  et  son  plan  est  perpendiculaire  à  ce  vecteur. 
Mais  la  définition  de  ce  vecteur  est  indépendante  de  la 
question  de  savoir  si  la  courbe  est  plane  ou  non.  Il  est 
alors  naturel  de  pren'dre  ces  propriétés  comme  définition 
dans  le  cas  général.  Nous  appellerons  donc  aire  d'une 
courbe  L,  plane  ou  gauche ,  for  niée  d' un  ou  de  plusieurs 
contours  fermés,  la  longueur  du  vecteur  S  f/ui  a  pour 
projection  les  aires  S(,  S2,  S3  des  projections  de  L  et 
DIRECTION  DE  PLAN  de  Cette  courbe  la  direction  de  plan 
pependiculaire  à  ce  'vecteur.  Les  aires  Sj ,  So,  S3  seront 
d'ailleurs  comptées  positivement  ou  négativement  selon 
que  la  projection  du  sens  de  parcours  de  L  sur  un  plan 
de  coordonnées  sera  le  sens  direct  de  rotation  défini 
dans  ce  plan  ou  non. 
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Nous  allons  montrer  que  celte  définition,  non  seule- 
ment contient  la  définition  ordinaire  comme  cas  parti- 
culier, mais  qu'elle  pctinel  d'énoncer  (Micore,  dans  le  cas 
de  couibes  gauches,  certaines  propriétés  de  l'aire  et  du 
plan  d'une  courhe  plane. 

Tout  d'abord,  la  définition  mécanique  que  nous 
avons  donnée  du  vecteur  S  nous  permet  de  constater  que 
la  définition  de  ce  vecteur  est  indépendante  du  choix 
des  axes  de  coordonnées.  Par  conséquent,  l'aire  et  le 
plan  d'une  courbe  gauche  ne  dépendent  que  de  cette 
ligne  elle-même. 

On  voit  de  même  que  la  projection  du  vecteur  S 
sur  un  axe  quelconque  est  la  somme  des  moments  des 
forces  F  par  rapport  à  cet  axe.  Par  suite,  I'aiue  de  la 
projection  d'une  courbe  gauche  L  sur  un  plan  quel- 
conque P  est  égale  au  produit  de  /'aire  de  cette  courbe 
par  le  cosinus  de  l' angle  du  plan  P  avec  le  plan  de  la 
courbe  L. 

Il  en  résulte  immédiatement  la  proposition  suivante  : 

Etant  donnée  une  courbe  fermée  plane  ou  gauche  L, 
/"/  existe  en  général  une  direction  de  plan  P  et  une 
seule  telle  que  l'aire  de  la  projection  de  L  sur  un 
plan  quelconque  perpendiculaire  à  P  soit  constamment 
nulle. 

C'est  cette  direction  P  que  nous  avons  appelée  direc- 
tion du  plan  de  la  courbe.  S'il  existe  deux  telles  direc- 
tions, toute  projection  de  la  courbe  a  une  aire  nulle.  11 
en  est  ainsi,  par  exemple,  lorsque  L  se  compose  de 
deux  courbes  fermées  L,,  L2  telles  que  L2  s'obtienne  en 
effectuant  une  translation  quelconque  de  L<  et  renver- 
sant le  sens  de  parcours.  11  serait  intéressant  de  chercher 
si  ce  cas  peut  aussi  se  présenter  pour  une  courbe  fermée 
d'un  seul  morceau  et  sans  points  doubles. 
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Le  théorème  précédent  fait  apparaître  la  direction  de 
plan  d'une  courbe  comme  une  direction  privilégiée 
iouissaut  di;  propriétés  particulières,  même  lorsque  la 
courbe  n'est  pas  plane. 

Cette  observation  est  encore  confirmée  par  la  re- 
marcpie  suivante  : 

Tout  plan  de  symétrie  d'une  courbe  plane  ou 
gauche  est  perpendiculaire  à  la  direction  du  plan 
de  cette  courbe. 

1°  Arrivons  maintenant  au  lliéorcme  qui  montre  le 
mieux  le  caractère,  en  quelque  sorte  nécessaire,  de  notre 
généralisation  (que  sa  définition  mécanique  avait  pu 
faire  paraili-e  un  peu  arlificielle). 

Auparavant,  rappelons  quelques  définitions.  Nous 
appellerons yb//cZ/o'^  de  la  ligne  L  une  quantité  déter- 
minée par  la  ligne  L  et  qui  ne  varie  qu'avec  elle.  ISous 
dirons  que  deux  courbes  L,  L'  ont  un  \oisinage  défini 
par  le  nombre  £,  si  l'on  peut  établir  entre  les  points 
de  L  et  de  L'  une  correspondance  univoque  et  réci- 
proque dans  laquelle  la  distanc(;  de  deux  points  corres- 
pondants reste  inférieure  à  s. 

Par  délinition,  une  fonction  de  ligne  U^  sera  continue 
si  (Ul. —  Ul)  tend  vers  zéro  lorsque  £  tend  vers  zéro, 
L  restant  fixe. 

Enfin  étant  données  deux  courb(;s  L,  L',  nous  dési- 
gneions  par  L  +  L'  l'ensemble  des  courbes  L,  L'  duquel 
on  a  supprimé,  s'il  en  existe,  les  arcs  communs  à  L,  \J 
parcourus  en  sens  contraires. 

La  courbe  L  -h  L'  rentrera  comme  L  et  L'  dans  la 
catégorie  de  courbes  à  laquelle  nous  nous  limitons. 

Ceci  posé,  il  suffit  de  réfléchir  à  la  manière  dont  on 
définit,    en  Géométrie  élémentaire,  l'aire  d'une  courbe 
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plane  L  pour  constater  (|ue  la  méthode  ordinaire  peniicL 
d'énoncer  la  proposition  suivante  : 

L'aire  d'ii/ie  ligne  vhxy^ferniéc  L  est  la  sevi.k  fonc- 
tiun  de  ligne  Ul  qui  jouisse  des  t/uatre  propi'iétés 
siiis'antes  lors(/iie  la  ligne  L  reste  dans  un  plan  fixe  : 

I.   Elle  est  coniimie ; 

IJ.   Elle  vérifie  l  équation  fonctionnelle 

Ul+l  =  Ul-hUl  ; 

III.  Elle  ne  varie  pas  lorsqu'on  déplace  la  courbe  L 
sans  la  déformer  ; 

IV.  Elle  est  égale  à  i  pour  un  carré  de  côté  égal 
à  I  parcouru  dans  le  sens  direct. 

Nous  sommes  conduits  h  chercher  s'il  existe  une  fonc- 
tion de  ligne  jouissant  des  mêmes  propriétés  dans  le  cas 
d'une  courbe  plane  ou  gauche. 

D'après  ce  cpii  précède,  cette  fonction  U^  coïncidera 
avec  l'aire  de  L  lorsque  la  courbe  L  sera  plane.  .Mais, 
poiir  cpi'on  puisse  étendre  les  quatre  conditions  à  une 
courbe  gauche,  il  faudra  supprimer  l'hypothèse  f|ue  L 
reste  dans  un  plan  fixç.  Cela  suHit  pour  qu'il  soit  inain- 
tenant  inij-ossible  de  réaliser  les  quatre  conditions.  Car 
si  les  sens  de  parcours  des  faces  L,,  Lo,  L3  d'une  pyra- 
mide triangulaire  de  sommet  P  et  de  base  L  sont  con- 
venablement choisis,  on  aura 

L  =  Li  -1-  L2-T-  L3 

et,  par  conséquent,  on  devrait  avoir 

Ul=  Ul.-i-  Ui.,-^Ul3. 

Or  L|,  Lo,  L3,  L  étant  des  courbes  planes,  les  (juan- 
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tités  Ul,  Ul  ,  U|^,  Ul^  seront  les  aires  des  quatre  faces  de 
la  pyramide  et  celle  égalité,  qui  est  exacte  lorsque  P  est 
dans  le  plan  de  L,  n'aura  pas  lieu  quel  que  soit  P. 

On  ne  peut  donc  pas  généraliser  d'une  manière 
immédiate^  mais  cela  tient  à  ce  qu'il  faut  généraliser  les 
conditions  en  même  temps  que  les  objets  auxquels  elles 
s'appliquent.  Et  la  considération  du  vecteur  S  nous 
conduit  naturellement  à  cette  extension.  Nous  pourrons 
a^^e\er Jonction  vectorielle  continue  de  la  ligne  L  un 
vecteur  dont  les  trois  projections  sont  des  fondions  con- 
tinues de  la  ligne  L  et  nous  énoncerons  la  proposition 
suivante  : 

Le  vecteur  S  e^^  la  seule  fonction  vectorielle  Ul 
de  la  ligne  fermée  L  qui  jouisse  des  quatre  propriétés 

sui<^antes  : 

F.   Elle  est  continue; 

11'.   Elle  vérifie  V équation  fonctionnelle 

Ul+L'=(Ul+UlO, 

l'expression    (Ul+  Ul-)  désignant    la   somme   géomé- 
trique des  deux  vecteurs  Ul,  Ul'! 

Iir.  Dans  un  déplacement  de  L  sans  déformation, 
le  vecteur  Ul  subit  le  même  déplacement; 

IV'.  La  longueur  du  vecteur  Ul  est  égale  à  i 
lorsque  L  est  un  carré  de  côté  égal  à  i  parcouru  dans 
le  sens  direct. 

Il  suffit  de  se  reporter  à  la  définition  mécanique  de  S 
pour  constater  que  S  vérifie  bien  ces  quatre  condi- 
tions. Nous  allons  montrer  qu'il  n'y  a  pas  d'autre 
solution. 
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En  eflet,  s'il  exisle  un  vecleur  Uj,  vérinaiit  I',  II', 
lir,  IV',  sa  longueur  salisfcra  aux  condilions  I,  il, 
III,  IV,  lorsque  L  csl  une  ligne  plane  d'un  plan  fixe 
arbitraire.  Donc,  celte  longueur  mesure  l'aire  de  L 
lorsque  L  est  une  courbe  plane. 

D'aulie  part,  la  direction  du  vectcîur  Ui,  doit  être 
perpendiculaire  au  plan  de  la  ligne  plane  L.  En  efîet, 
considérons  deux  lignes  L,  L'  d'un  plan  P,  symétriques 
par  rapport  à  une  droite  D  du  j)lan  P;  leurs  aires  seront 
égales  et  de  signes  contraires.  Donc  l'aire  de  L  +L'  est 
nulle  et,  par  conséquent, 

Ll+l  =  o  ; 

les  vecteurs  Ul  et  U^'  sont,  [)ar  suite,  égaux  et  de  sens 
contraire,  ])uisque  leur  résultante  est  nulle.  Or,  on  passe 
de  L  ta  L'  et,  par  suite,  de  U,  à  Ul-  par  une  rotation  de 
i8o°  autour  de  D.  Les  vecteurs  Uj ,  Ul.  doivent  donc  être 
symétriques  par  rapport  à  D  el,  comme  ils  sont  directe- 
ment opposés,  ils  sont  nécessairement  perpendiculaires 
à  D.  En  résumé,  quelle  que  soit  la  ligne  L  du  plan  P, 
le  vecteur  Ul  est  constamment  perpendiculaire  à  toute 
droite  de  ce  plan,  il  est  donc  perpendiculaire  à  ce  plan. 
Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  le  vecteur  Ul  coïncide 
certainement  avec  le  vecteur  S  quand  la  ligne  est  plane. 
Il  est  facile  de  montrer  qu'il  en  est  encore  de  même 
pour  une  ligne  fermée  gauche  quelconque  L.  Eu  effet, 
inscrivons  une  ligne  polygonale  fermée  IT^  de  n  côtés 
dans  cette  ligne  L,  de  façon  que  les  sens  de  parcours  se 
correspondent,  et  soit  A  un  point  quelconque  de  l'es- 
pace. On  pourra  déterminer  les  sens  de  parcours  des 
triangles  L,,  Lo,  .  .  . ,  L„  de  sommet  A  ayant  pour  bases 
les  côtés  de  n„,  de  façon  que  l'on  ait 

n„=  Li-+-  L2-+-. .  H-  L„, 
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d'où 

Un„=(Ui,+  UL,  +  ...+  ULj. 

Par  siiile,  la  projection  sur  Oxy  de  Uq_  sera  la 
somme  algébrique  des  proieclioiis  de  U,^,  .  .  .,  U]  _.,  c'est- 
à-dire  des  aires  des  projections  L, ,  .  .  .,  L)^  de  Li,  .  .  ., 
L„  sur  xO)'.  Or,  si  FI,'^  est  la  projeclioii  de  11/^  sur  xOy, 
l'aire  de  fl,'^  sera  éi^ale  à  celte  somme  algébrique.  Eu 
définitive,  les  projections  de  Un,,  sei'ont  les  aires  algé- 
britpies  des  projections  de  TT^. 

Si,  maintenant,  on  lait  tendre  les  longueui'S  des  côtés 

de  ïl,i  vers  zéro,  avec  -»  la  propriété  de  continuité  montie 

Cju'il  en  sera  de  même  pour  L.  Donc  Li^  fst  identique  à  S. 
On  voit  ainsi  que,  pour  avoir  une  véritable  généra- 
lisation de  l'ail  e,  il  faut  remplacer  le;  nombre  qui  mesun; 
Taire  par  le  vecteur  S.  On  pourrait  appeler  le  vecteur  S, 
aire  vectorielle  de  L  et  sa  longueur  aire  scalaire  de  L. 
On  pounait  alors  énoncer  ainsi  un  tbéorème  bien 
connu  dans  le  cas  des  courbes  planes  : 

JJ aire  vectorielle  de  la  projection  de  L  sur  un 
plan  P  est  égale  à  la  p/ojection  de  l'ai/e  vectorielle 
de  L  su/'  la  pe/'pendiculaire  à  P. 

Ce  théorème  doit  être  entendu  en  grandeur  et  en 
signe;  c'est-à-dire  cjue  Taire  de  la  projection  sera  aflcctée 
d'un  signe  ainsi  fjue  les  longueurs  portées  sur  Taxe  A 
perpendiculaire  au  plan  P.  Les  aires  seront  comptées 
positivement  quand  un  observateur  placé  sur  Taxe  A,  la 
tète  dans  le  sens  positif  par  rapport  aux  pieds,  voit  le 
coiitour  projeté  parcouru  dans  le  sens  direct. 
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[M'5h] 

SIU  OtELOlES  PROFRIÉTKS  DES  CIBIOIES  \ODALES; 

Par  m.  t.  LEMOYNE. 


Considérons  niic  cubifjne  nodalc  et  nnc  involuLioii  de 
droites  OP,  OP',  OQ,  OQ',  .  .  . ,  ayant  pour  sommet  le 
point  double  O  et  pour  rayons  doubles  les  tangentes  à 
la  cul)i([ue  en  ce  point.  Ces  rayons  doubles  forment  une 
involution  avec  chaque  système  de  deux  couples  tels 
que  OP,  OQ  et  OP',  OQ' ;  OP,  OQ'  et  OP',  OQ  ;  par 
suite,  d'après  un  lliéorèine  bien  connu  de  Cbasles,  les 
droites  PQ,  P'Q'  d'une  part  et  les  droites  PQ',  P'Q  de 
l'autre  se  coupeuL  en  deux  points  de  la  couibe. 

1.  Si,  par  le  point  double  O  d'une  cubique  nodale, 
on  mène  deux  couples  de  droites  OP,  OP'  et  OQ,  OQ', 
conjuguées  harmoniques  par  rapport  aux  tangentes 
en  O,  les  cordes  PQ,  P'Q'  et  PQ',  ^' (^interceptées par 
deux  droites  non  conjngées  des  deux  couples  et  par 
les  deux  droites  restantes  se  coupent  en  deux  points^l 
et  ]\  de  la  courbe. 

On  en  iléduit  iniinéch'atenu'nt,  lorsque  OQ  se  rap- 
proche indéfiniment  de  OP,  que  : 

2.  Lorsque  deux  droites  issues  du  point  double  sont 
conjuguées  harmoniques  par  rapport  aux  tangentes  cji 
ce  point,  les  tangentes  aux  deux  points  où  elles  ren- 
contrent la  cubique  se  coupent  sur  cette  courbe. 

Par  un  point  A  de  la  cubique  on  ne  peut  mener  que- 
deux  tangentes  n'ayant  pas  leur  contact  en  ce  point.  Si 
l'on  trace  dès  lors  la  droite  AP  tangente  en  P,  la  conju 
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guée  harmonique  OP'  de  OP  par  rapport  aux  Langentes 
en  O  rencontre  la  courbe  en  un  point  P'  tel  que  la  tan- 
gente en  ce  point  passe  par  A  (2).  Le  point  P'  coïncide 
par  suite  avec  le  point  de  contact  de  la  seconde  tangente 
menée  par  A. 

3.  Si,  d'un  point  d'une  cubique  nodale,  on  mène  les 
deux  tangentes  à  la  courbe  autres  que  la  lange ti te  en 
ce  point,  les  droites  qui  joignent  les  points  de  contact 
au  point  double  sont  conj  uguées  hainioniques  par  rap- 
port aux  tangentes  en  ce  dernier  point. 

On  en  déduit  cette  propriété  des  cubiques  dont  les 
tangentes  au  point  double  sont  rectangulaires  : 

4.  Lorsque,  par  un  point  d'une  telle  cubique,  on 
mène  les  deux  tangentes  à  la  courbe  autres  que  la  tan- 
gente en  ce  point,  l'angle  sous  lequel  la  corde  de 
contact  est  vue  du  point  double  a  pour  bissectrices  les 
tangentes  en  ce  dernier  point. 

On  en  déduit  comme  cas  particulier  ce  théorème 
connu  : 

Si,  d' un  point  d' inflexion  I  d'une  cubique  nodale, 
on  mène  la  tangente  IM  à  la  cubique  en  Al,  les  droites 
qui  joignent  I  et  M  au  point  double  sont  conjuguées 
harmoniques  par  rapport  aux  tangentes  en  ce  point. 

Lorsque,  dans  le  théorèuie  3,  le  point  d'où  l'on  mène 
les  deux  tangentes  décrit  la  cubique,  les  droites  qui 
joignent  les  points  de  contact  au  point  double  engen- 
drent évidemment  l'involution  qui  a  pour  rayons 
doubles  les  tangentes  en  ce  dernier  point.  La  corde  de 
contact  enveloppe  par  suite  une  conique;  d'ailleurs  la 
corde  interceptée  par  chacun  des  rayons  doubles  de  l'in- 
volution considérés  comme   deux   rayons    homologues 
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inliuinient  voisins  esl  évitlemineiit  ce  rayon  lui-même. 
Nous  pouvons  donc  dire  que  : 

5.  La  corde  de  contact  des  deux  tangentes  menées 
d'un  point  mobile  d'une  cubique  nodale  à  cette  coui'be 
enveloppe  une  conique  tangente  aux  deux  tangentes  à 
la  cubique  en  son  point  double. 

Si  ces  deux  langenles  sont  rectangulaires,  les  droites 
isotropes  sont  homologues  dans  l'involution  et,  par  suite, 
si  la  cubique  est  circulaire,  elles  interceptent  dans  cette 
cubique  la  droite  de  l'intîni,  ce  qui  nous  donne  la  pro- 
priété connue  : 

Si,  d'un  point  d'une  strophoïde  on  mène  les  deux 
tangentes  à  la  courbe  autres  que  la  tangente  en  ce 
point,  la  corde  de  contact  enveloppe  une  parabole  dont 
la  directrice  passe  par  le  point  double. 

Lorsque  les  droites  isotropes  sont  tangentes  au  point 
double ,  les  rayons  homologues  de  l'involution  sont 
rectangulaires  et  l'on  a  les  propriétés  suivantes  des 
cubic|ues  acnodales  tangentes  en  leur  point  conjugué 
aux  droites  isotropes  : 

6.  Si,  par  le  point  conjugué  d'une  telle  cubique  on 
mène  deux  couples  de  sécantes  rectangulaires  coupant 
respectivement  la  cubique  en  A,  A'  et  B,  B',  /e.s- 
cordes  AB,  A' B'  et  AB',  A' B  se  coupent  en  deux 
points  M  et  N  de  la  courbe. 

7.  Les  tangentes  aux  extrémités  d^une  corde  vue 
du  point  double  isolé  sous  un  angle  droit  se  coupent  en 
un  point  P  de  la  courbe. 

8.  Réciproquement,  si  d'un  point  P  de  la  cubique, 
on  mène  les  deux  tangentes  à  cette  courbe,  la  corde 
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de  contact  AB  est  vue  du  point  conjugue  sous  un  angle 
droit. 

9.  Cette  corde  enveloppe,  lorsque  le  point  P  décrit 
la  courbe,  une  conique  ayant  le  point  conjugué  pour 

foyer. 

En  remarquant  que  les  côtés  d'un  angle  qui  admet 
des  bissectrices  données  engendrent  un  faisceau  invo- 
lutif  dont  les  droites  isotiopes  forment  un  cou[)le  de 
rayons  homologues,  on  obtiendra  la  propiiété  suivante 
des  mêmes  cubiques  : 

10.  Lorsque,  par  le  point  conjugué  O  d' une  cubique 
acnodale  tangente  en  ce  point  aux  droites  isotropes, 
on  mène  une  sécante  quelconque  coupant  la  courbe 
en  E,  les  couples  de  droites  issues  de  O  également  incli- 
nées surOVj  interceptent  dans  la  courbe  des  cordes  qui 
concourent  au  point  d'intersection  de  la  cubique  et  de 
la  langenle  en  E. 


[M'5h] 
SIR  QIELQIES  APPLICVTIOXS  D'l!\  THÉORÈME  M  CIIASLES 
AIX  CIBIQIES  i\ODALES  CIRCILAIRES; 

Par  m.  t.  LEMOYNE. 


I. 

Je  me  j)ropose  de  donner  dans  cette  Note  quelques 
propriétés  qui  dérivent  toutes  du  tliéoième  suivant  de 
Chasies  : 

Si  l'on  mène  par  le  point  double  d'une  cubique  des 
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Cotij)/es  de  droites  en  involntion  tels  que  les  deux  lan- 
gent es  à  in  courbe  en  ce  point  forment  un  des  couples, 
les  cordes  interceptées  dans  In  cuhicpie  entre  ces 
droites  passeront  toutes  par  un  même  point  de  celte 
courbe. 

Si  les  deux  tangentes  ne  forment  pas  un  couple  fai- 
sant partie  de  l'involution,  les  cordes  sous-tendues 
enveloppent  une  conique. 

Pai"  If  point  double  O  d  une  oiil)i([U('  circulaire, 
menons  dos  couples  de  droites  éyaleiiienl  inclinées  sur 
les  bi.sseclrices  de  l'angle  des  tangentes  en  ce  point;  les 
droites  isotropes  sont  homologues  dans  «ette  involiition. 
D'après  le  tliéorèine  précédent,  les  cordes  interceptées 
par  les  couples  de  droites  passent  [)ar  un  point  lixe  de 
la  courbe,  les  droites  isotropes  interceptent  d'ailleurs  une 
corde  qui,  passant  pai-  les  points  cveliqnes,  appartient 
à  la  droite  de  1  infini  et  le  point  de  concours  des  cordes 
est  le  troisiètne  point  où  la  cubique  coupe  cette  droite. 
Cliaque  rayon  double  pouvant  être  considéré  comme 
deux  rajoiis  homologues  infiniment  voisins,  l'intercep- 
tée devient  alois  la  tangente  en  son  point  d'intersection 
avec  la  courbe.  Les  deux  tangentes  ainsi  obtenues  sont 
celles  que  l'on  peut  mener  à  la  courbe  par  son  troisième 
point  d  intersection  avec  la  droite  de  l'infini  eu  dehors 
de  la  tangente  en  ce  point  qui  est  asym[)tote.  Elles  sont 
évidemment  parallèles  à  celle-ci. 

1.  Lorsque,  par  le  point  double  d'une  cubique  cir- 
culaire, on  mène  des  couples  de  droites  également 
inclinées  sur  les  bissectrices  de  l'angle  des  tangentes 
en  ce  point ,  les  cordes  interceptées  dans  la  courbe  sont 
parallèles  à  l'asymptote. 

H.   Dans  une  cubique  circulaire,  les  tangentes  aux_ 
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deux  points  d'intefsection  de  la  courbe  et  des  bissec- 
trices de  l'angle  des  tangentes  au  point  double  sont 
parallèles  à  l'asymptote. 

De  ce  qu'une  parallèle  à  Tasymplole  ne  rencontre  la 
cubique  qu'en  deux  points  à  distance  finie,  ou  déduit 
très  facilement  que  : 

3.  Toute  corde  parallèle  à  l'asymptote  d'une 
cubique  nodale  circulaire  est  vue  du  point  double 
sous  un  angle  qui  a  pour  bissectrices  les  bissectrices 
de  l' angle  des  tangentes  en  ce  point. 

Les  deux  tangentes  à  la  courbe  parallèles  à  son 
asymptote  ont  leurs  points  de  contact  sur  les  bissec- 
trices de  r angle  des  tangentes  au  point  double. 

Traçons  deux  sécantes  rectangulaires  OP,  OQ  et 
envisageons  maintenant  le  cas  où  les  droites  homo- 
logues sont  également  inclinées  sur  l'une  de  ces  droites. 
Les  tangentes  au  point  double  ne  forment  pas  un  couple 
appartenant  à  l'involution,  les  cordes  interceptées  enve- 
loppent dès  lors  une  conique  qui,  tangente  à  la  droite 
de  l'infini  interceptée  dans  la  courbe  par  le  couple  de 
droites  isotropes,  est  une  parabole.  Cette  parabole  est 
d'ailleurs  tangente  aux  tangentes  à  la  courbe  ayant  pour 
contact  les  intersections  P  et  Q  des  deux  sécantes  et  de 
la  courbe. 

4.  Lorsque  par  le  point  double  O  d'une  cubique  cir- 
culaire on  mène  deux  sécantes  rectangulaires  OP,  OQ 
et  que  l'on  trace  par  O  des  couples  de  droites  égale- 
ment inclinées  sur  OP  et  OQ,  les  cordes  interceptées 
enveloppent  une  parabole  tangente  aux  tangentes  en 
V  et  Ç^  à  la  cubique. 
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II. 

Si,  au  lieu  d'èlrc  foitnéf  par  des  couples  de  transver- 
sales égalemeul  inclinées  sui-  une  autre,  linvolulion  se 
compose  de  droites  i-ectangulaires,  les  droites  isotropes 
seront  les  rayons  doubles  de  cette  involution  et,  par 
conséquent,  les  cordes  interceptées  enveloppent  (liormis 
le  cas  de  la  stroplioïde)  une  conique  qui  est  évidem- 
ment tangente  aux  tangentes  à  la  courbe  aux  points 
cycliques,  c  est-à-dire  aux  droites  isotropes  issues  de 
son  foyer  singulier;  celui-ci  est  donc  foyer  de  cette 
conique. 

5.  Si;,  par  le  point  double  d' une  cubique  circulaire, 
on  mène  des  couples  de  droites  rectangulaires,  les 
cordes  interceptées  enveloppent  une  conique  ayant 
pour  foyer  le  foyer  singulier  de  la  cubique. 

On  en  déduit  que  : 

6.  Les  projections  du  foj  er  singulier  d  une  cubique 
nodale  circulaire  sur  les  cordes  interceptées  par  des 
couples  de  droites  rectangulaires  issues  du  point  double 
sont  sur  un  cercle. 

III. 

Par  le  point  double  O  de  la  cubique,  menons  une 
droite  fixe  quelconque  A  et  considérons  le  faisceau  de 
cercles  qui  ont  leurs  centres  sur  cette  droite  et  passent 
par  O. 

Un  cercle  passant  par  O  ne  peut  couper  la  cubique 
qu'en  deux  autres  points  A,  B;  d'ailleurs,  dans  le  cas 
actuel,  lorsque  lun  de  ces  points  est  déterminé,  l'autre 
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l'est  également,  car  il  n'y  a  qu'un  cercle  passant  par  O, 
A  et   ayant   son   centre   sur  A;    la  coirespondance    des 
droites  OA  et  OB  étant  visiblement  réciproque  e^t  par 
suite  involutive. 

En  considérant  le  cercle  dont  le  centre  est  infiniment 
voisin  de  O,  on  voit  que  les  tangentes  à  la  courbe  en  O 
forment  un  couple  de  l'involulion,  ce  qui  montre  que  les 
cordes  interceptées conconrent  en  un  point  di-la  cubique. 
Pour  déterminer  ce  point,  prenons  niaint(;uant  comme 
centre  vni  point  M  infiniment  éloigné  de  O  sur  A,  dési- 
gnons [)ar  OC  la  coiJe  perpendiculaire  en  O  à  A,  le 
cercle  de  rajon  MO  se  réduit  à  la  droite  de  l'infini  et 
à  OC;  la  corde  inteice])tée  est  parallèle  à  l'asj'mptole 
menée  par  C,  elle  coupe  la  combe  au  point  fixe  D,  point 
de  concours  des  cordes. 

Loisque  les  cordes  interceptées  sont  les  diamètres  des 
cercles,  les  couj)les  de  droites  liomolognes  sont  rectan- 
gulaires et  l'on  retombe  sur  la  définition  de  la  stro- 
plioïde  qui  n'est  plus  dès  lors  qu'un  cas  particulier  de 
la  proposition  suivante  applicable  à  cette  courbe  ainsi 
qu'aux  autres  cubiques  circulaires. 

7.  Si,  paj-  le  point  double  O  d  une  cubique  circulaire, 
on  mène  une  droite  quelconque  A,  les  cercles  passant 
par  O  et  ajant  leurs  centres  sur  A  interceptent  dans  la 
cubique  des  cordes  qui  passent  pur  un  point  Jixe  D  de 
celle  courbe. 

Le  point  fixe  \)  est  V intersection  de  la  courbe  et  de 
la  parallèle  à  l'asymptote  menée  par  l' extrémité  C  de 
la  corde  OC  perpendiculaire  en  O  «  A. 
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COVCOIUS  D  Al)MISSIO\  A  L'ÉCOLE  POLYTECIIMQIE  E\  1904. 
COMPOSITION  DE  MATIIÉMATIQIES. 

Solution  par  M.  PHILBERT  DU  PLESSIS. 


PREMIÈRE    QUESTION. 

On  donne  une  sphèi'e  de  rayon  /■,  de  centre  O  origine 
de  coordonnées  reci angulaires  Ox^  Oj^,  O.;.  Un  point 
de  celte  sphère,  priniitivenient  situé  en  Mo  sur  Ox,  se 
déplace  uniformément  sur  le  grand  cercle  MoN,  de  Mo 


vers  N,  avec  une  vitesse  angulaire  w.  En  même  temps 
le  plan  primitivement  situé  en  OMoIN  I oui  ne  unifor- 
mément autour  de  ON,  de  OMqN  vers  OEN,  avec  la 
même  vitesse  angulaire.  Par  suite  de  ce  double  mouve- 
ment, le  point  mobile  considéré,  au  bout  du  temps  t^ 
occupera  une  certaine  position  ^I. 

I.  Détermine}'  en  fonction  de  t  les  coordonnées  du 
point  M,  les  composantes  de  sa  vitesse  v,  et  celles  de  son 
accélération  iv  suivant  les  directions  des  axes.  Déter- 

Ann.  de  Mathémat;,  4'  série,  t.  IV^.  (Juin  1904.)  '7 
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miner  aussi  la  grandeur  de  la  vitesse,  celle  de  l'ac- 
célération  tangentielle  Wt^   et  de  r accélération  nor- 
male w,i- 

II.  Construire  les  projections  sur  les  trois  plans  coor- 
donnés de  la  trajectoire  de  M. 

III.  \°  L'accélération  totale  de  M  étant  représentée 
par  une  droite  MW,  et  cette  droite  venant  percer  le 
plan  des  xy  en  P,  déterminer  dans  ce  plan  le  mouve- 
ment du  point  P. 

2°  Démontrer  que  la  droite  MW  rencontre  une 
droite  fixe. 

I.   Au  bout  du  temps  /,  le  point  M  se  trouve  à  la  cote 
z  =  /•  sin  oj^, 

par  suite,  sur  uu  petit  cercle,  parallèle  au  plan  Oxj, 
de  rajon  rcosw?.  D'ailleurs  le  plan  zOM  fait  aussi 
avec  zÇ)x  un  angle  égal  à  to^.  Les  deux  autres  coor- 
données sont,  dès  lors, 

37  = /•  cos-w^,        jj- = /•  cosujf  sin  tu/. 

On  peut  donc  écrire 

.'   a"  =  /•  cos^  w  <, 
(i)  <  JK  =  /' sinwi  cosw/, 

\  z  z=  r  sin  co  /, 

OU  encore 

/             /■(!-(-  cosacuO 
i   X  =  — '-, 

1  ^ 

(i  bis)  (  r  sinou)  i 

y  =  , 

-^  1 

z  =:  r  sintof. 


(  259  ) 
vieil l  maintenant,  par  dérivation, 

[  x'  =  —  /■  0)  sin2to/, 
(■2)  <  y'  =z      ruicos20it, 

z    =       /•(o  cosw  t\ 

x"  =  —  a/'oj^  COS2  w  /, 

(3)  <'  jk' =  —  2/aj"- sinaw/, 
(   ^"  = —     no- sino)  /  ; 

d'où,  pour  la  vitesse, 

(4)  V  =  \/x'^  -\- y-^  -+-  z'^  =  roj^i-\-  cos-  to  ^, 
et  pour  l'accélération  totale 

(  5  )  w  =^  SI  x"'-  -i- _/"-  -i-  z!'-  =  /•  iv2  y^4-f-  sin^w^. 

On  a  ensuite,  pour  l'accélération  tangentielle, 

,„  dv       — /Ho^  sino)  ^  cos  oj  ^ 

(b)  wt=-T-=- .  » 

"*  / 1  -I-  cos^wî 

et  pour  l'accélération  normale, 

',1—    <Jw'^—  H'f 


.  .   „  sin^io  <  cos^  10 1 


(7)  '  Y  H-cos-to< 


-T-  3cos"^oj  t 

C0S2  U)  f 


Jt.  L'élimination  de  cof,  entre  les  équations  (i)  ou 
(i  bis)  ^  prises  deux  à  deux,  donne  immédiatement, 
pour  les  projections  de  la  trajectoire  sur  les  plans 
coordonnés, 

(8)  3-2-f-jK2=  rx, 
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cercle    décrit    sur   OMq    comme    diamètre    {  fig ■    i)' 

Fig.  I. 


(9)  5--i-  rx  =  r^. 

parabole  de  sommet  Mo  et  d'axe  OMq  {Jig-  2),  passant 

Fig.  2. 

X 

N 


par  les  extrémités  du  diamètre  de  la  sphère  diiigé  sui- 
vant Oz,  ayant  un  paramètre  égal  à  -,  et  dont  la  partie 
utile  est  limitée  àO^, 

(10)  z4-i-/-2j- 


2—   7-2,^2 
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quartique    eu    forme   de    luiit    (  fi^.    3)    (dite    parfois 
lemniscate  de  Oerono),  sytnélrique  par  rapport  à  Oy 
et  Or,  ayant  pour  tangentes  en  son  point  double  O  les 


bissectrices  des  axes,  et  coupant  O^  aux  mêmes  points 
que  la  parabole. 

Remarques  géométriques.  —  i"  Si  m  est  la  projec- 
tion de  M  sur  le  plan  Oxy  {Jig-  i),  les  triangles  O.Mm 
et  OMo/w,  qui  ont  en  commun  le  côté  Om,  sont  égaux, 
puisque  OM  =  OMq,  et  que  les  angles  MO/k  et  MoOm 
sont  tous  deux  égaux  à  hit. 

Il  en  résulte  que  l'angle  O/wMq  est  droit  et,  par  suite, 
que  le  lieu  de  m  est  le  cercle  décrit  sur  OMq  comme 
diamètre. 

En  outre,  si  C  est  le  centre  de  ce  cercle,  milieu  de 
OMo,  l'angle  au  centre  Mo  CM  étant  double  de  MoO/?^, 
est  égal  à  -itiit,  ce  qui  montre  que  le  point /«décrit  uni- 
formément le  cercle  OMq,  dans  le  sens  direct,  avec  la 
vitesse  angulaire  2oj. 

2°  Si  M'  est  la  projection  de  M  sur  le  plan  Oxz, 
m'  celle  de  M'  sur  Oj:,  07i  a 

W  ni  —  Mm  =  Mnm. 
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Or,  dans  le  cercle  Oni  Mo, 


Mo  m   =  r.MoOi'. 
Donc, 


M' m'    =  7-.  Mo  m', 

ce  qui  démontre  que  le  lieu  de  M/  esl  la  parabole  trouvée 
ci-dessus  analjtiquement. 

III,   Les  équations  de  la  droite   MP  suivant  laquelle 
est  dirigée  l'accélération  sont 

X  —  x_  Y— y  _Z  —  z 

x"     ~    y'     ~     z" 

Cette  droite  coupe  donc  le  plan  Oxy  au  point  P  de 
coordonnées 

-.  zx"  ^,  zy" 

Qu,  d'après  (i  bis)^ 

/•(i  —  Bcos^wD                           37'sin2a>< 
X  = >  Y  =  —  > 

qu'on  peut  écrire 

X  =  2/'  —  3  a:,         Y= — Zy. 

Portons  l'origine  au  point  G  milieu  de  OMq,  en  chan- 

r 
géant  x  en  X)  H 

Nous  avons 

X,  =  -3;r,,        Y  =-37. 

Donc,  le  point  P  se  trouve  sur  la  droite  Cm  {fig-  i) 
à  une  distance,  au  delà  de  C,  triple  de  Cm.  Par  suite, 
le  point  P  décrit  un  cercle  concentrique  à  celui  que 
décrit  m  et  de  rayon  triple;  et,  comme  nous  venons  de 
voir  que  la  droite  Cm  (ou  CP)  tourne  autour  de  C  dans 
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le  sens  direct  avec  une  vitesse  angulaire  um.  le  point  I' 
décrit  ce  cercle  unifoi  niément,  et  dans  le  sens  direct . 

On  peut  ieinai(|uer  (|ue  les  cercles  (m)  et  (P)  sont 
les  cercles  de  centre  G  tangents  au  cercle  d'équateur 
de  la  sphère. 

Puisque  la  dioite  mV  passe  par  C,  la  droite  MP,  dont 
elle  est  la  projection,  rencontre  constamment  la  paral- 
lèle à  Oz  menée  par  C 

D'une  manière  générale,  il  est  d'ailleurs  évident  que 
si  le  mouvement  d'un  point  M  se  projetle  sur  un  plan 
suivant  un  mouvement  ciiculaire  uniforme  de  centre  C, 
l'accélération  du  point  iNl  rencontie  la  perpendiculaire  au 
plan,  menée  par  C.  En  effet,  la  projection  de  l'accélé- 
ration sur  ce  plan,  qui  est  l'accélération  du  mouvement 
projeté,  passe  par  G. 


SECONDE    QtJESTIOiV. 

Déterminer  à  o  ,  oo  i  pi  es  la  racine  positive  de  Véqua- 
tion  x"^ -\- X- — 2rj48^o,  en  appliqucitit  la  méthode 
d^ approximation  de  Newton. 

On  a 

f{x)  =    x^  +  x^—iy,.\8, 

f'{x)  =  3x--\-'ix, 
f"(x)  =  6x  +2. 

Gomme  on  a  /(a  ,  ^)  <<  o,  /(2 , 8)  >  o,   on  voit  que 
2 , 7  <  a:  <  2 , 8 . 

En  outre  /(a,  8)  étant  positif  comme  ^""(2,8),  on 
appliquera  la  méthode  à   partir  de  2,8. 

Enlin  le  maximum  M  àc  f'\x)  dans  l'intervalle  consi- 
déré est 

M-/"(2,8)  =  i8,8, 
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el  l'on  a 

M  18,! 


qui  est  <<  i .  Il  en  lésulle,  puisque  l'inleivalle 

2,8  —  2,7  =  0,1, 

qu'il  suflira  de  deux  applications  d<;  la  méthode  à  partir 
de  2,8  pour  avoir  l'approximation  de  0,001.  D'où  le 
calcul  : 

Première  approximation  :  3^0=2,8. 

/(Xo)     =      2,3l2, 

/'(^o)  =  29.12,  >,,    °     =0,0794,  r,  =  2,8  —  0,0794 

f  (Xo)  =  18,8,  =  2,7206. 

Seconde  approriination  :  rj  =  2,7206. 

/(a^i)    =    o,oi85, 

fi  X   \ 

/'(^l)    =  27,646,  •'  '        =  0,0021,  3-2   =  2,7206  —  0,0021 

/"(a:-i)=  i8,3236,  ^'  =2,7185. 

Doue,  à  0,001  près,  x=-  2,^18  (nombre  e  avec  3  déci- 
males). 


CERTIFICATS  D'ASTRO\OMIE. 


Besançon. 

Epreuve  écrite.  —  Exposition  des  principales  inégalités 
du  mouvement  de  la  Lune  dues  à  l'action  du  Soleil. 

Epreuve  pratique.  —  Passer  des  longitude  et  latitude 
géocentriques  d'un  astre  à  son  ascension  droite  et  à  sa  dé- 
clinaison. (Juillet  1901.) 
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Épreuve  kcuite.  —  Exposer  la  méthode  suivie  dans  la 
Connaissance  des  Temps  pour  le  calcul  d'une  éclipse  de  So- 
leil vue  d'un  lieu  particulier. 

KpRKi  vi:  l'UATiQUE.  —  Calculer  la  distance  lunaire  du 
Soleil,  le  iG  juin  i885,  à  midi  moyen  temps  de  Paris. 

(Juillet  1902.) 

Grenoble. 

Épreuve  écrite.  —  Théorie  et  calcul  des' éclipses  de  Lune. 

Épreuve  pratique.  —  En  un  lieu  dont  la  latitude  ).  est 
connue,  on  mesure,  à  un  intervalle  de  temps  t,  deux  hau- 
teurs />,  h'  d'une  même  étoile  :  trouver  la  déclinaison  (© 
de  cette  étoile  et  son  ans^le  horaire  a  lors  de  la  première 
observation. 

Données  numériques  : 

X    =  29°, 

h  =  37"  56' 59",  6, 

h'  =  5o°4o'55",3, 

t    =  2''i8'»28%66. 

(Novembre  1901.) 

Épreuve  écrite.  — Éléments  d'une  planète. 
Détermination  des  éléments  d'une  planète  dont  on  pos- 
sède une  longue  suite  d'observations. 

Épreuve  pratique.  —  Ayant  mesuré  l'azimut  Aq  d'une 
étoile  par  rapport  à  une  mire  M  placée  au  sud  dans  le  voi- 
sinage du  méridien,  on  demande  de  calculer  l'azimut  A  de 
la  mire.  On  connaît  l'heure  sidérale  H^.  de  l'observation, 
la  latitude  X  du  lieu  et  les  coordonnées  équatoriales  M 
et  ffî  de  l'étoile. 

Calculer  V influence  qu'aurait,  sur  la  détermination  de  A, 
une  erreur  de  dri  seconde  sur  l'heure  sidérale  H^. 

Chercher  à  quelle  heure  sidérale  l'observation  aurait  dû 
être  faite  pour  rendre  insensible  l'injluence  de  l'erreur 
de  l'heure.  Quel  eût  été  à  ce  moment  l'azimut  réel  de 
l'étoile  ? 
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Données  numériques  : 

Ao  =  208°  25', 
^  =  i2''23'"7%5, 
CD  =  68°  1 3' 20",  5, 

H,=  7"8'"34%4, 
X    =  45°  ii'9.3". 

(Novembre  1902.) 

Epreuve  écrite.'  —  Les  éléments  du  mouvement  relatif 
du  Soleil  par  rapport  à  la  Terre  étant  donnés,  développer 
V anomalie  excentrique,  le  rayonvecteur,  l'anomalie  vraie, 
la  longitude  et  l'équation  du  centre  en  séries  ordonnées 
suivant  les  sinus  et  cosinus  des  multiples  de  l'anomalie 
moyenne.  Développer  aussi  V ascension  droite  du  Soleil,  et 
calculer  l'équation  du  tempx. 

Epreuve  pratique.  —  La  longitude  du  Soleil  étant 

l  =  1 16"34'9",  1 1 

au  moment  où  son  centre  atteint,  au  couchant,  l'horizon 
d'un  lieu  de  latitude  À  =  4â°4^'ii">  ^'^  déduire  l'heure 
vraie  correspondante,  l'obliquité  de  l'écliptique  étant 

(o  =  23"  27' G",  60. 

Déterminer  aussi  l'heure  du  coucher,  le  lendemain,  la 
longitude  du  Soleil  s'étant  accrue,  dans  l'intervalle,  de 
57' 17",!  3. 

Calculer  enfin  le  temps  qui  s'est  écoulé,  le  premier  jour, 
entre  le  moment  où  le  Soleil  a  atteint  l'horizon  et  celui 
où  il  a  disparu,  le  diamètre  apparent  du  Soleil  étant  égal 
à  3i'35". 

On  ne  tiendra  pas  compte  de  la  réfraction. 

(Juillet  1903.) 

Epreuve  écrite.  —  Définir,  en  grandeur  et  en  signe,  les 
erreurs  instrumentales  de  la  lunette  méridienne. 

Correction  de  l'heure  apparente  du  passage  d'une  étoile 
au  méridien. 

Infiuence  de  l'aberration  diurne. 
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EpREiVE   PRATIQUE.   —  Résolution    d'un    triangle    géodé- 

siqiie.   Calcul  préalable    des    erreurs   probables   d'obser- 

{•ation. 

Données  numériques  : 

I  0      ,      ,, 

l  Al  =  42.   5.36,68, 

Angles  mesurés...    •   Bi  =  59.50.54, ot, 

f  Cl  =  78.   4.10, 14. 

En  outre, 

a  =  56  559,04  toises, 

R  =  3  9.66  33o  toises. 

(Novembre  1903.) 

Lille. 

EpBEiVE  ÉCRITE.  —  I.  Exposer  comment  la  position  d'un 
astre  qui  décrit  une  ellipse  suivant  les  lois  de  Képjler  dé- 
pend de  six  éléments  et  indiquer  le  calcul  des  coordonnées 
héliocentriques  de  l'astre  à  un  instant  donné  en  fonction 
de  ces  éléments. 

Etablir  la  relation,  connue  sous  le  nom  de  théorème  de 
Lambert,  qui  existe  entre  deux  rayons  vecteurs  à  deux  in- 
stants donnés,  le  moyen  mouvement  et  la  corde  joignant 
deux  positions  de  l'astre. 

II.  Déduire  de  cette  dernière  relation  le  théorème  d'Eu- 
ler,  en  supposant  que  l'ellipse  se  déforme  et  tende  vers  une 
parabole.  (Juillet  1902.) 

Epreuve  écrite.  —  Exposer  sommairement  comment  on 
détermine  la  longueur  d'un  arc  de  méridien  à  la  surface 
du  géoïde. 

Montrer  comment  on  résout  les  triangles  géodésiques  qui 
interviennent  dans  cette  détermination  et  comment  on  en 
déduit  la  longueur  du  quart  du  méridien. 

Epreuve  pratique.  —  Le  1  juillet  1903,  les  coordonnées 
astronomiques  de  l'étoile  A  sont 

a  =  19"  (2' 36",  9,  0  =  7° 29' 37",  7. 

Calculer  :  \"  l'ascension  droite  de  l'étoile  équatoriale  B 
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qui  se  lève  à  Lille  en  même  temps  que  A;  2"  la  différence 
des  azimuts  des  astres  A  e?  B  au  moment  de  leur  lever. 
La  latitude  de  Lille  est  5o°38'44  •  (Juillet  igoS.) 

Epreuve  écrite.  —  Définir  d'une  façon  précise  ce  qu'on 
appelle  ^'équation  du  temps.  Montre?-  comment  elle  peut  se 
calculer  lorsqu'on  a  construit  une  Table  des  ascensions 
droites  du  Soleil  vrai  et  une  Table  des  ascensions  droites 
du  Soleil  moyen. 

Discuter  sommairement  la  variation  annuelle  de  l'équa- 
tion du  temps,  en  négligeant  les  termes  de  l'ordre  de  e^  et 

de  tang*-  (e,   eoccentricité   de  l'orbite   terrestre;  co,   incli- 
naison de  l'orbite  terrestre  sur  l'équateur). 

Montrer  quelle  influence  a  cette  variation  sur  la  durée 
de  la  demi-journée  civile. 

Epreuve  pratique.  —  Une  étoile  A  a  une  ascension  droite 
de  i''ei  une  déclinaison  de  +60";  une  étoile  B  a  pour  coor- 
données analogues  1^  et  -f- 45°.  A  quelle  heure  les  deux 
étoiles  sont-elles  à  la  même  hauteur  au-dessus  de  l'horizon 
de  Lille  et  quelle  est  cette  hauteur? 

La  latitude  de  Lille  e*^  5o''38'44  • 


(Novembre  1903.) 


Marseille. 


Épreuve  écrite.  —  Théorie  de  la  réfraction  atmosphé- 
rique. 

Formule  approchée  pour  le  cas  des  distances  zénithales 
très  faibles. 

Formule  de  Laplace  pour  le  cas  où  la  distance  zénithale 
n'excède  pas  80°.  (Juillet  1903.) 

Montpellier. 

Epreuve  écrite.  —  I.  Un  point  matériel  se  meut,  sous 
l'action  du  Soleil,  sur  une  orbite  parabolique. 

Quelles  sont  les  conditions  initiales  du  mouvement? 

Comment  peut-on  obtenir  à  l'instant  t  :  1°  sa  position 
héliocentrique ;  2°  sa  position  géocentrique  en  coordonnées 
équatoriales? 


(   '^^^9  ) 

II.  Latitude  terrestre.  Sa  détermina tion  par  l'ohseiK'a- 
tion  de  la  polaire. 

Ki'RKUvii  l'HATiQUiù  —  On  donne,  pour  l'époque  T,  les  coor- 
données géocentriques  équatoriales  Ai'P.VKENTES  des  planètes 
Jupiter  et  Saturne  avec  les  variations  oJR^  o(C)  de  ces  coor- 
données pendant  UNK  HELRE  de  temps  moyen  : 

\   .îl  =  i  i''  1 5'"  l:>.%  ()8,  oJR  =  —  o%  «()(), 

Jupiter  ...    I  ^ 

/  (Q  = —  iG"46'i3",o,        oiC)  =  —  4'ï'-^4, 

l  .îl  =  i9''5o'"7%68,  o.R  =  — o%7')|. 

Saturne. .  .    ■.  ^ 

{  (0  = — 2i°5'33",6,  0(0=  —  '2",  i5. 

Au  même  moment,  les  coordonnées  Jiéliocejitricjues  éclip- 
tiques  vraies  des  planètes  sont  : 

(  Vi      =  3o7°25'   9",  5, 
Jupiter....    (^  S        =  ^o°39' 14", 7, 
log7-  =  0,705791, 

Vi      =  'igr   2' 41",  6, 
Saturne...    /S        =  —  o"   3'   9",  5, 
f  logr  =  1,001  io4 

et    les    coordonnées    géocentriques    éclipticjues    vraies    du 
Soleil  : 

1   41        =  ioo°35'5i",o, 

Soleil <   X         =      0°   g'   o",o, 

(  logR  =  o,  007  221. 

Sachant,  d'autre  part,  que  la  lumière  franchit  la  dis- 
tance du  Soleil  à  la  Terre  en  498%  5,  on  demande  quelles 
sont  à  l'instant  T  : 

1°  Les  coordonnées  géocentriques  équatoriales  vraies  de 
Jupiter  et  de  Saturne; 

2°  La  distance  angulaire  géocentrique  vraie  des  deux 
planètes. 

Vérifier  les  résultats  obtenus.  (Juillet  1902.) 

Epreuve  écrite.  —  I.  Phénomènes  de  la  précession  et  de 
la    nutafion.   Leur    influcnrp    sur    ht  position    des    étoiles. 
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Formules  usuelles  de  la  précession  en  coordonnées  équato- 


ria 


les 


II.  Développer  en  fonction  de  l'excentricité  e  et  de  l'ano- 
malie moyenne  (/,  l'expression  du  rayon  vecteur  r,  dans  le 
mouvement  elliptique  autour  du  Soleil. 

Epreuve  pratique.  —  On  donne  les  positions,  en  ascension 
droite,  de  la  Lune  pour  les  dates  suivantes  : 

Ascension 
Temps  moyen  de  Paris.  droite. 

h        ,        „ 

Mars  7.   o'' 5.38. 17, 12 

»  6" 5.53.14,26 

»       12" 6.    8.i3,88 

»        18" 6.23.15, 08 

»       24" 6.38   1  G,  97 

En  conclure  les  valeurs  de  l'ascension  droite  : 
i"  D'heure  en  lieure  à  partir  de  la  date  initiale; 
2°  A  6''48'"o*.  (Novembre  1902.) 

Epreuve  écrite.  —  Mouvement  en  longitude  du  Soleil 
dans  le  plan  de  Vécliptique.  Premières  observations  mon- 
trant la  non-uniformité  du  mouvement.  Equation  du  centre 
pour  les  anciens.  Expliquer  sommairement  comment  on 
établit  pour  le  Soleil  les  deux  premières  lois  de  Kepler. 
Eléments  de  l'orbite.  Ces  éléments  étant  supposés  connus, 
comment  détermine-t-on  un  lieu  du  Soleil  au  temps  /?  (  On 
pourra  supposer  que  le  passage  au  périgée  a  lieu  à  l'in- 
stant t  =  o.) 

Etablir  l'équation  de  Kepler  donnant  l'anomalie  excen- 
trique u  en  fonction  du  temps.  Rayon  vecteur  et  anomalie 
vraie  ou  longitude  exprimés  en  fonction  de  u.  (  On  exposera 
le  calcul  détaillé  des  dernières  formules  demandées,  mais 
il  ne  sera  pas  question  des  développements  en  série  ap- 
puyés sur  la  formule  de  Lagrange.) 

Epreuve  pratique.  —  On  observe  au  théodolite  l'étoile  a  Bé- 
lier dont  les  coordonnées  urano graphiques  sont  : 

iîl=  2''i'"42^         et         (Ô  =  23°o'i4", 
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€t   l'observation  en  i/uestion   donne  pour  les  coordonnées 
zénithales  : 

Distance  zénithale...     z  —  32°i7'io" 
Azimut A  =  56°  56'   2" 

On  demande  : 

1°  L'heure  sidérale  du  lieu  d'observation  et  sa  lonf^itude 

géographique   sachant  que   l'on  possède    un  chronomètre 

réglé  sur  l'heure  sidérale  de  Paris  et  marquant  3'' 47'" 32%  3 

au  moment  de  l'observation; 

2"  La  latitude  du  lieu  d'observation. 

(Juillet  1903.) 

Epreuve  écrite.  —  Précession  des  équinoxes.  Explication 
mécanique  élémentaire  du  phénomène.  Ses  effets.  Avec  les 
coordonnées  urano graphiques  dépendant  du  pèle  et  de 
Véquateur  actuels  {t  =  o)  déterminer  les  coordonnées  du 
point  de  la  sphère  céleste  où  se  trouvera  le  pôle  dans  un 
temps  t  à  venir. 

Parmi  les  importantes  inégalités  lunaires,  quelle  est 
celle  dont  la  cause  peut  particulièrement  s'assimiler  à 
celle  de  la  rétrogradation  du  point  équinoxial?  Pourquoi? 

Epreuve  pratique.  —  A  l'Observatoire  de  Paris  {colaii- 
tude  \  =  4i°9'49  ))  ore  observe  l'étoile  p  de  Persée  {distance 
polaire  0  =  49°25'4  )  à  laquelle  on  attribue  une  distance 
zénithale  z  =  i5°7'ii''. 

Montrer  qu'il  existe  au  sud  de  Paris,  sur  le  même  méri- 
dien, un  lieu  où  une  observation  faite  au  même  instant 
que  la  précédente  conduirait  à  attribuer  à  la  même  étoile 
la  même  distance  zénithale  qu'à  Paris  dans  un  azimut 
supplémentaire  du  premier. 

Déterminer  ce  second  lieu.  (Novembre  1903.) 

Poitiers. 

Epreuve  écrite.  —  La  Lune.  Plan  de  l'orbite.  Eléments. 
Longitude.  Rotation  de  la  Lune. 

Epreuve  pratique.  —  On  a  trouvé  pour  la  hauteur  du 
centre  du  Soleil  47°  34' 17,  avant  midi;  la   latitude  du  lieu 
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est  ^6°35' 5",  on  demande  i'heiire  et  l'azimut  : 

Déclinaison  du  Soleil lit" i-' 

Temps  moyen  à  midi  vrai.  . .  .      r2*'i'"33^ 

(  Juillet  igoi.) 

Epreuve  écrite.  —  Théorie  de  la  réfraction  .  astrono- 
mique. 

Epreuve  pratique.  —  De  l'azimut  d'un  astre  déduire  la 
hauteur  et  l'heure  sidérale. 
Données  : 

Ascension  droite 6''46°' 

Déclinaison -f-'23°    i'   5" 

Azimut 77"   g'  i3" 

Latitude  du  lieu 46°34'55" 

(Juillet  1902.) 

Epreuve  écrite.  —  I.  Définir  la  collimation  dans  le  cas 
de  la  lunette  méridienne.  Correction  correspondante. 

II.  Précession  et  natation  en  tenant  compte  des  déplace- 
ments de  l'écliptique  et  de  l'équateur. 

Epreuve  pratique.  —  Calcul  des  phases  d'une  éclipse  de 
Lune.  (Juillet  igoS.) 

Épreuve  écrite,  —  On  suppose  connues  les  colatitudes  ex- 
trêmes X  ef  X'  d'un  arc  de  méridien  dont  la  longueur  est  s; 
former  l'équation  qui  relie  ces  données  aux  inconnues  a 
et  e^-. 

Ayant  une  valeur  approchée  de  e',  calculer  la  longueur 
du  quart  de  l'ellipse. 

Ayant  plusieurs  arcs  mesurés,  quelle  est  la  méthode  à 
suivre  pour  déduire  a  et  e^'l 

Épreuve  pratique.  —  L'inclinaison  de  l'orbite  d'une  pla- 
nète est  i°i8'4i  ,  l(^t.  longitude  du  nœud  g8"5()'  17",  trouver  la 
longitude  et  la  latitude  héliocentriques  quand  la  longitude 
vraie  dans  l'orbite  est  276"39'4f  . 

(Novembre  1903.) 
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Toulouse. 

Épreuve  écrite.  —  I.  Calculer  la  déviation  totale  que  la 
réfraction  atmosphérique  fait  subir  à  un  rayon  lumineux 
émané  d'une  étoile. 

{Les  candidats  se  borneront  au  calcul  de  la  déviation, 
sans  faire,  sur  l'intégrale  obtenue,  les  simplifications  ré- 
sultant d'hypothèses  sur  la  constitution  de  l'atmosphère.) 

II.  En  deux  stations  S  et  Si  situées  sur  le  même  méridien 
terrestre,  l'une  dans  l'hémisphère  nord  de  latitude  géocen- 
trique  tp,  l'autre  dans  l'hémisphère  sud  de  latitude  géocen- 
trique  (pi,  on  observe  une  même  petite  planète  au  moment 
de  son  passage  au  méridien. 

Soient  o  et  Sj  les  déclinaisons  observées  en  S  et  en  Sj. 

Déduire  des  nombres  tp,  cpi,  6,  Oj  la  parallaxe  équatoriale 
horizontale  de  la  petite  planète. 

On  donne,  en  outre,  le  rayon  équatorial  a  et  le  rayon 
polaire  b  de  l'ellipsoïde  terrestre.  On  négligera  le  cube  de 
la  parallaxe.  (Novembre  1902.) 

Epreuve  écrite.  —  1°  Etablir  les  formules  classiques  sui- 
vantes du  mouvement  elliptique  : 


/•  =  a(i  —  e  cos«), 


\/l 


cos  -•■=  J  \  —  e  cos  — , 
a         2  2 


—  cos-  =  v^i  -h  e  sin  —  > 

"2  2 

u  —  e  %\nu  =  M, 


ta 


"«2  =\/  -r^e  ^^"^2  =  1305(^45»+  ^j  -tang-, 


dans  lesquelles  a,  r,  e  =  sintp,  u,  v,  M  désignent  respective- 
ment le  demi-grand  axe,  le  rayon  vecteur,  l'excentricité, 
les  anomalies  excentrique,  vraie  et  moyenne. 

•jl"  Etudier  la  marche  de  la  fonction  v  —  u  quand  u  varie 
de  0°  à  360°.   Trouver,  en  particulier,  la  valeur  de  u  pour 
Ann.  de  Mathémat.,  4'  série,  t.  IV.  (Juin  igo^.)  18 
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laquelle  cette  différence  atteint  son  maximum ,  la  valeur 
de  ce  maximum,  et  le  rayon  vecteur  correspondant. 

Construire  géométriquement  le  point  de  l'orbite  corres- 
pondant à  ce  maximum. 

Epreuve  pratique.  —  En  un  lieu  de  latitude  X,  on  observe 
une  étoile  au  moment  de  son  passage  dans  le  premier  ver- 
tical après  le  méridien.  Soient  H  l'heure  sidérale  de  l'ob- 
servation et  z  la  distance  zénithale  de  l'étoile.  Déduire  de 
cette  observation  l'ascension  droite  et  la  déclinaison  de 
l'étoile. 

Données  numériques  : 

l  =4  3°  36' 4  5", 

H=7''2i-"'26%3, 

z  —  5r2i'5o''. 

(Novembre  igoS.  ) 

Nancy. 

Épreuve  écrite.  —  I.  Soient 

.1/  =  «^  -4-  è/2  +  w, 
u)  =  u)o  -f-  c^-  -1-  Q 

les  formules  qui  définissent  Véqualeur  de  l'époque  i85o-+-^ 
relativement  à  l'écliptique  de  i85o,  t  étant  exprimé  en 
année  julienne.  On  y  néglige  les  petits  termes  bf^,  ct"^  et 
l'on  adopte   les  valeurs 

a  =  5o",3~.         (jjij=  ■2'i''2~' il"  : 

d'autre  part,  on  réduit  la  nutation  en  longitude  W  et  la 
nutation  en  obliquité  Q.  à  leurs  termes  les  plus  impor- 
tants 

W  =  —  17";  25  sin  ^,         O  =  -f-  9",  22  cosfJ, 

^  étant  la  longitude  du  nœud  ascendant  de  la  Lune. 

Représenter  géométriquement  le  mouvement  de  l'équa- 
teur  moyen  par  rapport  à  l'écliptique  de  iS5o, puis  le  mou- 
vement de  l 'équateur  vrai  par  rapport  à  Véquateur  moyen . 
Ellipse  de  nutation. 

II.   Une  masse  M  homogène  de  densité  z  remplit  le  volume 


engendré  par  un  triangle  AliG   rectangle   en  A  tournant 
autour  d'une  parallèle  G  3  à  AB  menée  par  le  sommet  G. 

Soit  GF  l'attraction  exercée  par  la  masse  M  sur  un  point 
matériel  de  masse  donnée  (jl  coïàcidant  avec  le  point  G,  et 
soit  GFj  l'attraction  exercée  sur  le  même  point  matériel  par 
une  sphère  homogène  de  même  densité  z  que  M,  ayant  pour 
diamètre  un  segment  GD  de  Cz  égal  à  AB. 

On  donne  AG  =  i™;  calculer  à  5""^ près  la  longueur  de  AB 
et  de  CD  pour  que  les  deux  attractions  soient  les  mêmes. 

(Juillet  igoS.) 

Epreuve  écrite.  —  I.  Trouver  la  latitude  des  lieux  ter- 
restres pour  lesquels,  le  jour  où  la  déclinaison  du  Soleil 
est  (©,  le  crépuscule  astronomique  cesse  à  6  heures  de  temps 
vrai.  Quelles  sont  les  valeurs  de  cô  pour  lesquelles  il  existe 
une  latitude  répondant  à  la  question  et  comment  varie- 
t-elle  aveciîd'!  Calculer  la  durée  du  crépuscule  à  une  telle, 
latitude  pour  le  Jour  indiqué. 

II.  Exposer  les  différentes  méthodes  qui  permettent  d'ob- 
tenir dans  une  première  approximation  la  densité  moyenne 
de  la  Terre.  (Novembre  igoS.) 


SOLlTIOiXS  DE  QIESTIOXS  PROPOSÉES. 


1633. 

(1892,  p.  2<j-.) 


On  considère  la  quartique,  podaire  du  centre  O  d'une 
conique.  Si  d'un  point  quelconque  M  du  plan  on  mène  les 
tangentes  à  cette  quartique  dont  les  points  de  contact 
sont  T],  T2,  . . .  et  si  l'on  abaisse  sur  cette  même  quartique 
les  normales  dont  les  pieds  sont  Nj,  N2,  N3,  . .  . ,  on  a,  quel 
que  soit  le  point  M, 

ÔnÎ -+- ON J -4- ÔnJ +. . .  =  const. 

Si  la  conique  est  une  hyperbole  équilatère.  la  quartique 


(  276  ) 

devient  la  lemniscate  de  Bernoulli,  et  l'on  a,  en  plus,  la 


relation 


ON,  X  ON2  X  ON3  X  . . .  =  OT,  X  OT2  X  OT3  X . . . . 

(E.-N.  Barisien.) 

SOLUTION 
Par  M.  A.- H.  Couvert. 

Soit  ax'^-\-  c.y^ —  i  =  o  l'équation  de  la  conique  rapportée  à 
ses  axes;  la  podaire  du  centre  O  a  pour  équation 

(i)  f(x,  y)  ^  ac(x--i-  j'^y —  a  y- —  ex-  =  o. 

Le  coefficient  angulaire  de  la  normale  au  point  (x,y)  de  cette 

courbe  est 

fy  ^  2ac(x^-i-  y^)  —  a     y 

/i        lacix^^  y^-)—  c  '  X 

Si  a,  p  sont  les  coordonnées  du  point  M,  les  pieds  des  nor- 
males issues  de  ce  point  seront  déterminées  par  l'équation  (i) 
et  celle  obtenue  en  exprimant  que  la  normale  à  la  quartique 
au  point  x,  y  passe  en  M  ;  celte  dernière  équation  est 

i  i^—y)[2a{x^  +  y^)  —  i]cx 

I       —{a  —  x)['ic{x'^-hy^)  —  i]ay  =  o. 

D'autre  part,  N  étant  le  pied  d'une  quelconque  des  normales 
—  2 
considérées  ON   =  a;2 -f- ^2,  posons 

(3)  .  a:^.^y^=r. 

L'élimination  de  a?,  y  entre  (i),  (2),  (3)  nous  donnera  une 
équation  en  r  que  nous  allons  former;  pour  démontrer  la  pre- 
mière  partie   de  la  question,  il  nous   suffira   de   chercher  la* 
somme  des  racines  de  l'équation  en  r. 

De  (i)  et  (3)  on  tire 


y        a  —  c  "^        V         a  —  c 

D'autre  part,  on  peut  écrire  (2) 

■2ac{x^-{-  y^){^x  —  ay)-h  aocy  —  c^x  -h{c  —  ci)xy  =  o. 
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Portons  les  valeurs  de  aret^  dans  celte  équation;  il  vient 
/„      /ar(i — cr)  ^    /cr(ar — i)\ 

\         a  —  c  '   \         a  —  c 

-+-  /■  /ac (1  —  cr)  {ar  —  i )  =  o 
ou 

cp(  9.ar  —  i)  v/ar(i  —  cr)  -i-  aa(i  —  icr)  \J  cr(ar  —  i) 
=  —  r  ij aci  \  —  cr )  (ar  —  i)  ( a  —  c ). 

Elevons  au  carré,  cela  donne 

ac^^-{2ar  —  ïy-  (i  —  cr) -\-  a^cx^{i  —  icr)-  {ar  —  i) 

—  (a  —  c)acr{i  —  cr)  (ar —  i  ) 
=  —  lac'x'^iiar  —  i)  (1  —  icr)  ^ac{ar  —  i  )  (  i  —  cr). 

Elevons  une  seconde  fois  au  carré,  nous  aurons 

o  =  [c3-(2rt/'  —  I  )-  (  I  —  cr)  —  aa2(i  —  %cr)-{ar  —  i)]- 

-f-(a  —  c)-  j--{i  —  c/-)-(a/- —  i)2  —  2 (a — c)r(i  —  c7-)(ar  —  i) 
X  [c  ^2,  .ja/-  —  \)-  (i  —  cr)  ■+■  a'3P-{\  —  icr)-  (ar  —  i  )]. 

Les  seuls  termes  utiles  sont  ceux,  en  r^  et  r»;  en  ne  laissant 
dans  les  parenthèses  que  les  termes  qui  les  fournissent,  il 
vient 

o  =  [— 4a2c2(a2+  ^2)r3-4-4ac(a-i-c)(a2-h  p2)/-2  +  ...]2 
-h(a  —  c)-r^(f  —  cr)^(ar  —  i)-  —  i{a  —  c) r(i  —  cr) (ar  —  t  i 
X  [4a2c2(a2  — 'p2j/-3-^4ac(a  +■  c )  {/i^- —  cf^ )r'-  . .  .\. 

a^c^[i(ia-c-(oc--\-  '^-)--+-  (a  —  c  )- 

^-8ac(a  — c)(a2~p2)]/'6 
-(- [— 32a2c2(a--H  {32)2-H- 2(a  —  c)^ 

—  i6ac(a  —  c)  (  3-—  x-  )]ac{a  -^-  c)r'»-^.  .  .  =  o. 

La  somme  des  racines  de  cette  équation  est 


uœ(a-^c)y  _8,,(^_,^(^._,.)J   _     ,, 

ri6aîc''(a2^p2)'-t-(a-c;n 
[         -t- Sacfa  — c)ra2—  |Î2)J 


i6aîc«(a2-^p2)î-t-(a  — c;n  ac 

c.    Q.    F.    D 


C 

-  =  const. 
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La  seconde  partie  de  l'énoncé  du  problème  fait  double 
emploi  avec  la  question  proposée  dans  les  Nouvelles  Annales 
sous  le  n°  163S  (1892,  p.  3o*)  et  résolue  en  1896,  p.  97. 

1634. 

11892,   p.  92'.) 

On  considère  V hyperbole  équilatère  (H)e<  le  folium  (F) 
dont  les  équations  sont 

(H)  oc'._y2^a\ 

(F)  (a72-f-jK'')^  =  «-(.r^  — y^)-. 

1°  Si  d'un  point  quelconque  de  {\\)  on  mène  les  tangentes 
à  la  courbe  (F),  le  produit  et  la  somme  des  rayons  vecteurs 
unissant  le  centre  de  (H)  aux  divers  points  de  contact  des 
tangentes  sont  des  quantités  constantes.  Si  du  même  point 
on  abaisse  les  normales  sur  la  courbe  (F),  le  produit  et  la 
somme  des  rayons  vecteurs  unissant  le  centre  de  {M)  aux 
pieds  des  normales  sont  aussi  des  quantités  constantes. 

2°  Si  d'un  point  quelconque  du  plan  on  mène  les  tan- 
gentes et  les  normales  à  la  courbe  (F),  le  produit  des 
rayons  vecteurs  des  tangentes  est  égal  à  16  fois  le  produit 
des  rayons  vecteurs  des  nortnales,  et  la  somme  des  rayons 
vecteurs  des  tangentes  est  égal  à  4  fois  la  somme  des  rayons 
vecteurs  des  normales.  (Ces  divers  rayons  vecteurs  sont 
déterminés  comme  dans  le  paragraphe  i°.) 

(E.-N.  Barisien.) 

SOLLTION 
Par  M.  A.- H.  Couvert. 

1°  Soient  a,  ^  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  du 
plan;  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  à  (F)  en  un 
point  {x,  y)  de  cette  courbe  est 

2a2(a;2_^2)_  3(a;2_)_^2j2    ^ 


a«2(a72_^2)_,_  3(a;2_|_^2)2  y 


Exprimons   que   cette   tangente   passe  au  point   (a,  |3);  cela 
donne 

_  la'^ix^  —  y'i)  —  i{x^-^  y^Y  f  /    _     n 
^'^         ^       -^  ~  2a2(a;2  — ^2)-4-3(ir2+j^2)2_^"^*       ^'- 
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Posant 

(2)  x^-hy^  =  p*, 

nous   aurons   l'équation    aux    rayons  vecteurs   des   points   de 
contact   des    tangentes   issues   de   a,    p,    en  éliminant  x  et  y 
entre  (r),  (2)  et  l'équation  de  (F).   Pour  simplifier  les  cal- 
culs, passons  aux  coordonnées  polaires. 
L'équation  de  (F)  devient 

p2=a2cos"-26         ou        p=±rtcos26; 

il  suffit  de  prendre  l'une  des   valeurs  de  p  pour  avoir  toute  la 
courbe;  choisissons,  par  exemple, 

(3)  p  =  a  COS26. 

Je  remplace  x  et  y  par  leurs  valeurs  p  cos6,  p  sin6  dans  (i) 
mais  en  partie  seulement;  cela  donne 


d'où 


n  la  —  3  p  37 , 

2a  -—  3p  y 

^y(2a-h  3p)  —  7.x{ia  —  3p) 

-\-  ■ia{x'^  —  y^)  —  Zp{x^-\-  y^)  =  o 

^  y{'i.a-\-'ip)  —  'xx{ia  —  3p)  —  p3  =  o. 


Mais 


.    /«  -I-  ?  la  —  p 

=  Pi/ — ^'        y  =  9  K.   — -' 


X 

On  a  alors 

P  (  2  a  -^  3  p  )  \J a  —  p  —  a  (  2  rt  —  3  p  )  \/ a  +  p  —  o^  y/2  a  =  o  ; 
d'où,  après  élévation  au  carré, 

p2(2rt-+-3p)2(a  — p)-t-a2(2a  — 3p)2(a4-  p)  — 2api 

=  2  ap  (  4  «2  _  g  p2  ^  ^^nr^. 

Elevons  encore  au  carré;  il  vient,  après  avoir  simplifié, 

[p2(2a-t-  3p)2(a  — p)  — a2(2a  — 3p)2(a  +  p)]2+4a2p8 
—  4ap4p2(2a-+-3p)2(a  — p)  +  a2(2a  — 3p)2(a-t-p)]  =  o. 
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Telle  est  l'équation  aux  rayons  vecteurs  des  points  de  con- 
tact.  Elle  est  du   huitième  degré;  les  seuls  termes  qui  nous 
intéressent  sont  ceux  en  p*,  p''  et  le  terme  indépendant  de  p;^ 
on  trouve  leur  valeur  facilement  et  l'équation  est 

4«2p8— 36a(a2— p2)p7H-...-M6a<î(p2_a2)2  =  o. 

D'après  les  relations  entre  les  coefficients  et  les  racines  d'une 
équation  algébrique,  nous  avons 


( 


'^^  4«2  a  ' 

(4)     < 

i6a«(p2_a2)-2 

Pip2...p8=       j—^ =4«H|3^— a')'- 

,\a- 

On  voit  que,  pour  un  point  de  (H),  a2 —  ^- =  «' ;  en  sorte 
que  ces  deux  expressions  sont  constantes. 

Occupons-nous  maintenant  des  normales  issues  de  (a,  P).  La 
condition  pour  qu'une  normale  à  (F)  au  point  (x,  y)  ou  (p,  6) 
passe  en  (a,  P)  sera,  en  tenant  compte  des  calculs  précédents, 

S  —  y  = -î-  ^(a  —  x) 

^       "^  '2  a  —  3  p   a:  • 

ou 

pj7(2a  —  3p)  H-  'xyi'i.a  h-  3p)  —  ^axy  =  o. 

Je  remplace  :r  et  _/  par  leurs  valeurs  en  fonction  de  p,  ce  qui 
donne 


^(2 a  —  3p)  \/a-f-  p  -t-  a(2a  4-  3p)  /«  —  p  =  ap  v/2rt(rt2 —  p2)^ 

Elevons  au  carré,  cela  donne 

p2(2«  — 3?)-(a  +  p)-1-a-(2a-h3p)2(a  — p)  — 8ap2(a2_p2) 


=  —  2a!i(4a2_gp2)  ^a^—  p2. 

Élevons  une  seconde  fois  au  carré  : 

[^2(2^  — 3p)2(a  +  p)  — a2(2a-f-3p)2(a-p)]2 

-f-64a2p4(a2_p2)2_,6ap2(«2_p2) 

X  [^2(2^_3p)2(«^_p)_^  a2(2a  +  3p)2(a  — p)]  =0, 

équation  du   huitième  degré  dont  les  seuls  termes  utiles  sont 
ceux  en  p*,  p''  et  le  terme  indépendant.  En  mettant  seulement 
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ces  termes  en  évidence,  il  vient 

64a2p8+i6  X  9a(^2— a2)p--T-...4-i6a8(.3-— a2)i=o. 

Les    relations    entre    les    coefficients    et    les    racines    nous 
donnent  alors 


64  a-  ^a 


'  '  '  '  ^      '  *  64  a-  4 

Nous  voyons  que  ces  expressions  sont  constantes  pour  un 
point  quelconque  de  (H). 

1"  Nous  voyons  que  le  produit  des  rayons  vecteurs  des  tan- 
«ïentes  est,  d'après  (4), 

4a*{^^ —  a-)2  =  16 ■ — • 

4 

Ce  produit  est  donc  égal  à  iG  fois  le  produit  des  rayons 
vecteurs  des  normales,  fourni  par  (5). 

De  même,  la  somme  des  rayons  vecteurs  des  tangentes  est 
égale  à  4  fois  la  somme  de  ceux  des  normales,  ainsi  que  le 
montrent  immédiatement  les  relations  (4)  et  (5).  II  est  d'ail- 
leurs évident  que  ces  deux  propriétés  sont  indépendantes  de  la 
position  du  point  (a,  ji). 

1835. 

(  1900,  p.  96.  ) 

Au  bout  de  quel  temps  t,  un  capital  C  placé  à  intérêts 
simples  à  un  taux  r  constitue-t-il  une  somme  égale  à  celle 
que  constituerait  le  même  capital  placé  à  intérêts  com- 
posés au  taux  r'{r'  <i  r)  pendant  le  même  temps? 

Exprimer  t  en  fonction  de  r  et  r  .  On  admet  que  les  deux 
sommes  sont  calculées  d'après  les  formules  respectives 

C{i -h  rt),     C(i^r')t. 

(E.-M.  Lémerav.) 

SOLUTION 
Par  M.  C.-A.  L. 

L'équation  à  résoudre  est 

(1  -+-  r' y  =  l-h  rt. 
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Appliquons  la  méthode  donnée  dans  les  Nouvelles  Annales 
(décembre  1897).  Posons 

,  I 

H- r  =  a         et         i-\-rt=—^', 

après  réduction,  l'équation  devient 


xx  = 


,x(3) 


Désignons  par  h  le  second  membre,  on  aura 

a?  =  y/ô 
et 


a'-  si  h 


Cette  équation  a  deux  racines  réelles  correspondant  aux  deux 
valeurs  de  la  surracine,  l'une  est  /  =  o  qui  correspond  à  a?  =  -^ 

la  seconde  est  l'époque  cherchée.  Pour  que  les  deux  racines 

1 

soient  réelles,  il  faut  et  il  suffit  que  h  soit  compris  entre  (  -  1 

et  1  ;  cela  aura  toujours  lieu;  les  taux  r  et  /•'  étant  positifs  et 
plus  petits  que  1, 


I 

a'' 


est  toujours  compris  entre  i  etoet  l'on  sait  que  si  p  est  compris 
entre  o  et  i  on  a 


!>/,.>(-;). 


En  prenant  r  =  4  "/o?  /''  =  3  {  ^{^  on  trouve 
^  =  8  ans  2o3  jours. 


(  ^83  ) 
1836. 

(  1900,  p.  96.  ) 

A  quelle  distance  du  centre  d'une  hyperbole  équilatère 
doit-on  mener  une  perpendiculaire  à  son  axe  réel  pour 
que  l'aire  comprise  entre  les  asymptotes,  la  courbe  et  la- 
droite  cherchée,  ait  une  valeur  donnée  k. 

(E.-M.    LlîMERAY.) 

SOLUTION 
Par  M.  C.-A.  L. 

I    , 
Prenons    les    asymptotes    pour   a\es   et  soient  a:  et  —   les 

abscisses  des  points  d'intersection  de  l'hyperbole  et  de  la  droite 
cherchée.  En  prenant  pour  unité  l'abscisse  du  sommet,  l'équa- 
tion à  résoudre  est 

I  -+-  i\^x  H 7,  ~k- 

X- 

Posons  372  =  —,  k  —  I  =  <2,  l'équation  devient 

ey  ^ 

eï  =  a-\-  y. 
Posons  encore  y -4- a  = :   l'équation  devient 


■,\  e       s  — 


et  peut  s  écrire 


d'où  (1) 


on    aura  ensuite  y^   puis  x,    en  fonction   de  z  et  la  distance 
demandée  sera 


n=  --[x  -\-  -)' 
1/2  V  ^/ 


(')  Voir  Nouvelles  Annales,  décemln-e  1897. 
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1917. 

(1901,  p.   336.) 

On  joint  un  point  M  quelconque  d'une  hyperbole  équi- 
latère  à  ses  deux  sommets  AA'  et  l'on  considère  le  cercle 
circonscrit  au  triangle  MAA'  et  son  cercle  des  neuf  points  : 

i"  Le  lieu  des  centres  de  similitude  de  ces  deux  cercles 
se  compose  de  deux  hyperboles  équilatères ; 

1"  La  droite  des  centres  est  normale  à  une  hyperbole 
fixe; 

3"  L'axe  radical  de  ces  deux  cercles  enveloppe  une  hyper- 
bole ; 

4°  Le  lieu  des  centres  des  cercles  tritangents  au  triangle 
MAA'  se  compose  de  deux  hyperboles  équilatères. 

(E,-N.  Barisien.) 

SOLUTION 
Par  M.   J.  Lez. 

Soit  le  point  M  pris  sur  l'hyperbole  équiiatère  x''- — y"^ — a^  —  q  ; 
si  son  abscisse  est  x  =  m,  son  ordonnée  sera  y  =  //n^ —  a- 
et  les  droites  AM  et  A' M  auront  pour  équations 

y  —{x  —  a)i/  , 

''        ^  '  \    m  —  a 

y  =ix  -\-  a)i/ 

La  perpendiculaire  à  AM  et  passant  par  son  milieu,  ou 

\J m''-  —  «^  _  /'«  —  Cl  (  m  +-  «  \ 

•^  2  "~       y    /?«  -i-  a  V  ^       / 

rencontre  l'axe  conjugué  en  y  =  y/zn-  —  a  -  ;  c'est  le  centre  G 
du  centre  circonscrit  dont  l'équation  est 

(i)  x''--\-{y  —  \/m'^—a'^Y=  m^. 

Les  hauteurs  du  triangle  AMA'  se  rencontrant  en  un  point  M' 
symétrique  de  M,  le  centre  du  cercle  des  neuf  points,   qui  se 
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trouve  au  milieu  de  CM',  sera  sur  l'axe  transverse  en  un  point 
dont  1  abscisse  est  x  =  — ;  son  équation  est  alors 


(^-v)' 


^•'"=T 


OU 

(2)  3^2+ ^^2 — mx  =  o. 

1°  Or,  quand  deux  cercles  de  rayon  r  et  /•'  ont  pour  coor- 
données des  centres  (a,  P),  (a',  P'),  les  coordonnées  de  leurs 
centres  de  similitude  sont 

,3,  a'/-  — a/-'  9,'r  —  ^r' 

(3)  x=  ~,         r=- ^ 

r  —  r  •'  r  —  r 

et 

^  r-i-r'  -^  r^r 

Par  suite,  pour  les  cercles  (i)  et  (  2)  on  a 


a  =  o,  j3  =  \/m^ —  a^, 


m 


P  =  O,  ^  =  — 


2 


et,  à  l'aide  des  formules  (3)  et  (4),  on  trouve 

(5)  X  = /H,  y— — /m2— «2, 

(6)  ix  =^  m,         "^y  =       \/ in'^  —  a-. 

Eliminant  la  variable  m  entre  les  deux  premières,  puis  entre 
les  deux  dernières  égalités  ci-dessus,  on  obtient  deux  hyper- 
boles équilatères 

j2=^2_^2^  gj^2=  g^2_  ^2. 

2°  La  ligne  des  centres  CM'  ayant  pour  équation 


(7)  my  —  {m  —  ix)  \/wP- —  a^  —  q, 
la  dérivée  par  rapport  à  m  est 

(8)  y  ^ m'^—  a^-+-  inix  -h  a^  —  2t)i^=  o. 
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Éliminant  la  variable  m  entre  les  équations  (7)  et  (8),  on 
aura  l'enveloppe  de  la  ligne  des  centres  ;  on  trouve  ainsi  la 
courbe 

^  64  376  —  48  x'>y^  -i-  I  -2  x^y'*  —  j'S  —  48  a2  j;^  —  3  a^ j^ 
^^'    \  —  84a2a-îj'2+i2a4a72— 3aijK2_(x6=  o; 

c'est,  comme  on  va  le  voir,  la  développée  d'une  hyperbole. 
En  effet,  la  développée  d'une  hyperbole 

b^  J"2  _  «2j,2  _  «2  è2  =  o 

a  pour  équation 

4  G» -h  •27AA'=  o, 

soit 

(«2  x"-  —  b^y-  —c'*)^—  27  «2  bi  c'*  x^y^  =  o 


ia^x^—i  a*  b^x'^y"-  +  3  «2  b'^x^y'* 
—  b^y^ —  'ia'*c'*x'* —  "i  b'*  c'* y'* 
—  ■i.ia'^b^c'*x^-y^^'ia'''C^x^—  "i b'^ c^ y^  —  c^^  =^  o. 

Identifiant  les  équations  (9)  et  (10),  on  a  une  suite  de  rap- 
ports 


«6 

a''  b- 

(«2_^62)6 

64  ~ 

16 

a6 

desquels  on  tire 

«2  =  4  62, 

a  =  ib, 

a        a^-hb^ 
1              a 

soit 

b 

a 

2a 

=  -,           a 

3 

5 

Portant  ces  valeurs  dans  l'équation 

62j'2_rt2y2_  «2^,2=0, 


on  trouve 


4^ 
372  —  4  K^ r- 


pour  l'équation  de  l'hyperbole  à  laquelle  la  ligne  des  centres 
est  normale  puisque  la  développée  de  cette  hyperbole  se  con- 
fond avec  l'enveloppe  de  cette  ligne. 
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3"  L'équation  de  l'axe  radical  des  cercles  (i)  et  (2)  ou 


(11)  mx  —  iy  \/ m- — a- — «2  _  q^ 

contenant  une  variable  m  au  deuxième  degré,  enveloppe  une 
conique. 

Elevant  au  carré,  on  a 

/n^ ( r 2  —  4 j2 )  —  9. c?2 X m-{-  a^{a^-h  4/^ )  =  «, 

et  l'enveloppe  est 

(«2-^  /\ y'^ ) {x^  —  i\ y- )  =  a^x^-\ 

réduisant,  on  trouve  l'hyperbole 

x^ —  4j'^ —  «'  =  o- 

4"  Enfin,  les  droites  AM  et  A'iVI  peuvent  être  représentées 
par  des  équations  de  la  forme 


(12) 


JK  =  (^  —  a)  tang2|3, 
y  =  (X  -^  a)  tangaa; 


elles  se  rencontrent  en  un  point  ayant  pour  coordonnées 

_  — rt(  tangaa -4- tang2  p) 
tangaa  —  tan  g  2  ^ 

_  — 2a('tang2a  tang2  p  ) 
langaa  —  tang2JiJ 

Pour  que  leur  intersection  soit  sur  l'hyperbole 
X-  — y'^ —  «2  —  o^ 

il  faut  que  leurs  coordonnées  satisfassent  l'équation  de  cette 
hyperbole;  on  trouve  ainsi  la  relation 

(i3)  1  =  tang2x  tang2p. 

Mais  les  bissectrices  des  angles  que  les  côtés  AM,  A'M  font 
avec  l'axe  transverse  ont  pour  équations 


(i4) 


^  =  (a7_a)tangP, 
y  =  (\r  — a)tanga; 


(  288  ) 

elles  se  rencontrent  aussi  en  un  point  ayant  pour  coordonnées 

a(  tanga  -t-  tangfi) 
""  tanga  —  tangji 

ia  tanga  tang^ 
•^  ~        tanga  —  tangjj 

De  ces  égalités  on  tire  d'abord 

(x  -\-  a)  tanga  =  (x  —  a)  tang^, 

y  tang^i  =  {y  -{-  iol  tang  j3)  tanga, 


puis 


d'où 


y 


X -1- a       ^ -4- aa  tang  j3' 


<i5)  tang^=— ^,  tanga  =—^ 


Mais  la  relation  (i3)  peut  s'écrire 

(i  —  tangua)  (i  —  tang^  (3)  =  4  tanga  tang^, 

et,  eu  égard  aux  égalités  (i5),  elle  devient 

L         \^-i-«/JL         \^  —  <^  /    }        (^  —  a)  {x  -+-  a) 
Développant  et  réduisant,  on  trouve 

pour  l'équation  du  lieu  décrit  par  les  points  de  rencontre  des 
bissectrices  (i4)-  Or,  cette  équation  se  décompose  en  deux  fac- 
teurs 

x^  —  y'^-\-'2xy  —  «2  =  0,         x'^  —  y^ — ixy  —  a'^=:o 

qui  représentent  deux  hyperboles  équilatères  dont  les  axes  de 
l'une  sont  les  asymptotes  de  l'autre.  Tel  est  l'ensemble  du  lieu 
décrit  par  les  centres  des  cercles  tritangents  au  triangle  AMA' 
circonscrit  à  l'hyperbole  équilalère. 


I 
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TÉTIMÈHRES,  OCTAÈDUES,  ICOSAÈDHES  IXSCRITS  A 
l\E  CLBIQIE  GAICKE  ET  CIRCO\SCIUTS  A  L\E 
OIAIMUOLE; 

Par  m.  g.  FOXTENÉ. 


I.     —     P.IEM 


lEllE     METHOIIE. 


1.  Théorème.  —  Sons  des  conditions,  en  nombre  3, 
4  ou  5,  il  existe,  en  nombre  doublement  injini,  des 
tétraèdres ,  des  octaèdres  ou  des  icosaèdres  inscrits 
à  une  cubique  gauche  F  et  circonscrits  à  une  qua- 
drique  Q. 

La  cubique  étant  donnée,  la  quadrique  dépend 
donc  de  paramètres  en  nombres  6,  5   ou  4  '• 

(a).     Pour    des   tétraèdres ,    on    prend    à    volonté 

3  couples  de  points  sur  la  cubique,  ce  qui  donne 
.3  cordes  AiAo,  B,  Bo,  CiCo,  et  la  quadrique  Q  est 
celle  qui  admet  pour  génératrices  les  3  droites  qui 
portent  ces  cordes; 

(b).    Pour    des    octaèdres j    on   prend    à    volonté 

4  points  I,  J,  K,  L  sur  la  cubique,  dans  un  certain 
ordre,  ce  qui  donne  uji  quadrilatère  gauche,  et  la 
quadrique  Q  est  l'une  quelconque  des  quadriques  en 
nombre  simplement  injini  qui  passent  par  les  côtés 
de  ce  (juadrilatère ; 

(c).  Pour  des  icosaèdres,  on  prend  à  volonté  sur  la 
cubique  un  système  de  4  points 

M,     M', 

N,     N', 

et  la  quadrique  Q  est  celle  qui  passe  par  les  3  côtés  du 
Ann.  de  Mathéniat.,  4'  série,  t.  IV.  (Juillet  1904.)  19 
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contour  ouvert  MNN'IM',  en'toucliant  la  cubique  aux 
points  extrêmes  M  et  M'. 

2.  Etant  données  une  cubique  gauche  F  et  vnie  qua- 
drique  Q,  si  O  est  un  point  de  la  cubique,  on  peut 
chercher  un  angle  polvèdre  à  p  arêtes,  de  sommet  O, 
dont  les  arêtes  s'aj^puieiit  sur  la  cubique  et  dont  les 
plans  des  faces  touclient  la  (|uadii(|ue;  comme  \e 
cône  S'  de  sommet  O  qui  a  pour  directrice  la  cubique, 
et  le  cône  -  de  sommet  O  qui  est  circonscrit  à  la  qua- 
driqnc,  sont  2  cônes  du  second  degré,  le  prciblème  n'est 
possible  en  général  que  pour  certaines  positions  du 
point  O.  S'il  arrive  que,  pour />  ^  3,  4>  5,  la  condition 
de  lermeture  de  l'angle  polyèdre  soit  satisfaite  en  tout 
point  de  la  cubique,  il  existera  une  double  infinité  de 
létraèdies,  d'octaèdres  et  d'icosaèdres  inscrits  à  la  cu- 
bique et  circonscrits  à  la  (piadrique.  En  elfet,  pour 
p  ^  D  par  exemple,  O  et  A  étant  2  points  de  la  cubique 
(Jig-  i),  il  existe  alors  un  angle  pentaèdre  de  sommet  O 


dont  les  arêtes  rcncoiilrenl  la  cubique  aux  points  A,  B, 
C,  D,  E  et  C[ui  est  cil-conscrit  à  la  (juadrique;  le  point  A 
donne  de  même  un  angle  penlaèdre  de  cette  nature  avec- 
les   points   BOEC'D',  les  points    B,    C,    D  en   donnent 
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d'autres  avec  les  points  COAD'E',  DOBE'A',  EOC  A'B', 
le  point  E  en  donne  un  avec  les  points  AODB'C; 
eniin  le  point  A'  en  donne  un  avec  les  points  B'DCE'O' 
vt  celui  du  point  B'  est  alors  fourni  par  les  points 
CEDA'O',  etc. 

3.  On  sait  d'ailleurs  (|ue  l'existence  à' an  angle  po- 
lyèdre à  p  arêtes,  de  sommet  O,  inscrit  au  cône  S'  et 
circonscrit  au  cône  S,  eutraine  l'indéterininatiou  pour 
un  tel  angle  polyèdre. 

Si  Von  prend  dabord  le  cas  de  l'octaèdre  (p  =  4)i  la 
<piadritpie  Q  étant  liée  à  la  cubirpie  F  par  les  condi- 
tions (Z>),  l'angle  tétraèdre  (O,  IJKL)  satisfait  aux  con- 
ditions requises;  donc.  .  . . 

Pour  le  tétraèdre  (^p=3),  avec  les  conditions  (a), 
si  l'on  mène  par  exemple  les  droites  OA,,  OA2 ,  le 
plan  OA,Ao  est  tangent  à  la  quadrique;  si  l'on  mène 
par  OA,  et  OAo  les  2  plans  tangents  à  la  quadricjue 
autres  (|ue  le  plan  OA,  Ao,  ces  deux  plans  tangents 
doivent  encore  couper  la  cubique  en  un  même  point  P. 
Or,  soient  en  général  P,  et  Po  les  deux  points  où  ces 
plans  tangents  coupent  encore  la  cubique.  Il  y  a  invo- 
lution  entre  les  points  O  et  P,,  le  plan  (A, ,  OP,)  devant 
être  tangent  à  la  quadricpxe  sans  être  un  plan  passant 
par  A,  Ao  ;  et,  avec  les  conditions  («),  les  points  B,  et  Bo 
se  cori'espondent  dans  cette  involution,  ainsi  que  les 
points  C,  et  Co.  L'involution  entre  O  et  Po  étant  déter- 
minée par  les  deux  mêmes  couples  de  points,  on  voit 
que  P,  et  Po  sont  un  même  point  P. 

Pour  l'icosaèdie  (j^  =  5),  avec  les  conditions  (c),  si 
l'on  mène  les  droites  OiM,  ON,  OiN',  OM',  les  plans 
OMN,  OJN^",  OJN'M'  sont  tangents  à  la  quadrique 5  si 
l'on  mène  par  OM  et  OM'  les  deux  plans  tangents  à  la 
quadrique  autres  que  OM^i  et  OM'jN',  ces  2  plans  tau- 


(    292    ) 

genls  doivent  encore  couper  la  cubique  en  un  même 
point  P  {fig-  a)  :  c'est  ce  qui  arrive  par  le  fait  que  la 
quadrique  est  tangente  à  la  cubique  aux  poiuts  M  et  M'. 
En  effet,  soient  en  général  P,  et  P2  les  2  points  où  ces 
plans  tangents  coupent  encore  la  cubique.  Il  y  a  invo- 
lution  entre  G  et  P(,  le  plan  (M,  OP,  )  devant  èlre  tan- 
gent à  la  quadri(pie  sans  être  généralement  un  plan 
passant  par  iMIN  ;  or,  si  l'on  met  P(  en  M',  O  est  en  N' 
indépendamment  du  fait  rappelé  ci-dessus;  d'autre 
part,  la  tangente  MT  à  la  cubique  au  point  M  étant 

Fig.  2. 


supposée  toucher  la  quadrique,  si  l'on  met  P|  en  IM  ^ 
O  est  en  IV,  puisque  le  seul  plan  tangent  que  l'on 
puisse  mener  à  la  quadrique  par  la  tangente  MT  est  le 
plan  TMN;  l'involution  entre  O  et  V^  est  donc  déter- 
minée par  les  deux  couples  de  points  M',  W  et  M^  N. 
L'involution  entre  O  et  P^  étant  déterminée  par  les 
deux  mêmes  couples  de  poiuts,  on  voit  que  P)  et  P^ 
sont  un  même  point  P. 


II.  — ■  Autre  méthode  (faits  nouveaux). 

Une  autre  méthode  consiste  à  définir  par  une  cubique  F 
des  tétraèdres^  des  octaèdres,  des  icosaèdres  inscrits,.dé- 
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ptMidant  de  deux  paramètres,  tels  que  renveloppe  des 
plans    de   leurs  faces  soil  dans  chaque   cas   une    ([ua- 
drique. 

II  (a).  —  Tétkaèdke. 

-4.  J'ai  obtenu  précédemment  (Nouvelles  Annales, 
1901,  p.  i3)  le  cas  du  tétraèdre  par  le  calcul  suivant. 
Représentons  les  points  de  la  cubicjue  par  les  for- 
mules 

X  =  l^,       y  =  À-,        ^  =  >,,         ^  =  I, 

en  mettant  pour  simjjlifier  x  et  j  au  lieu  de  ax  et  by  : 
le  tétraèdie  de  référence  étant  -l^iIbScD,  la  cubique  passe 
aux  points  d,  et  cô,  les  tangentes  étant  .~X^S^  et  (©£,  les 
plans  osculateurs  étant  cl>i'')£  et  lôSiUi.  Considérons  les 
tétraèdres  ABCD  en  nombre  doul»lement  infini,  (jui  sont 
inscrits  à  la  cubique  et  dont  les  sommets  ont  pour  para- 
uiètres  a,  ^j,  ",  0  les  racines  des  équations  du  quatrième 
degré 

(i)  /()0--/i?(À)-^-A'i'(^^)  =  o, 

Il  et  A  vaiiant.  Si  l'on  se  donne  les  sommets  A  et  B,  le 
tétraèdre  est  unique;  dès  lors  la  surface  cjui  est  l'enve- 
loppe des  plans  des  faces  des  tétraèdres  est  une  qua- 
drique  Q,  attendu  que,  par  une  corde  AB  de  la  cubitpie, 
il  passe  seulement  deux  de  ces  plans,  à  savoir  les  plans 
des  faces  ABC,  ABD  du  tétraèdre  dont  cette  corde  est 
une  arête. 

La  cubique  V  étant  donnée,  la  quadri<pie  Q  dépend 
de  6  paramètres.  L'équation  (i)  dépend  en  elfet  de  para- 
mètres apparents  en  nombre  j  x  3  —  i  ;  mais  on  peut 
eflecluer  sur  h  et  A  les  substitutions 


A//'-nBA-r- C        DA'-T-...        G/i-^... 
de    sorte   que    le    noud^re    des    paramètres     tictils     est 
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3x3  —  I  5  ^^  reste  donc  6  paramètres.  Cela  résulte  en- 
core de  ce  que  les  racines  de  l'équation  (i),  h  et /r  va- 
riant, sont  simplement  assujetties  à  vérifier  deux  rela- 
tions de  la  forme 

A  -t-  B.Si  -^  Cs-i  -4-  D53  =0, 

B'Sj-i-  C S=,-T-  D'53-f-  E  .$;  =  o, 

.V,  étant  la,  etc. 

0.  Il  suit  de  là  que  l'existence  d'un  tétraèdre  de  l'es- 
pèce indiquée  u'entraine  pas  celle  d'une  double  infinité 
de  tels  tétraèdres,  puisque,  s'il  eu  était  ainsi,  la  donnée 
de  r  laisserait  (4 — 2)4-5  ou  -  parainèlres  pour  la 
quadi  ique. 

La  cubique  étant  donnée,  pour  obtenir  la  quadrique 
avec  6  paramètres,  on  peut  se  donner  2  tétraèdres  ABCD 
et  A'B'(7D'  inscrits  à  la  cubique;  les  sommets  des  2  té- 
traèdres forment  un  système  (singulier)  de  8  points  de 
Lamé,  les  2  tétraèdres  sont  conjugués  à  une  même  qua- 
drinue,  et  les  plans  de  leurs  faces  forment  un  système 
de  8  plans  de  Lamé;  il  existe  donc  une  double  infinité 
de  quadriques  Q  inscrites  aux  2  tétraèdres.  Une  i[ua- 
drique  ainsi  obtenue  forme  avec  la  cubique  F  un 
svstème  de  l'espèce  considérée  ici;  elle  dépend  de 
6  paramètres,  chaque  tétraèdre  donnant  seulement 
2  paramètres  (puisqu'il  existe  uu'e  double  infinité  de 
tels  tétraèdres). 

6.  Le  sommet  D  étant  choisi,  il  existe  une  infinité  de 
trièdres  inscrits  au  cône  2'  et  circonscrits  au  cône  S  du 
11"  2;  A,  B,  C  étant  les  points  où  les  arêtes  de  l'un  de 
ces  trièdres  rencontrent  la  cubique,  le  plan  ABC  est 
tangent  à  la  (piadriqnc  Pour  une  même  position  du 
point  D  les  plans  ABC  passent  par  une  même  généra- 
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irice  A  de  la  quadiique,  géiiéialrice  du  s^slèmi;  de 
celles  qui  rencontrent  A,  A^,  B,  Bo,  C,  Co,  et  à  cliacime 
de  ces  génératrices  correspond  un  seul  point  D.  En  effet, 
si  l'on  se  donne  le  point  D,  les  paramètres  h  et  A"  de  la 
rebition  (i)  sont  liés  par  une  équation  linéaire,  et  les 
paramètres  a,  |j,  •'  des  points  A,  B,  C  sonl  donnés  par 
une  équation  du  troisième  degré  de  la  forme 

F(X)  + /«*(>>)  =  o; 

dans  ces  conditions,  le  plan  ABC  passe  par  une  droite 
fixe,  puisque,  si  l'on  se  donne  le  point  A,  le  plan  ABC 
est  unique.  Ce  fait,  quand  on  regarde  la  cubique  comme 
l'intersection  incomplète  de  deux  quadriques,  est  lié  à 
ci;lui-ci  [Nouvelles  Annales.  1899,  p.  69,  lignes  16  et 
sniv.)  :  Si  Von  considère  les  tétraèdres  A^CD  inscrits 
à  une  quadricjue  et  circonscrits  à  une  autre,  le  sotn- 
itiet  D  étant  donné,  les  plans  ABC  passent  par  un 
point  fixe;  chacun  de  ces  plans  donne  d'ailleurs  une 
inliuiLé  de  triangles  ABC, 

La  cubique  F  étant  donnée,  si,  pour  olHenir  la  qua- 
drique  Q  avec  6  paramètres,  on  se  donne  les  2  té- 
traèdres DABC  et  DA'B'C  inscrits  à  la  cubique,  avec 
même  sommet  D,  comme  les  6  arêtes  des  2  trièdres  D 
sont  à  un  même  cône  du  second  ordre,  les  6  plans  tan- 
gents DBC,  DCA,  DAB,  DB'C,  ...  donnent  seulement 
5  conditions  pour  la  quadrique  Q,  et  c'est  alors  ainsi 
que  les  8  plans  tangents  donnent  seulement  7  condi- 
tions. En  outre,  d'après  ce  qui  précède,  les  quadriques  Q 
qui  vérifient  ces  7  conditions  passent  parla  droite  d  in- 
tersection A  des  2  plans  ABC,  A'B'C;  ou  encore,  si  une 
quadrique  Q  vérifie  les  5  premières  conditions,  la  con- 
dition pour  elle  de  passer  par  la  droite  A  est  une  condi- 
tion double  et  non  une  condition  triple.  [En  tenant 
compte  de  ce  que  les  2  trièdres  (D,  ABC)  et  (D,  A'B'C) 
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onl  leurs  arêtes  sur  un  même  cône  du  second  ordre,  et 
de  ce  que  la  condition  triple  dont  on  vient  de  parler  se 
réduit  à  une  condition  double,  on  exprime  complète- 
ment que  D  est  sur  la  cubique  gauche  des  6  points  A, 
B,  C,  A',  B',  C] 

7.   Si  l'on  se  donne  les  points  A  et  B  par  leurs  para- 
mètres a  et  |3,  les  deux  équations 

/(a)  -+-  h  »(  a)  -1-  k  'l^{a.)  —  o, 
/(p)  +  Ao(;3)-4-A-.HP)  =  o 

déterminent  h  et  /r,  et  l'on  a  ensuite  les  paramètres  y  et  o 
des  points  C  et  D.  Si  l'on  prend  comme  points  A  et  B 
les  points  A,  et  Ao  par  exemple  [n°  1  («)],  l'un  des 
points  C  et  D  est  quelconque;  on  aura  donc  les  para- 
mètres des  couples  de  points  (A,,  Ao),  (B,,  Bo),  (C,,Co) 
en  résolvant  les  deux  équations 


8.   Les  paramètres  des  3  sommets  d'une  face  ABC  du 
tétraèdre  sont  liés  par  la  relation 


/(a)     o(a)     <L(a) 

/(P)     ?(P)     '!'<•?) 
/(Y)-    o(Y)     -^.y) 


=  o, 


qui  se  transformerait  en  une  relation   triplement  qua- 
dratique et  symétri(jue. 

L'équation  du  plan  ABC  est 


.j^2:aH-j::a^-'^?Y  =  o, 


comme  on  le  voit  en  cherchant  les  points  de  la  cubique 
situés  dans  ce  plan  (x=  A'*,  .  .  .);  les  coordonnées  de  ce 


(  ^^97  ) 
plan  sont 

Il  =  i ,         V  =  —  Sa.  «p  =  S  a3,  r  =  —  aSv, 

el  la  relation  entre  a,  [i,  y  donnerait  réijuation  tangeii- 
tielle  de  la  quadrique. 

Celte  même  relation,  où  l'on  regarde  a  et  ,3  comme 
donnés,  est  une  équation  du  second  degré  en  y^  faisant 
connaître  v  et  ù. 

II  (A).  —  Octaèdre. 

9.  Pour  l'oclaèdie,  i  soniuitts  opposes  ciuelconques 
se  correspondejil  dans  une  involution  sur  la  cubique, 
ou  encore  les  3  diagonales  sont  des  génératrices  d\in 
hjperholoïde  H.  passant  par  la.  cubique;  ces  3  géné- 
ratrices sont  liées  sur  l'iiype/  boloïde  par  une  relation 
triplement  linéaire  et  symétrique. 

Etant  donnée  une  cuhiqne  gauclie  F,  combe  unicur- 
sale,  considérons  sur  celte  cubic|ue  une  involution  de 
points  qui  donne  lieu  aux  cordes  A  A',  BB',  CC,  ...  ;  les 
sécantes  doubles  AA',  .  .  .  sont  les  génératrices  d'un 
système  d'un  byperboloïdt-  H  passant  par  la  cubique. 
Etablissons  entre  trois  de  ces  génératrices,  au  moyen 
d'un  paraujèlre  qui  leur  correspond  uniformément,  une 
correspondance  triplement  linéaire  et  symétrique  :  l'en- 
veloppe des  plans  ABC  est  une  quadrique  Q,  puisque, 
par  une  corde  AB  de  la  cubique,  il  passe  seulement  deux 
de  ces  plans,  à  savoir  les  plans  ABC  et  ABC;  ou  mieux, 
l'octaèdre  à  faces  triangulaires  qui  a  pour  diagonales 
A  A',  BB',  ce  est  circonscrit  à  une  quadrique  'iw.Kt  Q.  La 
cubique  étant  donnée,  l'involulion,  ou  l'iiyperboloïde  H 
qui  la  traduit,  dépend  de  2  paramètres,  la  correspon- 
dance triplement  linéaire  et  symétrique  entre  les  3  gé- 
nératrices dépend  encore  de  3  paramètres,  de  sorte  que 
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la  qiiadrique  Q  dépend  finalement  de  5  paramètres  ;  le 
système  de  la  cubique  et  de  la  quadrique  vérifie  donc 
4  conditions. 

Il   (c).    —    IcOSAÈDRE. 

Il  s'agit  plutôt  ici  de  propriétés  relatives  à  la  figure 
qui  résulte  des  conditions  (c)  que  d'une  méthode  pour 
obtenir  cette  figure. 

10.  Les  points  JM  et  M'  étant  pris  comme  sommets  tO 
et  'X,  du  tétraèdre  de  référence,  pour  les  formules 

les  paramètres  de  ces  points  sont  o  et  oo^  soient  A  et  -p 

ceux  des  points  N  et  ]N'.  On  verra  au  n°  23  que,  des 
deux  relations  auxquelles  satisfont  les  2  couples  de 
points  (E,  B)  et  (O,  A)  de  la  figure  i,  la  plus  simple 
est 

Do)  —  I    D  a  —  I 

Si  l  on  acceptait  de  prendre  cette  relation  comme 
point  de  départ  pour  le  traitement  du  problème  de 
l'icosaèdre,  on  aurait  à  montrer  d  abord  que  les  5  rela- 
tions analogues  à  la  précédente,  autour  du  point  O, 
définissent  autour  de  ce  point  un  angle  pentaèdre  i)a- 
riable  circonscrit  à  un  cône  du  second  degré,  et  ensuite 
que  les  cônes  ainsi  obtenus  sont  circonscrits  à  une  même 
quadrique,  ou  encore  que  lenveloppe  du  plan  OAB  dé- 
pendant de  2  paramètres  est  une  quadrique  (les  3  points 
O,  A,  B  jouant  le  même  rôle). 

Je  me  contente  de  signaler  ce  fait;  mais  j'indiquerai 
une  conséquence  des  2  relations  du  n"  23,  une  interpré^ 
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laliou  géométrique  remarquable  de  celle  qui  est  écrite 
ci-dessus,  .... 

II.   Le  paramètre  du  point  A'  de  la  figure  i  est  donné 
par  la  relation 

tua  = 


D  Y  —  1    D  0  —  1  ' 
comme  on  a 

'jj  —  \     3  —  A  ,  i,j  -  \     z  —  \ 


'  D  oj  —  I    D  3  —  I  D  co  —  1   D  £  —  I 

on  peut  avoir  a'  en  fonction  des  (piantités  a.  w,  j-î-î,  pt: 
au  moyen  des  deux:  formules  du  n'^  23,  on  trouve  fina- 
lement 

A 


7.7.    =    — 

D 


Don( 


Deux  sommets  ojyposés  (0,0'),  (A,  A'),  (B,  B'),  ... 
de  l'icosaèdre  se  correspondent  dans  l'involution  défi- 
nie sur  la  cubique  par  les  i  couples  de  points  (M,  M'), 
(jN,  jN');  les  diagonales  de  l'icosaèdre  sont  les  généra- 
trices d'une  quadrique  passant  par  la  cubique,  deux 
de  ces  génératrices  étant  MM'  et  NIN'. 

12.  Si,  dans  la  relation  R,  on  introduit  les  points  B' 
et  A'  au  lieu  des  points  B  et  A,  on  obtient 


on  a  donc,  a\>ec  des  rapports  anliarmoniqucs , 

^         (E,  B',  M,  M')  I       (         (O,  A',  N,  N')  \ 
[R]  .ou  =  ,   ou  > . 

(         (B,  E',  M,  M')  )       (         (A,  O',  N,  N')  ) 
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13.  Pour  la  définition  direcie  dos  icosaèdres  en  par- 
tant de  la  cubique,  on  pourrait,  se  donjiant  M  et  M', 
N  et  N',  choisir  les  lo  conditions  suivantes  :  d'une  part 
les  6  faits  d'involutions  relatifs  aux  diagonales,  d'autre 
part  les  4  conditions  effectives  fournies  par  les  5  rela- 
tions [R]  autour  du  point  O. 

1-4.  L'icosaèdre  de  la  figure  i  donne  lieu  à  un  ico- 
saèdre  ayant  les  mêmes  sommets  et  dont  les  3o  arêtes 
sont  les  segments  tels  que  OA'5  au  point  O,  par 
exemple,  les  5  faces  de  cet  icosaèdre  sont  OA'C, 
OC'E',  ....  Cet  icosaèdre  dérivé  est  circonscrit  à  une 
noin^elle  quadiique  Q',  ou  encore  l'enveloppe  des  plans 
OC  A' est  une  quadiique:  en  effet,  par  une  corde  OC 
de  la  cubique,  il  passe  seulement  deux  de  ces  plans,  à 
savoir  les  plans  OC  A'  et  OCE',  fournis  par  l'icosaèdre 
primitif  dont  O  et  C  sont  2  sommets  (cet  icosaèdre 
est  unique,  car  le  point  C  délermine  complètement  le 
point  C,  el  les  points  O  et  C  donnent  un  seul  icosaèdre). 

La  quadrique  Q'  est  celle  qui  /tasse  par  les  trois 
côtés  du  contour  ouvert  IN'.MiM'jN  en  touchant  la  cu- 
bique aux  points  extrénxes  jN'  et  N. 

En  effet,  les  2  couples  de  points  (O,  A')  et  (C,  D)  de 
la  figure  i   donnent 

(O,  A,  M,  jM'j  =  (C,D',  N,N'); 

on  a  donc 

(D',G,N,  V)  =  (0,A,M',  M);       ' 

or,  pour  le  ntnivel  icosaèdre,  les  arêles  consécutives  de 
l'angle  pentaèdre  en  O  étant  OD',  OA',  OC,  ...,  la 
relation  précédente  est  celle  que  l'on  doit  avoii'  pour  les 
2  couples  de  points  (D',  C)  et  (O,  A'),  si  la  quadrique  Q' 
se  déduit  de  la  quadrique  Q  en  remplaçant  iM  et  M' 
par  N  et  N',  tandis  que  l'on  rem[)lace  N  et  N'  par  M' 
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et  ]M  :  on  obtient  ainsi  le  résultat  indiqué.  Il  est  à  peine 
besoin  de  faire  observer  que  les  ieosaèdres  primitifs  et 
ceux  que  l'on  considère  ici  sont  réciproques,  de  sorte 
que  les  2  cpiadriques  {Jig-  3)  le  sont  aussi  ('  ). 


lo.  Si  les  soinniels  de  référence  (ô  et  "%  étaient 
2  points  quelconques  de  la  cubique,  en  désignant  par 
m,  m',  /z,  n'  les  paramètres  des  points  M,  M',  N,  N',  on 
aurait,  au  lieu  de  la  relation  (R)  : 

/  £  —  m    p  —  tn\        /  w  —  n    a.  —  ^^  \  _  /  '"  —  '*'  \  " 
\  £  —  m'  ^  —  m  )        \  co  —  n   CL  —  n' }        \  m'  —  a  j 

16.  A  chaque  point  O  de  la  cubique  correspond  un 
point  P,  ou  mieux  O, ,  par  la  construction  de  la  figure  2  \ 
il  y  a  involution  entre  O  et  O, ,  les  2  couples  de  points  N, 
M  et  N',  M'  faisant  partie  de  cette  involution,  et  l'on  a 

tOi  =    -p- ou  U  WWi (  W-r-C0i)-i-A   =  O, 

Da>  —  I 
on  aurait  encore  ce  résultai  en  faisant  a^  A  dans  les 


(')  En  prolongeant  chaque  face  de  l'icosaèdre  primitif  jusqu'à  la 
rencontre  des  plans  des  3  triangles  qui  entourent  la  face  opposée  à 
celle  que  l'on  considère,  on  formerait  un  nouvel  icosaèdre  circon- 
scrit à  la  quadrique  Q  ;  il  est  probable  que  cet  icosaèdre  serait 
inscrit  à  une  cubique  fixe  T'. 


relalions 
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a  —  A 


x'^  =  l.- 


3x0  =  /. 


Da  — I 


D  [i  —  I 
—  A 


D  -,'  —  I 


ce  qui  donne 

a  =  A,         3  =  0.         Y  =  ^'  ^ 


i 


La  relation  (R)  prend  ainsi  la  forme 

de  sorte  que  les  3  couples  de  points 

(E,B),     (Oi,A,),     (M,  M',) 

appartiennent  à  une  même  involutioîi  sur  la  cubique. 
Une    projection    conique,    avec    le   point    O   coniuK; 
point  de  vue,  donne  ce  tliéorènie  : 

Soit  umOi  m' n'  un  pentagone  inscrit  à  une  conique  S' 
et  circonscrit  à  une  conique  8;  soit  i  le  point  d'inter- 
section des  droites  mn  et  m' n' .  Si  aaf  est  une  corde  de 
la  conique  S'  passant  en  i,  et  si  du  point  a  on  nùim- 
à  la  conique  S  deux  tangentes  qui  coupent  encore  la 
conique  S'  en  e  et  en  b ,  la  corde  eb  et  la  corde  o,ai  se 
coupent  sur  mni' , 

J.a  même  ligure  donne  ceci  par  la  relation  [R]  : 

Les  droites  qui  passent  par  le  point  d' intersection 
des  droites  mm'  et  m^  déterndnent  sur  la  coiùque  S'  des 
couples  involutijs  (o,  o'),  («,  a'),  .  .  .;  on  a  alors 

.  (e,  b',  m, /n')  )       .'  (o,  a\  n,  n' )   , 

[r]  ou  I  =  '    o u  > , 

'  (b,e',ni,m')   ]       (  (  a,  o' ,  n,  n')  ) 
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o  étant  le  point  où  la  droite  /o,  rencontre  encore  la 
conique  S'. 

III.    —    A>"ALYSK    DU    PROBLÈME. 

C'est  lélude  des  conililions  de  fermeture  indiquées 
au  11°  2  qui  m'a  conduit  aux  conditions  (a),  (^b\.  (c)  du 
n"  1.  Je  donnerai  une  idée  de  ce  calcul,  eu  m  altacliant 
surtout  au  cas  de  l'icosaèdre  (double  contact  de  la 
<:ubi(]ue  et  de  la  quadrique). 

17.  L'équation  du  cônel'  est,  en  appelant  co  le  para- 
mètre du  point  O, 

(,  J'  —  L->Z)- (  X  —  M  y  )  (  z  —  w/)  =  o 

ou 

en   posant 

X  =  .r  —  w  -»-.         Y  =  j-  —  o)z.         Z  =  z  —  tôt  : 

on  a  d  ailleurs  ainsi 

X  -^  w  Y  =r  ./■  —  oj-  z.         Y  -+-  (oZ  ^=  y  —  oj-  /. 

X  —  M  Y  —  tO-  Z  =  ^-  —  (x)^  t. 

D'autre  part,  les  coordonnées  du  point  O  étant  x'  )' , 
z',  t'  ou  (jj'',  co'-.  oj,  1,  l'équation  du  cône  S  est  une  rela- 
tion du  second  degré  entre  les  quantités 

/■  :=  x^■'  —  )-.?■'  =  l.0-\, 
—  q  =^  xz'  —  zx'  =  oj   X  -4-  oj'Y, 

s  =  X  t'  —  t  x'  ^=^       X  -r-  ctj  Y  -;-  w-Z, 

p  =  yz'  —  zy'  =  i-^  'i', 

/  =yt'  —  ty'  =       Y  -^  wZ, 

u  =  zt'  —  Iz'  =       Z. 
Si  l'on  désigne  par  A,  13,  C,  aF,  aG,  aH  les  coeffi- 
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cienls  de  X-,  .  . .  dans  l'équalioii  du  cône  2,  comme  on 
a  pour  le  cône  T 

A'  =  o,        B'=2,        C'=o,        F'=o,        G'= — I,        H'=o, 

les  invariants  du  système  sont 

S  =  ABG+..., 

e  =2(GA  — G2)  — ^(nF  — BG), 
6'  =  — B  -+-4G, 

0  =  —  2; 

les  degrés  de  ces  invariants  par  rappoi-t  à  co  sont  respec- 
tivement 1  2,  8,  4>  t). 

Observons  maintenant  que,  si   le  point  O  est  sur  la 
quadrique,  c'est-à-dire  si  l'on  a 

/(co^  w^  w,  0  =  0, 

y=  o  étant  l'équation  de  la  quadrique,  le  cône  S  se 
réduit  à  un  plan  double  .•  0  et  0  renfermant  donc  /  an 
facteur;  comme  le  cône  S  ne  peut  d'ailleurs  devenii- 
évanouissant  que  de  cette  façon,  si  la  quadrique  Q  n'est 
pas  un  cône,  on  voit  que  0  est,  à  un  facteur  constant 
près,  /'-.  On  a  donc 

e  =  2/x  cp, 

(p  étant  un  polynôme  du  second  degré  en  co. 

18.   Cela  posé,  si  l'on  fait 

7  =  ^^-406', 

les  conditions  de  fermeture  pour  le  trièdre,  l'angle 
tétraèdre,  l'angle  pentaèdre,  sont  respectivement 

Y  =  o, 

ôy  -t-  80-0'=  o, 

yî— 32828'(eY  +  8o23')  =  o; 
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ces  conditions  devienneiit,  après  snpprcssion  des  fac- 
leurs /^/3,/•■■, 

o2  — A-6'  =  o, 

'f(?-  — A-0')-2AV=o, 
(  ,^2  _  A- 0' )'  +  s  k-^f  [ cp (  -f^  -  /- 6'  )  -  2 k\f  ]  =  o, 

et  elles  sont  des  degrés  4>  65  '2  en  w.  (Ce  sont  les 
nombres  de  sommets  du  tétraèdre,  de  l'octaèdre,  de 
l'icosaèdre.) 

Ecrivons  que  la  dernière  est  une  identité  (cas  de 
l'icosaèdre).  Les  valeurs  de  to  qui  annulent  y  doivent 
annuler  le  polynôme  cp-  —  hH'  qui  est  seulement  du  qua- 
trième degré;  donc  y*  doit  avoir  deux  racines  doubles,  et 
l'on  doit  avoir 

/=P2Q,         o2-A6'=A'PQ, 

P  et  Q  étant  des  poljnomes  du  second  degré  en  oj.  Ces 
conditions  remplies,  le  polynôme  du  second  degré 

/v'3QH-8Â-2(/.''f  —  2/.-2P) 

devra  être  identiquement  nul.  On  a  ainsi  9  conditions 
apparentes. 

L'identité  y"z=P-Q  exige  c[ue  f  ait  deux  racines 
doubles,  e'est-à-dire  que  la  cuhique  F  soit  hitangente  à 
la  quadrique  Q.  On  peut  supposer  que  les  deux  points 
de  contact  correspondent  aux  valeurs  oj  =  o  et  w  =  co, 
de  sorte  que  l'on  aura 

P  =  io. 

Ces  deux  points  de  contact  étant  les  sommets  (^0  et  -^o 
du  tétraèdre  de  référence_,  et  les  tangentes  à  la  cubique 
en  ces  deux  points  étant  les  arêtes  6DS  et  ciil'o,  l'équation 
de  la  quadrique  se  réduit  à 

(  E  )      6j'-  ^  cz-  -ir-  'ify^  -^-'2.gzx-\-ilxt-T-irnyt^=o, 
Ann.  de  Mathémat.,  4°  série,  t.  IV.  (Juillet  1904.)  20 
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g  cl  m  étant  analogues  de  iiièinii  que  b  et  c;  on  a  ainsi 

/{M  )   =  (.o2[(6  -f-  2^)co'--î-  2(/-î-  /)  W  -H  (c  -i-  2»l)]. 

On  doit  avoir  par  suite  les  iclenlités 

i    o2 /iO'=  /i'ca[(6  n-  2^)w2-^  'J-(f-r-  /)  W  -^  (c  -H  2m)], 

19.  Il  faut  alors  former  Téquation  du  eôiie  S.  Or  la 
condition  pour  qu'une  droite  louche  la  quadrique  (E) 
devient,  en  tenant  compte  de  l'identité  ps-\-qt-{-vu^=Oy 

—  bc  .p-  -^  (fl  —  ,i'y/  -i-  int  —  Is  )- —  4  i  ff'^^  — fl  •  ''" 

--  1  bg.pr  -^  2  cm. pu  —  ici .qu  -^-  ibl .rt  =  o; 

on  a  donc,  pour  l'équation  du  cône  S. 

—  bc  Oj2Y2-i-  j(  -OJ  -4-  l)\  -H  [,^'t02—  (/-T-  I)M  4-  m]  Y 

-+-  OJ  (  /  W  -r-  «i  )  Z  j  ' 

-4-26  to2(^-'to  -^  /)XY  -f-  2c  t.j(yoj  -i-  m)YZ 

H-  2 1  /  co  (  6  (.02  -1-  c  )  —  2  (  .^«t  — //  )  (.o2  ]  XZ  =  0. 

En  posant 

S  =  è/oj3 —  li^gm  — fl  )iù-  -*-  clio, 

on  a  ainsi,  dans  l'équation  du  cône  S, 
A  =  (^to-+-  ly, 

B   =  R2—  6coj2, 

G  ^  to2(  /oj  -^  /n  )2, 

F  =  to  R  (  /  M  -h  m  )  -^  c  co  (  Ao  -r-  ;?i  ), 

II  =  R(,^'OJ  —  0-4-èto2(^lO-r-  /), 

G  =  (x){.g-(Ji  -+-  l)  {lut  -h  m)  -+-  S, 
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20.  On    forme >   et   l'on    trouve    i)our  l'identilé 

0  ,. 

+  [  /-  c  -t-  »i  (  g  m  —  fl  )] . 

La  constanle  A  de  ridenlilé  o  ^^kf^  est  du  quatrième 
degré  en  rt,  Z»,  ...;  elle  ne  diffère  que  par  un  facteur 
numérique  du  discriminant  A  de  la  quadrique,  puisque  o 
s'annule  évidemment  avec  A.  L'examen  d'un  cas  simple 
(soit  è  =  o,  c  =  o,  y  ^  2R  to-)  donne 

—  A-  =  A  =  (gin  —fl  y—bclK 
On  forme  encore  h' . 

21.  La  première  des  identités  (I)  exige  d'abord  que 
le  polynôme  o-  —  AO'  n'ait  pas  de  terme  en  to'  ni  de 
terme  indépendant;  cela  donne 

bl^{bl^-Jr- 1  g{gin  —fl)  ~  cg-]  —-  o, 
cl-  [c/^-i-  -2/n( g//i  — fl )  -+-  bm-]  =  o. 

Je  nie  suis  borné  à  co/isidérer  la  solution 

b /i    4-  cg-^  =  —  ■!  g( gm  —fl), 
bni--^  ci-  =  —  %ni{gni  —  fl); 

J'ai  écarté  pour  cette  solution  Vhypolliése 

l-  ~  lit  g,         bm  -i-  cg  =  —  2  (  g  m  —  y"/), 


et  j  ai  pris  seulement 

(A)                        ^  =  ^  = 
g        m 

—  ligm—fl) 
gm  -!-  /- 

h  0.1  c  étant  ainsi  proportionnels  à  g  et  m. 
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22.   Cela  introduii  partout  le  biuoine  (goï-  -\-  m)^  et 
la  pieniière  des  identités  (I)  est  satisfaite,  avec 

A'  =  —  2  M-. 
La  seconde  exige  simplement 


(B) 

on  a  alors 

(A') 


l'-{gni  -i-  /-)  =  ginigm  — fl); 


—  2/2 


En  faisant  /=  i,  et  en  remplaçant  m  et  g  par  — A, 
— ^  D,  l'équation  (E)  devient 

(E')     kD{x  —  ky )  {t  —  T> z )  —  {y  —  kz)  ( z  —  Tiy)  =  o. 

Telle  est  l'éiftiadon  déjiniiive  de  la  quadrique. 

Les  génératrices  sont  en  évidence,  et  Ton  vérifie  aisé- 
ment que  les  conditions  (c)  dn  n"  1  sont  satisfaites;  les 
paramètres  des  4  points  qui  liguient  dans  ces  conditions 
sont  donnés  par  ce  Tableau  ; 


M  ou  Ô), 

N, 


M'  ou  cl>, 

N', 


Je  ferai  observer  que  la  lelation  (B)  peut  prendre  la 
forme 

fl    _(  l'    •      —  I  — v^\/   /-  —  I— v/'5 


23.   L'équation  tangenticlle  de  la  quadiique  est 

AD[(Aii  +  P)+D(D/--Mv)][A(A?i-f-(0-^(D'-+  »' )] 

—  (i  —  AD  f  ur  =  o. 

La    relation    triplement    quadratique    et    symétrique 
entre  les  paramètres  des  points  O,  A,  B,  le  plan  OAB 


(  3o9  ) 
étant  langent  à  Q,  s'obtlciil  eu  faisant  dans  l'éc|ualioa 
précédente 

Si  l'on  suppose  to  et  a  donnés,  cette  lelation  est  une 
équation  du  second  degré  en  ^j,  ayant  pour  racines 
p  et  s  ;  on  a  ainsi 

-  A     a  —  A 


^  X   £  = 


D  co  —  I   D  a  —  1 


(,_  AD)2 

(co  —  A)(a  —  A)(Dw  —  ()(Da  —  i)  +  (w,  a)2 -— tox 

ft^ç=     ^ — 

^  (co,  a)(Doj  — i)(Da  — i) 

en  posant 

(co,o()  =  Dcoa  —  (co-i-a)-+-A. 


[05h] 

SLR  l]\  TIIÉORÈHE  DE  LA  THÉORIE  DES  SURFACES; 

Par  m.  LfiLIEUVRE. 


Le  théorème  démontré  par  M.  Bricard  dans  le  numéro 
d'août  igoS  de  ce  Journal  s'établit  aisément  par  la 
méthode  cinématique;  pour  faire  la  démonstration, 
j'etnploierai  les  procédés  du  Calcul  géoniétrique  de 
Grassniann  :  ce  sera  un  nouvel  exemple  des  avantages 
qu'ils   présentent. 

Soit  une  surface  rapportée  à   ses  lignes  de  courbure 


a  =  const.  et         c  =  const. 


Je  considère  au  point  M  de  la  surface  le  trièdre  tri- 
rectangle  formé  par  une  arête  normale  à  la  surface  en 
ce  point,  et  deux  autres  arêtes  tangentes  aux  lignes  de 


(  3io  ) 
courbure  qui  se  coupent  en  INI.  J'appellerai  I  un  vecteur 
unité  porté  sur  l'arête  normale,  J  un  autre  sur  l'arête 
taugente  à  (^  =  const,,  K  un  troisième  sur  l'arête  tan- 
gente k  u  =  const.  ;  puique  les  arêtes  qui  portent  Jet  R 
sont  tangentes  aux  lignes  coordonnées,  on  doit   avoir 

,       1 dM     dU 

pour  Jes  dérivées  Ereonictricines  — ■.  —  : 
^  ^  ^  du       dv 

^    '  du        ^    '  dv        ^ 

D'autre  part,  si  l'on  rapporte  les  dérivées  géomé- 
triques des  vecteurs  I,  J,  K  au  trièdre  que  forment  ces 
vecteurs,  on  voit  immédiatement  par  un  calcul  très 
simple  qu'en  vertu  des  relations  fondamentales 

I2=J2  =  K2  =  I      (1),  J  |K  =  K|  I  =  I|  J  =  0, 

ces  dérivées  géoniéliicjues  ont  des  valeurs  de  la  forme 
suivante  : 


(II) 


On  liouve  rraillcnrs  la  signification  cinématique 
habituelle  des  coellicients  ç,  ç,,  p,  q^  /•,  /?,,  ^,,  /',,  en 
formant  à  l'aide  des  équations  piécédentcs  l'expression 
de  la  vitesse  d'un  pt)int  P  quelconque  de  l'espace,  de 
coordonnées  x^  y^  z  par  rappoit  au  trièdre  considéré, 
soit 


(')  Je  désigne  par  I-,  suivant  l'usage,  le  produit  I|I  (  ro/r  Burali- 
FoRTi,  Introduction  à  la  Géométrie  différentielle,  Gauthier- 
Villars,  1897  ). 


d\       . 

—  =  /-J     —  q  K, 

du                     ^ 

dv 

—  </iK 

dJ             ^ 

ai 

-  '-1 1, 

^^        f         1 

-drc='i^-p^^ 

à\K                ^ 

—  P\i 

11 


(  ■•>•'  ) 

on  aura  siu'(e.ssi\ cmciiL 


au         (Jn        "^     <)u        "'    ()u 


ÔP        àM       ^,     dl        ^,dx 

àv         ôv     '  âi>  dv 

=  (^  -^-î^i-  —  riyjl  +  (rix—piz)5  +  (^i-h/Jij  —  7i.r)K. 

Par  conséqiienlyy,  q,  r  sont  les  cotnposautes  suivant 
les  arêtes  du  trièdre  de  la  rotation  instantanée  de  ce 
trièdre  (juaiul  i/  seul  varie,  et  o^  q,,  o  sont  les  compo- 
santes correspondantes  de  translation;  ;,,  />i,  //),  f\ 
sont  les  quantités  analogues  quand  «^  seul  varie. 

Ceci  posé,  j'exprime  que  la  ligne  «  ^  const.  est  une 
ligne  de  courbun;  :  il  faut  et  il  suffit  <|ue  la  vitesse  d'un 
point  M +ol  de  la  normale,  quand  u  seul  varie,  soit 
suivant  cette  normale;  or  cette  vitesse  est 

d(M-^pl)       y.         ^     -  ,-         .dp 

Ou  -,  1      j  ^j^ 

d'où 

ç  -i-  p  / •  =  o         et         fy  =  o  ; 


la  première  de  ces  relations  détermine  o 
n     aurc 
const., 


On     aurait    de    même,   avec    la    ligne    de    courliure 


5i  — ?i<?i  =  o         et         /'i  =  o, 

et    la    preujirre    de    ces   lelalions   fait   connaîre   l'autre 
ravon  de  courbure  principal  o,. 

Entin,  en  exprimant  la  compatibilité  des  systèmes  (I) 
et  (II)  j)ar  l'égalité  des  dérivées  partielles  secondes 
prises  successivement  par  rapport  à  u  et  t',  on  retrouve, 
sous  les   conditions  q  ^=  1^  =  o,  les   équations  connues 


(  3. p.  ) 
(voir  Darboux,  Théorie  gcnérnle  des  surfaces) 

(«)  ^, 

J  dr  de/,  dp        dpi 

\      ■*  ov  du  dv  du 

Pieinarquous  qu'on  passe  d'une  ligne  de  courbure 
à  l'aulre  en  écliangeant  /<  et  p",  J  et  K,  ç  et  Ç|,  /• 
et  —  <7i,  p  et  —p\. 

V^érifions  maintenant  la  pioposition  de  M.  Biicard  : 
je  forme  le  plan  II  oscuiateur  en  M  àla  ligne  ^^==const.^ 
pour  cela  je  calcule  le  produit  progressif 

du    du^        ^        \àu  ^duj       ^  du 

On  prendra  alors 

n  =  MJ  —  =MJ(/?K-  ri)  =  Mr/^JK  +  z-IJ); 

par  suite  le  vecteur  N  =  /;  l  -(-  /'K  est  normal  au  pUin  II  : 
c'est  le  vecteur  représentdtifde  la  rotation  instantanée 
p,  o,  /•;  alors,  la  caractéristique  du  plan  H  quand  v'  seul 

varie  sera  peipendiculaire   aux   vecteui's  N  et  —  ;  or, 

on  a 

O'S  dp  dr  iff  ^  \ 

0(>  dv  di> 


c'est-à-dire  en  vertu  des  é([uations  (a) 

à^        dp,  -  , 

— -  =  -!—  I  —  rpxi. 

dv  Ou 

On  a  alors 


(  3i3  ) 
par  suite  la  cai-ncLéristi</uc  du  plan  sera  parallèle  au 
vecteur 


i\  -—  )  c  esl-a-uii'o  a 
ai' 


Les  perinulaiions  de  lettres  indicjuées  ci- dessus 
donnent  aussitôt  la  direction  de  l'autre  caraetérisii(jue  à 
considérer,  v  variant  seul  :  elle  est  parallèle  au  vecteur 

Y  =  pq^\—pp^]  —  -£k. 

La  perpendicularilé  des  vecteurs  U  et  V  s'exprime 
alors  par  la  condition 

('Pi  àp 

PPi  rcji  ~pp,  J-^pp,-l^=o, 

qui  se  réduit  à  l'une  des  équations  (a) 
dp       dpi 


dv         du 


+  f-qi  =  o. 


La.  proposition  est  donc  vérifiée. 

On  aurait  pu  opérer  autrement  en  calculant  la  carac- 
téristique même  du  plan  II,  c'est-à-dire  son  intersection 

avec  le  plan  -—  :  le  produit  résrressif  II  —  conduit  ainsi 

^  di>  ^  ^  -^         Ov 

à  la  droite  menée  par  le  point  JM  +  —  J  parallèlement 

à    la   direction    (^p^  o,  r)    trouvée   ci-dessus  5    de   même, 
l'autre    caractéristique   coupe    la    tangente    à    la    ligne 

u  =  const.  au  point  M  —  -I. 


(  3i4  ) 

C0\C011FIS  D'ADMISSION  A  L'ÉCOLE  \ORMALE  SIPÉRIEIRE. 
COMPOSITION  DE  MATIIÉMATIOUES. 

Solution    pau    M.    Jean    SERVAIS. 


I.  On  donne  deux  axes  de  coordomiées  rectangu- 
laires OX,  OY  et,  sur  In  partie  positive  de  taxe  des  x, 
un  point  A,  d' abscisse  c. 

ylppelons  en  général  parabole  (P)  une  parabole  qui 
passe  par  le  point  A  et  dont  la  directrice  coïncide  avec 
l'axe  des  y,  F  le  foyer  de  celte  parabole,  a,  ^  les  coor- 
données de  ce  foyer. 

i"  iSoit  B  un  point  d'une  parabole  (P),  soit  K  la 
projection  de  ce  point  sur  la  directrice,  soit  S  l'aire 
du  triajigle  OFK;  montrer  que  l'on  a 

0F2.0K  _  KF2.0K  _ 
~ÔÂ KB       -^^- 

2°  Au  point  B  de  la  parabole  (P)  on  fait  corres- 
pondre le  point  JM  dont  les  coordonnées  u,  u  sont  don- 
nées par  les  formules 

KF  OF 

les  seconds  membres  sont  j)ris  en  valeur  absolue,  en 
sorte  que  les  nombres  u,  \>  sont  positifs.  Quand  on  se 
donne  la  parabole  (P)  et  le  point  B  sur  cette  parabole, 
le  point  M  est  déterndné  sans  ambiguïté.  Si  l'on  se 
dojine  un  point  B  du  plan,  il  passe  en  général  deux 
paraboles  (P)  par  ce  point.  On  appellera  première 
PARABOLE  relative  au  point  B  celle  des  deux  dont  le 
foyer  est  le  plus  éloigné  de  la  directrice.  Soit  Fj  ce 


(  3.5  ) 
foyer  ;  soif,  Fo  le  foyer  de  la  seconde  parabole.  Au 
point  lî  correspondent  alors  deux  points  M|,  Ma,  par 
les  relations  (i),  où  l'on  remplacera  successivement  F 
par  F)  et  par  Fo. 

Connaissant  les  cooj'donnèes  x,  y  du  point  B,  on  de- 
mande de  calculer  les  coordonnées  des  points  M,,  Mo. 
Quelles  sont  les  positions  limites  de  ces  points  lorsque 
le  point  B  s'approche  du  point  Bo  situé  sur  la  partie 
positive  de  Vaxe  des  x?  Quels  sont  les  lieux  décrits 
par  ces  points  limites  quand  l'abscisse  de  Bq  varie? 

3"  Inversement ,  le  point  M  étant  donné  par  ses 
coordonnées  u,  v,  on  demande  de  déterminer  les  coor- 
données a:,  y  du  point  B  auquel  il  correspond  en  vertu 
des  relations  (i),  ainsi  que  les  coordonnées  a,  |j  du 
foyer  F,  qui  figure  dans  ces  relations,  de  la  para- 
bole (P)  sur  laquelle  le  point  B  doit  être  situé. 

Cojïstruire  géométriquement  le  point  F  et  le  point  lî, 
connaissant  le  point  M  et  V unité  de  longueur. 

4"  Le  problème  précédent  admet  deux  solutions. 
Dans  quelle  région  du  plan  le  point  31  doit-il  être 
situé  pour  que  ces  solutions  soient  réelles?  Dans  quelle 
région  doit-il  être  situé  pour  que  la  parabole  (P), 
dont  on.  a  déterminé  le  foyer,  soit  la  première  para- 
bole relative  au  point  B? 

II.  1°  Considérant  une  parabole  (V).,  de  fojer  0..  ^j, 
on  suppose  qu  un  arc  quelconque  de  celte  parabole  est 
pesant  :  la  .densité  en  chaque  point  est  égale  à  la 
racine  carrée  de  l'abscisse  x  de  ce  point,  en  sorte  que 
le  poids  de  l'élément  d'arc  ds  soit  \^/xds.  Montrer 
que,    dans   ces  conditions ,    le  poids  d'un  arc  AB  de 

la  parabole  est  égal  au  produit  par  {/  -    de   l'aire 
comprise   entre  la   courbe,    la   directrice   et    les  deux 


(  3.6  ) 
droites  OA,  KB.  (K  est,  comme  plus  haut,  la  projec- 
tion de  B  sur  la  directrice.) 

2**  On  suppose  que  les  deux  droites  OA,  KB  soient 
aussi  pesantes  ;  la  densité  en  chacun  de  leurs  points 
est  encore  ésale  à  la  racine  carrée  de  l'abscisse  de 
ce  point.  Etudier,  quand  le  point  B  décrit  la  para- 
bole (P),  comment  varie  la  différence  entre  le  poids 
de  V arc  AB  et  la  somme  des  j)oids  des  droites  OA,  KB. 
Montrer  que,  sur  chacun  des  arcs  indéfinis  de  la  para- 
bole qui  partent  du  point  A,  il  y  a  uJi  point  B,  et  un 
seul,  pour  lequel  cette  différence  est  nulle. 

3"  Le  point  B  étant  ainsi  déterminé  sur  la  para- 
bole (P),  soit  M  le  point  qui  lui  correspond  par  les 
relations  {\)\  montrer  que,  lorsque  la  parabole  (P) 
varie,  le  point  iNl  reste  sur  une  conique,  qui  fait  partie 
de  la  courbe  du  troisième  degré  définie  par  l  équation 
iu^  -{-  1  v^  —  3>  a-  —  3  i'-  4-  I  =  o. 

]N .  B,  —  Les  poids  dont  il  est  question  plus  haut 
sont  POSITIFS. 

I.  Pour  démontrer  la  première  Partie,  il  suffit  de 
prouver  que  l'on  a  pour  un  point  quelconque  B  de  la 
parabole 

(.)  11=  ^^^«' 

H  étant  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  {ffg-   i) 
de  F  sur  Or. 

Oi',  l'équation  Je  la  parabole  étant 

on  en  tire 

'-^  =  2  a, 

X 

ce  (jui  exprime  la  propriété  précédente. 


(  3i7  ) 
Remarquons  de  suite  (jue  a  et  x  seronl  toujours  posi- 
tifs, seuls  y  et  |j  pourront  être  négatifs. 
De  la  relation  (i)  on  tire 

KF  =  /-la  j-, 

et,  en  plaçant  B  en  A,  on  en  conclut 

OF  =  \J  ïtc; 
on  a,  par  suite, 


(2)  "  = -i — T'        '^  —  \ — r* 

\y\  \y\ 

Pour  avoir  les  coordonnées  des  points  M,  et   Mo  il 


suffît  de  calculer  les  valeurs  de  a  pour  F(   et  Fo.  Or, 
ou  a,  en  exprimant  (jiie  A  et  B  sont  sur  la  parabole, 

a--f-  (  j'  —  il-  =  2  a.r, 


En  retranchant,  on  a  une  équation  de  premier  degré 
en  |j  qui  donne 

^  _    JK- — Itix  —  c) 

■2    )• 


(3) 


Cette  valeur  de   j,  portée  dans  l'uîie  des  deux  rela- 
tions précédentes,  donne  récjuation 


(3.8) 
qui  donne  les  valeurs  de  a  : 


(5)  a  =  jî 


2[7--t-(^  —  Cj2] 


En  prenant  le  signe  +  on  a  le  point  F,  et,  en  pre- 
nant le  signe  —  devant  le  radical,  on  a  Fo.  Il  suffît  de 
porter  ces  valeurs  de  a  dans  les  formules  (2)  pour  avoir 
les  coordonnées  de  M,  et  Mo. 

Lorsque  B  tend  vers  un  point  B,,  de  0.r,  a  ety  tendent 
tous  deux  vers  zéro  et,  pour  avoir  les  limites  de  u  et  c, 

il  faut  clierclier  la  limite  du  rapport- r*  Or,  d'après 

la  formule  (5),  on  a 


-4 


y/âa  X  -^  c±yj !\c X  —  y- 


\y\       V       y'+i^x  —  cY 

Lorsque  y  tend  vers  zéro  et  x  vers  une  valeur  posi- 
tive Xo,  on  a 


lim   ^   '^        *   /...,.+ c±2\/c.r„        4  /  Kxl: 


{Xs^  —  Cf-  V  (370—  C/- 

on  en  conclut 

.      spT%  I 

\y\         I      '- 

I  -^  0  -t-  •-     I 

On  aura  donc,  pour  les  coordonnées  de  .M,, 

I  1 

x%  c^ 

"I  -  "pn^ — T\  '       ''1  =  T~^_^ — Y^ 

nr  2   C^    \  '7'  -   /^  - 

I  •*  U  ^1  1  "^  0  '^       I 

et,  pour  celles  de  INL, 

1  .1. 

"'"1 4'       '''^~. V 


(  ^'9  ) 
l.cs  lieux  des  points  !M ,    cL  .Mo  sont  niauifesteraeiil 


des  segments  de  droites. 


Quand  .i'o  varie  de  o  à  c,  on  a 


C-    J-n 


et  le  point  ^I,  décrit  la  denii-droile  PP'  (  fig.  2)  d'équa- 
tion 

u  —  f  —  i  =  o. 

Fig.  2. 


Lorsque  .r,,  varie  de  c  à  -f-  ^,  on  a 


Ui  = 


et  le  point  M,  décrit  la  demi-droite  QQ'  d'é(]nalion 
u  —  c  -f-  I  =  o. 

Enfin,   lorsque  Xq  \arie  de  o  à   -h  :z:,    le   point  M^ 
décrit  le  segment  de  droite  PQ  d'équation 

u  -^  i-  —  I  =  o. 


(    320    ) 

Pour  avoir  les  coordonnées  de  B  connaissant  /<,  c,  on 
tire  des  équations  (2) 

aa^  =  u-y-,         ici.  =  V'-y"-, 

ce  qui  donne,  en  divisant, 


n-  c 


En  multipliant  et  ajoutant  on  a 

^Ti^cx  =  u'^v-y*.         2a(,r  -t-  c)  =  {if'^-\-  i'^)y'', 

et,  en  portant  ces  valeurs  de  a-,  a  et  x  dans  l'équa- 
tion (4),  on  obtient  une  écjuation  du  second  degré 
en  y. 

Mais  on  peut  obtenir-  ces  valeurs  de  .r  et  j)^  beaucoup 
plus  élégamment  au  moyen  des  formules  démontrées. 

J^es  égalités 

KF  _  OF  _  OK 

II.    ~    (■     ^     I     ~  !  -^  I 

prouvent  que  le  triangle  OFK  est  semblable  au  triangle 
de  côtés  n^  e,  i  dans  le  lapport  de  similitude  ly]-  La 
surface  S  de  ce  triangle  est  donc  égale  à  celle  du 
triangle  u,  v,  i  multipliée  par  j'-;  on  a  donc 

4  S  =  JK^  \/{U  —  i>  -\-l){j(  -h  V  —  i)iu  —  V  -i-  l)  {V  —  u  -r-  1). 

Les  égalités 

ôf'.ok      kf'.ok 


OA  KB 


=  4S 


s  écrivent  alors,  puisque 

OF  =  c.OK  =:  v\y\, 
KF  =  zt.OK  =2  a  \  y  \, 

^'•^  I  y  [■"  ^  u^-  \y\^ 

c  X 

=  y-  \/{u  -i-  V  -1-  i){u^  V  —  i)iji  —  r  -i-  ij(r  —  i<  -t-  I;. 
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On  en  lire 


u'c 


ï  y  =  ±  --  v/(«-r-  V  H-  \){u  -T-v  —  \){a  —  V-  +  \)(y  —  u-v-i). 
Coiiuaissaut  x  et  j   ou  a 


1  C 


(7) 

à  cliaque  point  M  correspondent  donc  denx  paiaboles 
symétriqnes  par  rapport  k  Ox. 

Pour  (jue  le  point  B  soit  réel  il  faut  et  il  suffit  que 
laquantitésous  le  radical  de  r  soit  positive.  Ceci  exprime 
que,  avec  les  trois  longueurs  u^  r,  i ,  on  peut  construire 
un  triangle.  Conimc  u  et  v  sont  positifs,  il  suffit  que 
l'on  ait 

d'où  il  résulte  que  le  point  de  coordonnées  ii^  v  (posi- 
tives) se  trouve  à  l'intérieur  du  rectangle  indélini  P'PQQ' 
{Jig'  2)  (c'est-à-dire  dans  la  région  non  ombrée). 

Etant  donné  un  point  M  dans  cette  région,  pour 
construire  géométriquement  le  point  B,  nous  [)orterons 
sur  Oy  {fig-  3)  une  longueur  O  A' égale  à  l'unité  de  lon- 
gueur et  nous  construirons  le  iriangle  O  fh  de  côlés 

Ce    triangle    est    scniblabie    au     triangle    OFK.    On 

obtient  F  en  abaissant  de  A  la  pei[)cndiculaire  AS  sur  O  /' 

et  prenant 

0F  =  2qS. 

En    menant    par   F  la    parallèle   FK   à   fk   on    a    le 
Ami.  de  Mdikeniat.,  4°  série,  t.  I\".  (Juillet  1904.)  2  1 
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point  K ,  et  enfin  B  est  à  riaterseclion  de  la  parallèle  KB 
à  0.r  et  de  la  perpendiculaire  au  milieu  1  de  KF. 

Pour    distinguer   les  paraboles  remarquons  que   les 
deux  paraboles  sont  confondues  lorsque  les  valeurs  de  a 

Fig.  3. 


y 

K 

B 

/ 

x 

k 

\u/ 

s. 

/> 

&F 

1 

X 

^ 

\ 

0 

A 

a; 

fournies   par  la  formule  (5)   sont   égales,    c'est-à-dire 
lorsque 


_^'2  =  4  C  ^ . 


Ceci  donne 


La  courbe  de  séparation  est  donc  le  cercle 

«2  _|_  p2  =  j  ^ 

dont  il  ne  faut  évidemment  prendre  que  l'arc  PRQ 
(^^.  a)  situé  dans  l'angle  xO  7.  Cet  arc  PRQ  partage  le 
rectangle  P'PQQ'  en  deux  régions,  et  c'est  évidemment 
la  région  1  (P'PRQQ'),  attenante  aux  côtés  PP' et  QQ' 
positions  limites  de  M,,  qui  correspond  à  la  première 
parabole. 

II.   L'équation  de  la  parabole  étant 
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on  a,  en  dififéreu liant, 

et,  par  suite, 

ds"-=^-^dr-. 

^xds=i/^xdy, 

égalité  qui  prouve  que  le   poids     /     \Jxds  de  l'arc  AB 

^  0 

est  égal  à  l'aire    /     x  dy  multipliée  par  4 /-• 

Remarquons  de  suite  que,  lorsque  y  sera  négatif,  cette 
expression  donnera  une  valeur  négative  pour  le  poids. 
Les  poids  de  OA  et  KB  sont  respectivement 


2      V  ^       ^ 

-c-      et     -X- 


La  différence  entre  le  poids  de  l'arc  AB  et  la  somme 
des  poids  des  droites  OA  et  BK  est  donc  :  si  y'^  o, 

(8) 

et,  si  y  ■<  o, 

(9)         '=-\/lj^  '^'^y-l'^-l'^- 

Pour  étudier  la  variation  de  z  prenons-en  la  dérivée 

'^"  _  -4-  â  /^-  ^  '^•^ 

dy~~\/rt.^       ^    dy' 

or 

dx        y  —  '\>       _.    sj'i'^x  — ~^- 
dy  a  %  ' 
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on  a  Jonc 

dz 
d'y-- 

dy--\ 

Ui 

'  •}.  X  —  a  ) 

ou 

/ 

a 

X       j 

Sous  cette  foiiiic  on  voit  que,  dans  tous  les  (;as,  ~ 

<îst  du  signe  de  j  .  La  fonction  z  est  donc  croissante  nu 
valeur  absolue  lorsque  j^  croit  à  partir  de  zéro. 
Lorsque  y  est  positif,  on  a 


^-/^{ 


V 


—  ttX- r  - 


Posons  y  —  |j  =  y'  et  il  vient,  en  développant 
suivant  les  jjuissances  décroissantes  de  y'. 


z  = j(a2y +  ...). 

Ceci  prouve  que  (juand  y  croît  indéfiniment  z  croit 
indéfiniment. 

Donc,  quand  v  croit  de  o  à  +  x,  c  croit  de  —  -c" 

à  +  ce  et,  par  suite,  z-  s'annule  une  fois  et  une  seule  fois 
sur  la  branche  de  la  parabole  située  au-dessus  de  Ox. 
Pour  la  branche  située  au-dessous  de  Ox  on  a 


%\-j.  6  a  -2        6a, 

En    posant  j^  —  |j  =  — j'  et  faisant    croître  j'    par 
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valeurs  posilives,  on  verrail  de  même  que.  quaud  j>'  dé- 

/       3 

cfoilde  o  à  —  t:.  r  croît  de  —  r!  c"  à  -|-  a:  el,  par  suite, 

s'annule  encore  une  fois  et  une  seule. 

Si,  dans  Texpression  de  z  développée,  on  remplace  a, 
|ii,  X  par  leurs  valeurs  Iburnies  par  les  formules  (6) 
el  (^),  on  trou\e,  dans  les  deux  cas. 


c 

——( -2  U^ -^  "2  V^  —  O  U- 3  (-2  —  1  ) 


ou 

3. 

Z  =  (i  —  u  —  V)  (-2  11--^  -îv-—  -lia-  —  it  —  V  —  I ). 

Les  valeurs  de  u  et  t',  pour  lesquelles  on  a  z  =  o, 
satisfont  donc  soit  à 

(lO)  I  —  it  —  V  —  o. 

soit  à 

(u)  2M--T-2t- —  IllV  —  u  —  V  —  I  =  o. 

La  droite  (lo)  n'est  autre  chose  que  le  segment  PQ 
{Jig-  2  1  qui  correspond  au  cas  où  le  point  B  est  sur  Ox. 
Dans  ce  cas.  en  effet,  la  parabole  est  une  droite  double, 
l'arc  de  parabole  se  confond  avec  les  deux  segments  OA 
et  KB,  et  l'on  a  évidemment  z  =  o. 

Si  l'on  écarte  ce  cas  singulier  il  reste  la  conique 
leprésentée  par  l'équation  (ii).  C'est  une  ellipse  qui 
passe  aux  points  P  et  Q  {Jig.  2).  Il  ne  faudra  évi- 
demment pi'cndre  que  l'arc  PQ  de  cette  ellipse. 

Cet  arc  d'ellipse  est  tout  entier  dans  la  région  i 
{ fig-  2).  Si  donc  on  prend  un  point  M  sur  cet  arc,  c'est 
la  première  parabole  pour  laquelle  z  est  nul. 


(  326  ) 


CERTIFICATS  D'ETIDES  SIPERIEIRES. 


ÉLÉMENTS  GENERAUX  DE  MATHEMATIQUES. 


Bordeaux. 


Épreuve  écriti!:.  —  I.  O.r,  Oy,  Oz  étant  trois  axes  rectan- 
gulaires, calculer  le  volume  limité  par  le  plan  des  ry^  par 
la  sur/ace  de  l'ellipsoïde 

a-2         jk2         ^2  _ 

^  ^  6^  +  -i^  -  '^ 

et  par  la  surface  du  cylindre 

ix^        -ly'^  _ 

II.  On  considère  les  sphères  ayant  pour  centres  les  diffé- 
rents points  d'une  courbe  C  et  dont  les  rayons  sont  fonction 
du  paramètre  qui  fixe  la  position  des  points  de  G. 

Soient  M  l'enveloppe  des  caractéristiques  de  cette  fa- 
mille de  sphères  à  un  paramètre  et  \j.  le  point  de  M  qui 
est  situé  sur  la  sphère  de  la  famille  ayant  pour  centre  le 
point  y  de  C. 

Montrer  que  la  droite  polaire  de  la  courbe  M  relative 
au  point  p.  passe  par  le  point  •(. 

Épreuve  pratique.  —  Intégrer  l'équation  différentielle 

d^x 

^^— -f- qa;  =  cos  j/. 

dt^        ^ 

(Novembre  igoS.) 
Gaen. 

Épreuve  écrite.  —  i°  Etant  donnés  deux  axes  rectan- 
gulaires OX,  OY  et  un  point  A  sur  OY,  déterminer  une 
courbe  G  telle  que,  si  la  tangente  en  un  de  ses  points  M 


(  327  ) 
rencontre  OX  en  T,  on  ail  IMT  =  TA.  Trouver  les  trajec- 
toires orthogonales  C  des  courbes  C. 

Ayant  constaté  que  les  lignes  C  et  C  sont  des  courbes 
à  centre,  on  prend,  de  toutes  les  manières  possibles,  une 
courbe  C  et  une  courbe  C  telles  que  la  droite  qui  joint 
leurs  centres  soit  parallèle  à  la  bissectrice  de  XOY  :  dé- 
terminer le  lieu  de  leurs  points  communs  et  l'aire  com- 
prise entre  ce  lieu  et  la  demi-droite  OY. 

Solution. 

(c)  x^-hy^ — '2CJK  -f- «^  =  o, 

(c')  X^-\-y^ -IC'X «2=0. 

Le  dernier  lieu  a  pour  équalion 

^4 


/•2=  anaiitrl  6—  - 


et  l'aire  demandée  est 


-  a^Losi. 


■2."  Calculer  la  latitude  d'un  lieu  sachant  qu'on  y  voit  se 
coucher  au  même  instant  deux  étoiles  d'ascensions  droites  a, 
a'  et  de  déclinaisons  (D,  (0'.  (Juillet  igoS.) 

Epreuve  écrite.  —  1.  On  donne  un  cylindre  dont  l'équa- 
tion par  rapport  à  trois  axes  rectangulaires  est 

x^  -h y^  —  iax  =  o, 

et  un  cône  dont  le  sommet  est  à  l'origine  et  dont  les  géné- 
ratrices forment  avec  OZ  un  angle  de  45". 

("  Déterminer  les  projections  sur  Oxz  et  Oyz  de  l'in- 
tersection G  des  deux  surfaces. 

1°  Calculer  le  volume  V  compris  à  l 'intérieur  du  cylindre, 
entre  le  cône  et  le  plan  des  xy,  du  côté  des  z  positifs. 

3°  Évaluer  les  aires  A,  A'  des  portions  de  surfaces, 
cylindrique  et  conique,  qui  limitent  le  volume  précédent. 

4°  Trouver  et  construire  le  lieu  des  traces  des  tangentes 
à  C  sur  le  plan  Oxz. 


(  3'.8  ) 

II.   Un  point  m  est  attiré  vers  le  point  fixe  O  par  une 

'?.  ?na^ 
force  T  — :— ;  /'o  est  égal  à  a  ;  l'o,  aussi  égale  à  a,  fait  avec 

0. 

le  prolongement  de  r^  un  angle  aigu  dont  le  sinus  est  — — • 
Trajectoire  du  point  m;  loi  de  son  mouvement. 


Solution. 
9 

T^  .      IX  -t-  « 

4"       z"- =^  >  asymptotes^ 


■i{x  —  a)  ■  ■      '  -  2  y/^ 

points  parasites  de  .r  =  «  à  a;  =  ia. 


«  2    2  /-'^  —a-  ir^  —  a'- 

(cercle  et  droite  asymptotiques). 

Épreuve  pratique.  —  On  observe  deux  étoiles,  de  décli- 
naisons rÇ),  CD',  aux  instants  où  leurs  azimuts  passent  par 
un  minimum  :  ces  azimuts  mlnlma,  rapportés  à  une  ori- 
gine quelconque,  sont  a,  a'.  Calculer  l'azimut  de  la  méri- 
dienne et  la  latitude  du  lieu  de  l'observation. 

(Novembre  igoS.) 

Lille. 

Épreuve  écrite.  —  On  considère  la  courbe  plane  décrite 
par  un  point  mobile  M  dont  les  coordonnées  rectangulaires 
sont  exprimées  en  fonction  du  temps  par  les  deux  équa- 
tions 

(i)  x  =  kt'^,         y  =  kt^—  at. 

\°  Construire  cette  courbe;  déterminer  ses  points  à  l'In- 
fini, ses  points  singuliers,  ses  points  d'inflexion. 


(   '>29  ) 

'j."  iJiiiiner  /'cr/i/'cssio/i  du  rayon  de  courbure  en  fonction 
de  t.  puis  de  ./•.  Quelle  relation  faut-il  supposer  entre  les 
constantes  a  et  k  pour  que  le  rayon  de  courbure  soit  une 
fonction  rationnelle  de  l'abscisse? 

3"  La  cubique  (\)  présente  une  boucle  OA.  On  demande 


l'aire  de  cette  boucle,  le  volume  qu'elle  engendre  en  tour- 
nant autour  de  Ox. 

4°  Rectifier  la  courbe  (i).  On  trouve  que  l'arc  s'exprime 
par  une  intégrale  elliptique  ;  cjuelle  relation  faut-il  sup- 
poser entre  a  et  k  pour  que  l'arc  soit  une  fonction  ration- 
nelle de  t  ? 

5°  Cette  condition  étant  supf>osée  remplie,  trouver  les 
coordonnées  du  point  B  de  la  courbe  telle  que  l'arc  SX^  soit 
égal  à  la  demi-longueur  de  la  boucle. 

6"  Trouver  toutes  les  courbes  planes  dont  le  rayon  de 
courbure  K  est  une  fonction  linéaire  nix  ~h  n  de  l'abscisse. 
Peut-on  déterminer  /??,  n  de  manière  à  retrouver  parmi 
les  solutions  la  cubique  particulière  définie  au  i"'l 

Mkcamqie.  —  Théorie  du  pendule  composé.  Application 
au  cas  d'un  parallélépipède  rectangle  homogène,  oscillant 
autour  d'une  de  ses  arêtes.  (Juillet  igoS.) 

Ki'REi  VE  ÉCRITE.  —  Etant  donné  un  système  d'axes  rectan- 
gulaires Ox,  Oy,  on  considère  les  courbes  G  telles  que  l'or- 
donnée à  l'origine  de  la  tangente  au  point  d'abscisse  x  soit 
égale  ce  kx'^,  k  désignant  une  constante  et  n  un  nombre 
positif. 

i"  Trouver  l'équation  générale  des  courbes  satisfaisant 
à  la  condition  énoncée. 

2°  Construire  celles  de  ces  courbes  qui  correspondent  aux 
valeurs  3  et  ^  du  nombre  n. 

3"  On  considère  Tare  déterminé  sur  Tune  des  courbes  C 
par  l'origine  et  par  un  point  quelconque  A;  calculer 
l'aire  limitée  par  cet  arc  et  par  la  corde  OA,  ainsi  que  le 
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volume  engendré  par  cette  aire  quand  elle  tourne  autour 
de  l'un  des  axes  de  coordonnées. 

4°  Le  nombre  n  étant  supposé  plus  grand  que  i,  on  con- 
sidère la  courbe  -y  de  la  famille  C  tangente  à  Ox  en  O  : 
trouver  l'équation  générale  des  courbes  telles  que  la  tan- 
gente en  un  point  quelconque  P  à  l'une  de  ces  courbes  soit 
perpendiculaire  sur  la  tangente  à  y  au  point  d'intersection 
de  cette  dernière  courbe  et  de  la  parallèle  à  Oy  menée 
par  P;  montrer  que,  pour  une  valeur  particulière  de  n,  ces 
courbes  sont  des  hyperboles  équilatères. 

5°  Le  nombre  n  étant  supposé  entier,  d'un  point  quel- 
conque R  du  plan  on  peut  mener,  à  une  courbeC  quelconque, 
n  tangentes  dont  les  points  de  contact  sont  Ti,  Tj,  .  . .,  T„; 
montrer  que,  si  n  est  supérieur  à  2,  la  somme  des  aires  des 
cercles  engendrés  par  les  points  Tj,  ...,  T„,  quand  ils 
tournent  autour  de  Ox,  est  égale  à  n'^  fois  l'aire  du  cercle 
engendré  par  le  centre  de  gravité  du  polygone  Tj  Ti  . .  .T„. 

Mécanique.  —  1"  Expression  analytique  du  travail  élé- 
mentaire d'une  force. 

1°  Expression  analytique  du  travail  total  dans  le  cas 
d'un  champ  où  la  force  dérive  d'un  potentiel. 

3"  Propriétés  des  surfaces  équipotentielles. 

(Novembre  1908.  ) 

Epreuve  écuite.  —  On  considère  la  courbe  dont  l'équa- 
tion en  coordonnées  polaires  est 

(I)  p2^a2^!i^, 


a  désignant  une  longueur  quelconque. 

1°  Construire  cette  courbe. 

1"  Calculer  l'aire  limitée  par  un  arc  de  cette  courbe  et 
par  les  deux  rayons  vecteurs  qui  joignent  le  pôle  aux 
extrémités  de  l'arc. 

3"  L'aire  précédente  est  supposée  recouverte  d'une  couche 
infiniment  mince  de  matière  pesante  dont  la  densité  est. 
en  chaque  point,  inversement  proportionnelle  à  la  distance 
de  ce  point  au  pôle;  calculer  la  masse  totale  de  la  matière 
qui  recouvre  l'aire  donnée. 
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4°  Lorsque  a  varie,  l'éqiuition  (i)  représente  une  famille 
de  courbes;  déterminer  les  trajectoires  orthof(onales  des 
courbes  de  cette  famille. 

MÉCANIQUE.  —  i"  Définir  l'accélération  d'un  point  dans 
le  cas  général,  et  déterminer  ses  composantes  suivant  les 
axes  de  coordonnées. 

1°  Montrer  que  l'accélération  est  située  dans  le  plan 
osculateur  à  la  trajectoire,  et  déterminer  ses  composantes 
tangentielle  et  normale. 

(Candidats  au  diplôme  d'ingënieur-éleclricien,  igoS.) 


SOMTIO\S  DE  QUESTIOXS  PROPOSEES. 


1831. 

(1899,  p.  :i79.) 


On  donne  un  cercle  0  et  un  point  A  dans  l'espace  ;  soit  ÎNI 
un  point  du  cercle,  démontrer  que  le  plan  mené  par  M  per- 
pendiculairement à  AM  passe  par  unpoint  fixe  A'  quandM 
décrit  le  cercle. 

Trouver  le  lieu  que  décrit  A',  lorsque  A  décrit  un 
plan  P.  Ce  lieu  est  une  quadrique ;  mettre  en  évidence 
les  plans  de  section  circulaire  et  reconnaître  la  nature 
de  la  surface. 

Trouver  le  lieu  que  décrit  A',  lorsque  A  décrit  une  sphère. 
Ce  lieu  est,  en  général,  une  surface  de  quatrième  degré. 
Montrer  que  toute  sphère  passant  par  le  cercle  O  coupe 
cette  surface  à  distance  finie,  suivant  un  second  cercle. 

(Ch.  Bioche.) 

sof.ltion 
Par  M.  II.   D. 

Soit  (S)  la  sphère  passant  par  le  cercle  O  et  le  point  A. 
Il  est  évident  que  le  plan  mené  par  M  perpendiculairement 
à  AM  passe  par  le  point  A'  diamétralement  opposé  à  A  sur  la 
sphère  (S). 
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Lieu  du  point  A',  lorsque  A  décrit  un  plan  P.  —  Soit  A 
la  perpendiculaire  au  pian  du  cercle  O,  menée  par  son  centre, 
un  plan  17  passant  par  A  coupe  P  suivant  une  droite  L,  et  le 
cercle  O  en  deux  points  M,  M'. 

A  chaque  point  (A)  de  la  droite  L  correspond  le  point  A' 
obtenu  par  l'intersection  de  iMA'  et  M'A'  respectivement  per- 
pendiculaires à  I\]A  et  M'A. 

Si  A  décrit  la  droite  L,  MA'  et  INI' A'  engendrent  deux  fais- 
ceaux homographiques. 

Le  lieu  du  point  A'  est  donc  une  conique  passant  par  M 
et  M'. 

Cette  courbe  est  la  section  du  lieu  clierclié  par  le  plan  II. 

Le    lieu    est     donc    une    quadrique    (S)    qui    passe    par    le 


cercle  O,  et  qui  admet  évidemment  pour  plan  de  symétrie  le 
plan  mené  par  A  perpendiculairement  à  P. 

Soit  to  un  point  de  A. 

La  sphère  de  centre  to  et  passant  par  le  cercle  O  est  coupée 
par  P  suivant  un  cercle.  Si  A  décrit  ce  cercle,  A'  décrit  le 
cercle  symétrique  par  rapport  à  co.  Le  second  plan  cyclique 
de  (Z)  est  donc  parallèle  à  P. 

Revenons  à  la  section  de  (S)  par  le  plan  II.  Si  A  s'éloigne  à 
l'infini  sur  L,  A'  est  rejeté  à  l'infini  dans  la  direction  perpen- 
diculaire à  L. 

Soit  L'  la  parallèle  à  cette  direction  menée  par  le  point  O. 
Si />  désigne  le  point  de  rencontre  de  Pet  A,  le  point  commun 
à  L  et  L'  ap])artient  à  la  sphère  de  diamètre  Op.  Celte  sphère 
coupe  le  plan  P  suivant  un  cercle  par  lequel  passe  le  cône 
asymptotique  de  sommet  O. 

Déterminons  les  génératrices  de  (S),  parallèles  à  la  généra- 
trice 0/>  de  ce  cône. 

Si  A  est  sur  le  cercle  O,  les  plans  qui  définissent  le  point  A' 
passent  par  une  même  droite,  parallèle  à  A  et  qui  rencontre  le 
cercle  O  au  point  diamétralement  opposé  de  A. 
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Donc 


Si  le  plan  P  conpe  le  cercle  O  en  deux  points,  (S)  est  un 
hyperboioùle  à  une  naj)pc. 

Si  le  plan  P  est  tangent  au  cercle  O,  (S)  est  un  cône. 

Si  le  plan  P  est  paiallèlo  au  plan  du  cercle  O,  (^)  est  un 
paraboloïde  de  révolution  autour  de  A. 

Si  le  plan  P  coïncide  avec  le  [)lan  du  cercle  O,  (1)  est  un 
cylindre  de  révolution  autour  de  A. 

Si  le  plan  P  est  parallèle  à  A,  (S)  se  décompose  en  deux 
plans  :  le  plan  du  cercle  C  et  le  symétrique  de  P  par  ra[)port 
à  A. 

Lieu  du  point  A,  lorsque  A  décrit  une  sphère  V.  —  Déter- 
minons la  section  du  lieu  par  un  plan  il,  mené  par  A. 
Le  point  A  se  déplace  sur  un  cercle  y- 
Cherchons  le  degré  de  la  section.  Pour  que  A'  soit  sur  une 


droite  L,  il  faut  qne  A  soit  sur  une  conique  A  (  première  partie). 
Cette  conique  rencontre  y  en  quatre  points  auxquels  corres- 
pondent les  points  du  lieu  situés  sur  L. 

Si  A  vient  en  (a)  ou  en  (a),  le  point  A'  vient  en   M'. 

Le  lieu  est  donc  une  surface  du  quatrième  tiegré  qui  passe 
deux  fois  par  le  cercle  O. 

Le  point  A'  est  rejeté  à  rinfini  si  les  droites  jNIA,  M'A  sont 
parallèles.  Il  en  résulte  que  le  lieu  passe  par  le  cercle  de  rinfini. 

Il  admet  évidemment  pour  plan  de  symétrie  le  plan  mené 
par  A  et  le  centre  de  V. 
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Si  A  parcourt  la  section  de  T  par  le  plan  du  cercle  O,  le 
point  A'  est  rejeté  à  l'infini  dans  la  direction  A.  Aux  points  de 
rencontre  de  V  et  du  cercle  O  correspondent  deux  génératrices 
du  lieu,  parallèles  à  A. 

Une  sphère  passant  par  le  cercle  O  coupe  la  surface  lieu 
suivant  une  courbe  du  huitième  degré  comprenant  le  cercle 
double  0,  et  le  cercle  de  l'infini.  Il  reste  donc  un  cercle  à  dis- 
tance finie. 

Remarque.  —  Soit  to  un  point  de  A.  La  sphère  de  centre  w 
et  passant  par  le  cercle  O  coupe  F  suivant  un  cercle  C.  Si  A 
décrit  le  cercle  C,  A'  décrit  le  cercle  G',  symétrique  de  G  par 
rapport  au  point  to.  D'où  une  infinité  de  cercles  situés  sur  le 
lieu. 

Le  plan  d'un  de  ces  cercles  coupe  la  surface  du  quatrième 
ordre  suivant  le  cercle  Cet  suivant  une  ellipse;  on  voit  facile- 
ment que  cette  ellipse  est  la  transformée  d'un  cercle  de  Y  situé 
dans  un  plan  horizontal. 

Le  cercle  et  l'ellipse  se  coupent  en  deux  points  situés  sur  le 
cercle  O  et  en  deux  autres  a  et  [i  où  le  plan  est  tangent  à  la 
surface  lieu. 

Ce  plan  est  d'ailleurs  perpendiculaire  au  plan  de  symétrie  de 
la  surface;  il  enveloppe  un  cylindre  parabolique. 

1901  à  1907 
Proposées  par  M.  Léauté. 

[1901,  p.   41    I  M.] 

SOLUTION 
Par  M.  G.  Fontené. 

Ces  théorèmes  résultent  de  la  représentation  elliptique  dune 
biquadratique  gauche  par  les  formules 

Xi  x-i  x^         x'* 

p"u  ~  p'u~  pu~    I  ' 


C)  Les  solutions  des  questions  1901,  1902,  1904,  1906  et  1907  ont 
déjà  été  données  en  octobre  1902.  La  queslion  1903  a  été  résolue  en 
octobre  igoS. 
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que   Ion    trouve  par  exemple   dans    l'Ou\rage    d'Hal|(hen  ;   la 
courbe  est  l'inlerseclion  des  quadriques 


a-,  374  =  6X3 g-2^3^:,, 


xl      =  -  a-3  (:r,  —  ff.,  .r^  )  —  ^,  xl , 


doiil  la  première  est  un  cône  de  sommet  B.  Quat/e  points 
dans  un  même  plan  sont  caractérisés  sur  la  biquadratique, 
par  ce  fait  que  la  somme  de  leurs  arguments  est  une 
période;  deux  points,  dont  la  somme  des  arguments  est  zéro 
ou  une  demi-période,  sont  dans  un  même  plan  bitangent  à  la 
courbe,  c'est-à-dire  que  la  corde  qui  les  joint  est  la  génératrice 
d  un  cône  du  second  ordre  passant  par  la  courbe;  le  plan  oscu- 
lateur,  en  un  point  d'argument  u^  rencontre  de  nouveau  la 
courbe  en  un  point  dont  l'argument  est  — "iu. 

Les  questions  1902,  190i,  1906  sont  des  conséquences  immé- 
diates de  ces  faits  connus;  pour  la  question  1906,  on  peut 
considérer  les  points  d'inflexion  de  la  cubique  plane  qui  est 
la  perspective  de  la  courbe,  quand  le  point  de  vue  est  |)ris 
sur  la  courbe. 

Si  l'on  considère  les  droites  rencontrant  la  courbe  en  deux 
points  dont  la  somme  des  arguments  est  A%  et  celles  qui  corres- 
pondent à  — k,  on  a  les  deux  systèmes  de  génératrices  d'une 
quadrique  passant  par  la  courbe.  Une  droite  rencontrant  la 
courbe  en  deux  points  dont  la  différence  des  arguments  est 
constante  engendre  une  quadricuspidale. 

Ces  faits  donnent  la  solution  des  questions  1905  et  1907. 

Pour  la  question  1903,  considérons  sur  une  quadrique  fixe 
une  biquadratique  et  des  courbes  appartenant  à  un  faisceau  tel 
qu'elles  ne  coupent  la  biquadratique  qu'en  deux  points  variables, 
La  somme  des  arguments  de  ces  deux  points  est  alors  constante, 
et  l'on  peut  les  obtenir  en  menant  un  plan  sécant  variable  par 
une  corde  EF  de  la  courbe. 

Il  existe  dans  le  faisceau  quatre  courbes  tangentes  à  la  biqua- 
dratique, et  l'on  a  les  points  de  contact  en  menant  par  EF  les 
plans  tangents  à  la  courbe;  or  le  ra[)port  anharmonique  de  ces 
plans  tangents  est  égal  à  l'invariant  absolu  des  fonctions  ellip- 
tiques correspondant  à  la  courbe.  Comme  il  y  a  correspondance 
homographique  entre  le  coefficient  angulaire  du  plan  sécant 
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mené  par  EF  et  un  païainètro  X  qui  correspond  uniforiDémcnl 
aux  courbes  du  faisceau,  la  question  posée  et  résolue. 

L'existence  des  seize  points  à  plans  surosculateurs  est  bien 
connue.  Si  l'on  donne  à  l'argument  u  les  valeurs  o,  wj,  wj!  ^'^zi 
les  quatre  points  obtenus  sont  dans  le  plan  x-2  =  o,  plan  polaire 
du  point  B  par  rapport  aux  quadriques  qui  contiennent  la 
courbe;  cela  résout  la  question   1901. 

Halphen  remarque  que  tout  plan  contenant  trois  des  seize 
points  en  contient  un  quatrième;  la  propriété  du  tétraèdre 
conjugué  commun  par  rapport  à  ces  seize  points  est  remar- 
quable. 

Relativement  à  la  question  190."),  M.  G.  Kohn  a  obtenu  géo- 
métriquement {Monalshefte,  1900)  un  système  de  deux  qua- 
driques telles  qu'il  existe  une  infinité  de  contours  quadrangu- 
laires  ayant  un  côté  sur  l'une  des  quadriques  et  trois  entés  sur 
l'autre,  les  quatre  sommets  étant  sur  la  biquadralique  d'inter- 
section. 


Oi!i:sTio\s. 


1999.  On  considère  une  ellipse,  un  foyer  F,  un  point 
variable  M  de  l'ellipse,  le  cercle  décrit  sur  FM  comme  dia- 
mètre, et  un  cercle  fixe.  Le  lieu  des  centres  de  similitude 
de  ces  deux  cercles  se  compose  de  deux  coniques.  Cas  où  le 
cercle  fixe  est  le  cercle  principal  de  l'ellipse. 

(E.-N.  Harisiex.) 

2000.  On  considère  une  ellipse  E.  Les  cercles  ayant  pour 
diamètre  les  cordes  parallèles  au  grand  axe  enveloppent  une 
ellipse  El  ;  les  cercles  ayant  pour  diamètre  les  cordes  paral- 
lèles au  petit  axe  de  E  enveloppent  une  ellipse  ?%.  Pour 
toutes  les  ellipses  E  homofocalcs,  le  lieu  des  points  de  ren- 
contre de  E]  et  E2  se  compose  de  deux  cubiques. 

(E.-N.  B.vuisiEN.) 
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[Ul] 

ÉTIDE  GÉOIIÉTRIOIE  I)L  MOLVEMEM  PLWÉTAIRE; 

Par  m.  a. -G.  GREENHILL. 


Dans  Matière  et  mouvement,  peiit  Livre  sur  un 
grand  sujet,  J.-C.  Maxwell  donne  (p.  i  lo)  une  démon- 
stration géométrique  de  la  première  loi  de  Kepler,  sur 
le  mouvement  des  planètes  : 

L! orbite  d'une  planète  est  une  ellipse  dont  le  Soleil 
occupe  un  des  foyers . 

La  démonstration  de  Maxwell  utilise  la  considération 
de  \' liodographe  d'Hamillon.  Elle  diffère  en  cela  de 
la  méthode  géométrique  donnée  par  Newton  en  i68^ 
dans  les  Principia  mathematica  philosophiae  naluralis 
(lib.  I,  sect.  Jll,  prop.  XI). 

Je  me  propose,  dans  la  Note  actuelle,  de  continuer 
les  deux  méthodes.  Je  montrerai  comment  on  peut  étu- 
dier géométriquement,  d'une  manière  rigoureuse,  le 
mouvement  d'un  corps  quii^eçoil  des  impulsions  radiales 
égales,  à  des  intervalles  angulaires  égaux.  Je  montrerai 
ensuite,  à  la  manière  de  Newton,  que  les  effets  de 
l'attraction  solaire  peuvent  être  reproduits,  quand  on 
suppose  que  ces  impulsions  deviennent  continues.  Tout 
se  passe,  ainsi  qu'on  le  verra,  comme  si  le  corps  était 
plongé  dans  un  champ  de  gravitation  centrale  variant  en 
raison  inverse  du  carré  de  la  distance  au  point  attirant. 

Dans  la  figure  de  la  page  suivante,  S  représente  le 
Soleil,  P  une  planète  qui  se  meut  dans  la  direction  PR. 

Supposons  qu'à  l'intérieur  de  l'angle  KSRo  l'attrac- 
tion solaire  est  concentrée  suivant  la  droite  RS,  bissec- 
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irice  de  cet  angle  :  la  planète  reçoit  ainsi  une  impul- 
sion qui  change  la  direction  de  son  mouvement  de  PR 
euRPo. 

Décrivons  le  cercle  KKo,  .  .  .,  décentre  S,  et  menons 
KH  perpendiculaire  à  PR,  le  point  H  étant  tel  que 

HPR  =  KPR; 

on  a 

PH  =  PK. 

Construisons  la  figure  à  une  échelle  telle  que  le  vec- 
teur HK  ait  une  longueur  égale  à  la  vitesse  du  point  P, 


et  que  KKa,  perpendiculaire  à  SR,  soit  égal  à  la  vitesse 
communiquée  par  l'impulsion.  Alors  la  longueur  HKo 
sera  égale  à  la  nouvelle  vitesse  du  mobile  P,  et  de  plus 
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la  di'oite  RPj,  suivant  laquelle  est  dirigée  cotte  vitesse, 
doit  être  perpendiculaire  à  HRo.   Au  point  Po,  où  la 
trajectoire  rencontre  SKo,  on  a 


à  cause  de 
par  suite 


HP2  =  P.,K2, 

HR=  RK=  RK2; 

HP2+  P2S  =  SK2=  SK  =  HP  +  PS. 


Il  en  résulte  que  PR.)  RP2  sont  tangentes,  en  P,  Pg,  à 
l'ellipse  ayant  pour  foyers  S,  H,  et  pour  grand  axe  SK. 

Portons  sur  le  cercle,  à  la  suite  l'une  de  l'autre,  une 
série  de  cordes  égales  K2K3,  K3K4,  .  .  . .  Une  nouvelle 
impulsion  centrale,  représentée  en  grandeur  par  Ko K3 
et  dirigée  suivant  R3  S,  changera  la  direction  du  mouve- 
ment de  PoRo  en  RoPs,  celte  dernière  droite  étant  per- 
pendiculaire à  HK3.  Au  point  P3,  situé  sur  SK3,  on  a 

HP3  =  P3K3, 

de  telle  sorte  que  R2P3  touche  au  point  P3  l'ellipse 
précédemment  définie. 

En  continuant  de  cette  manière,  on  voit  cjue,  sous 
l'eÛet  (l'impulsions  égales,  réparties  ta  des  intervalles 
angulaires  égaux,  le  mobile  décrit  une  trajectoire  poly- 
gonale RR2R3R4,  .  .  .,  constituant  avec  les  droites  SR, 
SR2,  SR3,  SR/,,  .  .  .  une  sorte  de  toile  d'araignée.  Cette 
trajectoire  est  circonscrite  à  une  ellipse,  les  points  de 
contact  étant  situés  sur  les  droites  SK,  SK2,  SK3,  .  .  . , 
qui  forment  entre  elles  des  angles  égaux.  Ce  résultat  est 
bien  d'accord  avec  un  théorème  très  connu  relatif  aux 
sections  coniques. 

La  figure  qui  accompagne  cet  article  leprésente  un 
polygone  fermé  de  dix  côtés. 

Le  polygone  RR2R3,  ...  est   aussi  inscrit  dans  une 
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ellipse,  ayant  en  commun  avec  l'ellipse  précédente  le 
fojer  S  et  la  directrice  correspondante. 

Soit,  en  effet,  X  le  point  où  la  droite  PR  prolongée 
rencontre  la  perpendiculaire  élevée  à  SP  en  S;  ce  point 
est  sur  la  directrice,  qui  peut  être  tracée  en  abaissant 
du  point  X  une  perpendiculaire  sur  SH.  (Sur  Ja  figure 
le  point  X  se  trouve  sur  le  cercle  KKo,  .  •  •  ;  c'est  un 
fait  accidentel.) 

Menons  RPi'  perpendiculaire  à  SX,  et  désignons  par 
IX  l'angle  KSKo ,  c'est-à-dire  l'angle  constant  sous 
lequel  les  cordes  égales  KKo.  .  .  sont  vues  du  point  S. 

On  a 

SR         ,      RR'         .      SP 
—  =  seca-^  =  seca  — . 

Si  donc  e  désigne  l'excentricité  de  la  première 
ellipse,  R  se  trouve  sur  une  section  conicjue  d'excen- 
tricité eséca,  et  ayant  en  commun  avec  la  première 
ellipse  le  foyer  S  et  la  directrice  correspondante.  De 
même  pour  R2,  R3,  .... 

Jusqu'ici,  nous  avons  supposé  dans  la  construction 
que  le  cercle  KK2,  .  .  .  est  donné:  nous  en  avons  déduit 
la  position  de  H  et  la  vitesse  de  P. 

Mais  supposons  données  les  vitesses  suivant  PR  et 
suivant  RP2,  le  changement  de  vitesse  étant  dû  à  l'im- 
pulsion agissant  suivant  RS,  bissectrice  de  l'angle  PSP2. 
On  obtient  alors  le  point  H  par  l'intersection  des 
droites  PH  etP2H,  construites  en  faisant 

ZPH  =  SPR        et        'RP2H  =  SP2R2; 

K  est  alors  l'intersection  de  HZ,  perpendiculaire  à  PR, 
et  de  la  droite  SP  prolongée;  on  peut  enfin  décrire  le 
cercle  KK2,  dont  le  centre  est  S. 

Si  H  est  à  l'extérieur  du  cercle  KK2,  .  •  . ,  l'ellipse  de 
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la  figure  est  remplacée  par  une  livpeibole,  et  la  conslruc- 
lion  est  la  même  que  précédemment. 

Pourtant,  si  PH  et  Po  H  sont  parallèles,  le  cercle  a  un 
ravon  infini  ;  l'ellipse  PPo,  ...  est  remplacée  par  une 
parabole,  et  l'ellipse  RRo,  .  .  .  par  une  hyperbole  dont 
l'excentricité  a  pour  valeur  séca.  Les  triangles  PSR, 
RSPo  sont  maintenant  semblables,  et  le  cercle  liodo- 
graplie  KKo,  .  .  .  doit  être  remplacé  par  un  cercle 
contenant  le  point  S. 

Pour  le  mouvement  parabolique  dans  un  cliamp  de 
gravité  uniforme  :  on  suppose  que  la  force  continue  est 
répartie  suivant  des  impulsions  égales,  ayant  lieu  à  des 
intervalles  de  temps  égaux,  et  dont  les  lignes  d'action 
constituent  une  série  de  parallèles  équidistantes.  On 
obtient  ainsi  une  trajectoire  polygonale,  circonscrite  et 
inscrite  à  deux  paraboles  égales  et  coaxiales. 

En  résumé,  nous  supposons  que  la  gravitation  du 
Soleil  S  agit  d'une  façon  intermittente,  par  une  série 
d'impulsions  égales  dont  les  lignes  d'action  font  entre 
elles  des  angles  égaux;  dans  ces  conditions,  l'orbite 
d'une  planète  devient  un  polvgone,  circonscrit  à  une 
conique  et  inscrit  à  une  autre  conique.  Les  deux  coniques 
ont  même  foyer  S  et  même  direction  correspondante. 

Nous  allons  maintenant  établir  que  ces  impulsions 
intermittentes  égales,  supposées  devenir  déplus  en  plus 
fréquentes,  à  des  intervalles  angulaires  de  plus  en  plus 
petits,  sont,  à  la  limite,  équivalentes  à  un  champ  de 
force,  d'intensité  variant  en  raison  inverse  du  carré  de 
la  distance  de  S,  conformément  à  la  loi  de  Newton  sur 
la  gravitation  universelle. 

Dans  les  Principia  (lib.  I,  secl.  II,  prop.  I),  Newton 
démontre  de  la  manière  suivante  la  deuxième  loi  de 
Kepler  : 

L'aire  balayée  par  le  rayon  vecteur  mené  du  Soleil 
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à  une  planète  est  propor tionnelle  au  temps  employé  à 
la  parcoui'ir. 

Il  suppose  le  point  R  près  de  P,  de  telle  sorte  que 
l'arc  PQ  peut  être  remplacé  par  sa  corde;  il  suppose  en 
outre  que  la  direction  PR  du  mouvement  est  changée 
en  PQ,  par  une  impulsion  dirigée  suivant  RQ,  paral- 
lèlement à  SP. 

L'égalité  des  aires  SPQ,  SPR  montre  alors  que  l'aire 
balayée  par  le  vecteur  SQ  est  la  même  que  si  aucune 
force  centrale  n'agissait;  elle  croît  donc  conformément 
avec  le  temps. 

On  désigne  en  général  par  ^h  la  vitesse  d'accroisse- 
ment de  celte  aire;  on  a  donc 

h  =  SP2  X  vitesse  angulaire  de  SP. 

Considérons  alors  une  orbite  elliptique  PQ,  de  foyer  S, 
décrite  sous  l'action  d'une  force  émanée  de  ce  point  S, 
et  soit  p  la  position  occupée  par  le  point  P  après  un 
petit  intervalle  de  temps  A^;  on  a 

,       ,.      2aireSP/?       ,.     ^v  P/'       cv         •.  i     r. 

h  —  lira =  limSY  — ^  =  SY  x  vitesse  de  P, 

en  appelant  SY  la  perpendiculaire  abaissée  de  S  sur  la 
tangente  PR. 

On  a,  d'après  une  propriété  bien  connue  de  l'ellipse, 

SY.HK  =  aCB^; 
par  suite 

vitesse  de  P  =  jttt  =  ■  ^    ,   HK. 
SY        GB 

Le   vecteur   HK   peut  donc    être   supposé   mesurer    la 
vitesse  de  P,  si  l'échelle  est  convenablement  choisie, 
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L't  le  cercle  KKo,   .  .  .  peut  cire  pris  pour  hodographe, 
ainsi  que  nous  l'avons  fait  au  début. 

Pendant  que  P  vieiil  en  p^  et  que  SP  tourne  dans  le 
temps  A^  du  petit  angle  KS /."  =  A9 ,  le  vecteur  K/." 
représeute  la  variation  de  vitesse  due  à  la  force  centrale 
dont  l'intensité  est  F,  pour  l'unité  de  masse.  Cette 
variation  de  vitesse  étant  d'autre  part  égale  à  FA?,  on  a 


V  \t  Kk 


d'où 


F  = 


vitesse  de  P        HK 
vitesse  de  K  x  vitesse  de  P 


HK 

A.SK 


naais 

vitesse  de  K  :=  vitesse  angulaire  de  SP  x  SK  = 
vitesse  de  P  l  h 


SP 


HK 
donc  enfin 


BC 


_     l  /r- SK  7.h'- 


bg\sp''        ^    sp' 


si  L  désigne  la  louiïueur  de  laLiis  lecLum,  i-E^rr  • 

Telle  est  essentiellement  la  démonstration  donnée 
par  Maxwell  dans  Matière  et  moiu'ement  (§  CXXXIII, 
p.  m). 

Pour  employer  ses  expressions,  l'accélération  de  P 
est  perpendiculaire  et  proportionnelle  au  vecteur  vitesse 
de  K,  dans  1  hodographe  KKo  •  •  •  .  Puisque  cet  hodo- 
graphe est  un  cercle  ayant  S  pour  centre,  l'accélération 
est  proportionnelle  à  la  vitesse  angulaire  de  SP,  et  par 
suite  inversement  proportionnelle  au  carré  de  SP,  en 
vertu  de  la  deuxième  loi  de  Kepler. 

INous  allons  donner  la  démonstration  même  de  Xewton 
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(Principia,  lib.  I,  sect.  III,  prop.  XI),  traduite  du  latin. 
?Sous  écrirons  SP-  au  lieu  de  SP^,  notation  archaïque 
qui  survit  encore  dans  des  Ouvrages  techniques,  où  l'on 
trouve  jnq  ou  (jin  pour  désigner  les  Tnètres  carrés,  au 
lieu  de  m^,  dans  la  notation  de  M.  Hospitalier. 

Newton  établit  d'abord  (lilj.  I,  sect.  II,  piop.  \'I) 
que  si  PQ  est  un  petit  arc  d'une  orbite  quelconque 
décrite  sous  l'action  d'une  force  centrale  F  émanée  du 
point  S,  on  a 

_,            2/l2  QR 

F  = lim  ,  > 


SP  QT' 

QT  étant  mené  perpendiculairement  à  SP,  et  QR  paral- 
lèle A  SP. 

En  effet,  QR  peut  être  considéré  comme  la  distance 
dont  le  mobile  s'éloigne,  pendant  un  temps  très  court  ?, 
de  la  direction  primitive  PR  de  son  mouvement,  et  cela 
dans  la  direction  de  la  force  F  qui  le  sollicite  suivant  PS. 

On  a  donc 

QR  =iF^2. 

Or,  d'après  la  deuxième  loi  de  Kepler, 
ht=  2aiieSPQ  =  SP.QT, 

puisque  le  triangle  SPQ  peut  être  considéré  comme  rec- 
tiligne.  On  a  donc  à  la  limite 

^      ,.     2OR         ih"-    ,.       QR 
F  =  lim  — ^  = lim  ,   • 


'  SP"  QT' 

L'auteur  démontre  plus  loin  (sect.  III,  prop.  XI)  que, 
si  PQ  est  un  arc  d'une  ellipse  ayant  un  fojer  en  S,  on  a 

lim  ^    =  ^• 

QT"         ^ 
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Eu  efï'et,  des  ihéorèmes  bien  connus  donnent  pour  la 
conique  représentée  sur  la  ligure 


(0 

(2) 


QR  _  Px  _  PE  _  AG 
¥v  ~  Pi>  ~  PC  ~  PG' 


Pç-.rG         GP 


Qv'  CD 


...               ,.       Qp          ,.       Q:r"          PE            GD 
(3)  lim         ,-  =lim-      .,    =  ,    =  


—  j 


QT  QT  PF  GB 

d'où,  en  multipliant  membre  à  membre  (i),  (2),  (3) 

QR  AG       CP^       GD^ 


im 


QT" 


^^  pG.GD   GB 

AG    GP     GD 

AG    1 

^^  2GP.GD   GB 

2GB"   L 

C.  Q.  F.  D 

Les  petites  impulsions  incessantes,  représentées  par 
les  cordes  K/r  et  dont  l'ensemble  constitue  l'arc  fini  KKo, 
et  qui  font  décrire  au  mobile  P  l'arc  d'ellipse  PQPo, 
ont  une  résultante  dirigée  suivant  RS,  bissectrice 
de  l'angle  PSP2  et  représentée  en  grandeur  par  la 
corde  KKo.  Si  la  force  attractive  incessante  est  rem- 
placée par  cette  impulsion  unique,  le  corps  suivra 
la  trajectoire  brisée  composée  des  lignes  droites  PPi 
et  RPo,  et  arrivera  finalement  au  point  Po  et  avec  une 
vitesse  dirigée  suivant  RP2,  c'est-à-dire  dans  les  mêmes 
conditions  qu'en  suivant  sa  trajectoire  elliptique  sous 
l'infiuence  de  l'attraction  continue.  Mais  le  temps  néces- 
saire à  ce  parcours  sera  augmenté  dans  le  rapport 

aire  du  quadrilatère  SPRP-2 
aire  du  secteur  curviligne  SPQP2 
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Si  l'on  remplaçait  les  impulsions  centripètes  par  des 
impulsions  centrifuges,  on  obtiendrait  une  trajectoire 
polygonale  inscrite  et  circonscrite  à  deux  hyperboles, 
a^/ant  un  foyer  commun  en  S  et  même  directrice  cor- 
respondante. La  démonstration  est  la  même  que  précé- 
demment, et  s'applique  à  l'orbite  décrite  sous  l'action 
d'une  force  répulsive  émanée  de  S,  et  variant  en  raison 
inverse  du  carré  de  la  distance  (^Principia,  lib.  I, 
sect.  III,  prop.  XII).  Dans  la  construction  de  la  figure, 
que  nous  laissons  comme  exercice  au  lecteur,  le  point  H 
devra  se  trouver  en  dehors  du  cercle  KKo .... 

Nous  signalerons  la  propriété  suivante  de  la  conique 
et  du  cercle  KRo . . . .  Appelous  X  et  X'  les  points  où  la 
tangente  en  P  coupe  le  cercle^  les  secondes  tangentes 
menées  à  la  conique  par  les  points  X  et  X'  se  coupent 
en  X"  sur  le  cercle,  de  telle  sorte  que  le  triangle  XX' X" 
est  inscrit  dans  le  cercle  et  circonscrit  à  la  conique.  Il 
existe  donc,  en  veitu  du  ihéorème  de  Poncelet,  une 
infinité  de  tels  triangles.  H  est  leur  orthocentre  com- 
mun, et  ils  ont  tous  pour  cercle  des  neuf  points  le  cercle 
principal  de  la  conique. 

L'enveloppe  des  diverses  trajectoires  elliptiques  dé- 
crites par  un  mobile  partant  de  P  avec  une  vitesse 
donnée  de  direction  variable  est  l'ellipse  qui  a  pour 
foyers  S  et  P  et  dont  un  sommet  se  trouve  en  K.  Le 
point  de  contact  d'uue  ellipse  avec  son  enveloppe  est 
à  P'  sur  le  prolongement  de  PH. 

Une  impulsion  radiale,  agissant  en  P  dans  la  direc- 
tion SP,  n'entrainera  pas  de  modification  pour  la  valeur 
de  h,  c'est-à-dire  pour  le  latus  rectum  L  de  la  nou- 
velle orbite  :  cette  dernièie  passera  donc  par  un  point 
fixe  P'',  situé  sur  le  prolongement  de  PS,  puisque  L  est 
moyenne  harmonique  entre  PS  et  SP". 

Si  la  direction  de  la  vitesse  initiale  est  PK,  le  mobile 
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aiTÎvera  en  K  avec  une  vitesse  nulle,  de  lelle  sorte  que 
le  cercle  RKo .  .  .  peut  èlie  appelé  le  ctrcLe  de  vitesse 
nulle.  Ou  peut  dire  aussi  (|ue  la  vitesse  en  P  est  celle 
qu'acquiert  un  mobile  partant  sans  vitesse  du  point  K 
situé  sur  le  cercle,  et  se  mouvant  suivant  KP  sous  l'at- 
traction du  point  S. 

Supposons  que  S  soit  le  centre  et  P  un  pôle  de  la 
Terre.  Lançons  du  point  P  des  [)iojectiles,  avec  une 
vitesse  initiale  ^,  qui,  supposée  dirigée  verticalement, 
les  amènerait  à  une  hauteur  PK  comparable  au  ravon 
de  la  Terre  PS  ;  alors 

1,=  „.SP(,-||). 

Dans  ces  conditions,  et  eu  admettant  que  le  milieu 
ne  présente  pas  de  résistance,  la  trajectoire  d'un  de  ces 
projectiles,  pour  une  vitesse  initiale  faisant  Tangle  ^3 
avec  la  verticale,  est  une  ellipse  ayant  un  foyer  en  S  et 

Pautre  au  point  H  tel  que  KPH  =  2,3. 

La  portée,  à  la  surface  de  la  Terre,  est,  en  milles 
marins,  égale  à  i2oa,  où  PSH  =  a  est,  exprimé  en 
degrés,  l'angle  qui  satisfait  à  la  relation 

sinx  PH        PK 


sin{2;i  — a)        SP        SP 

Désignons  par  —  ce  dernier  rapport.   La  portée  est 
maximum  si  Ton  a 

PHS  =7.'^— y.  =  90°, 

sina=  —  C0S2  j  =  —  et  ^t--= 

n  -  n-^  i 

Si  l'on  veut  par  exemple  que  la  portée  maximum  soit 
la  distance  du  pôle  à  Péquateur,  il  faudra  faire 

a  =  45",         n  =  \fj.,         |î  =  67°3o'. 
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Le  projectile  doit  être  lancé  dans  une  direction  fai- 
sant avec  l'horizon  un  angle  de  22° 3o'. 

On  trouvera  que  le  temps  nécessaire  au  parcours  est 
d'environ  3o™.  On  verra  aussi  que  la  vitesse  initiale 
doit  être  au  moins  d'environ  naoom/s  pour  qu'un  pro- 
jectile lancé  du  pôle  atteigne  l'équateur. 

Si  l'on  fait  n  ^^  i ,  on  obtient  la  vitesse  d'un  satellite 
qui  tournerait  autour  de  la  Terre  en  rasant  sa  surface. 
Le  temps  de  la  révolution  d'un  tel  satellite  serait  jj  de 
jour  ('). 

Un  projectile,  lancé  avec  cette  vitesse  sous  un  angle 
de  i^"  avec  la  verticale,  aurait  une  portée  de  120  [i  milles 
marins. 

On  peut  appeler  i^2g.SP  la  vitesse  paraholique; 
en  effet,  pour  une  vitesse  initiale  ayant  cette  valeur, 
SK  est  infini,  et  la  trajectoire  est  une  parabole  ayant 
son  foyer  en  S.  Si  l'on  fait 

^  =  9,8im/s2         et         |7:SP  =  io''m, 

on  trouve  que  la  vitesse  parabolique  est  d'environ 
1 1200  m/s. 

On  dit  que  la  première  et  la  deuxième  lois  de  Kepler 
ont  résulté  d'une  discussion  laborieuse  des  observations 
de  la  planète  Mars.  On  peut  cependant  les  déduire 
aisément  du  Tableau  des  demi-diamètres  apparents  du 
Soleil,  pris  de  jour  en  jour,  et  de  sa  marche  horaire 
en  longitude,  Tableaux  qui  figurent  dans  \ Annuaire 
du  Bureau  des  Longitudes. 

1°  On  trouve  que  le  diamètre  D  du  Soleil  est  relié  à 
sa  longitude  9,  comptée  à  partir  de  l'aphélie,  par  une 

(')    Voir  l'anecdote  rapportée  par  Hérodote  (Livre  IV,  §  3G). 
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relation  de  Ja  forme 

D  =  a  -h  6  cosO,         a  -^  h  =  igôG",         a  —  b  =  iHfja", 

ee  (jui  démontre  la  première  loi. 

2°  La  marche  horaire  en  longitude,  c'est-à-dire  la 
vitesse  angulaire,  est  proportionnelle  à  l'aire  apparente, 
c'est-à-dire  à  D-,  ce  qui  prouve  la  deuxième  loi. 

La  loi  de  la  gravitation  universelle  de  Newton,  appli- 
quée au  Soleil  et  à  une  planète,  est  exprimée  par  la 
formule 

r  =  ^>  d  ou  G.1S  =  — j— > 

SP  L 

S  désignant  la  masse  du  Soleil,  et  G  la  constante  de  la 

gravitation.    Celte   constante,    d'après   les  expériences 

de   M.    C-V.    Boys,    a    pour    valeur    numérique,    en 

unités  C.  G.  S., 

G  =  666.10-10 

(voir  La  Constante  de  la  gravitation,  rapport  présenté 
au  Congrès  international  de  Physique,  réuni  à  Paris 
en  1900;  chez  Gauthier-Villars,  à  Paris). 

Si  A  désigne  la  densité  moyenne  de  la  Terre,  E  sa 
masse,  /•  son  rayon,  g  l'accélération  de  la  pesanteur  à 
sa  surface  (toujours  en  unités  C.  G.  S.),  on  a 

puisque  le  quart  du  méridien  terrestre  =  ^tû/'  =  10^  cm. 
Par  suite 

GA  =  |^io-9, 
et,  puisque 

g  =  981  cm/s2, 

A  =5,53  g/cm^, 

^  <  ,         /IO«\3  32 

E  =  f  7r/-3A  =  i7:    —       A=  10^7^  ;^  (3.  ,o27  0, 

X^TZ  J  OTC- 
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La  durée  de  la  révolution  terrestre  T,  exprimée  en 
secondes,  est  donnée  par 

_,        aire  de  l'orbite  elliptique              AC.BC 
1    = * =2  71 -, — —■> 

d'où 

4113  _         h^         _   G. S 

'  AG  .BG  AG 

Désignons,  suivant  Laplace  et  d'autres  auteurs,  la 
vitesse  angulaire  movenne  -^  par  /?,  et  par  a  la  distance 
moyenne  AC,  ou  aura 

n-rt^  =  G.  S. 

C'est  la  troisième  loi  de  Kepler,  qui  s'énonce  ainsi  : 

Le  carré  du  temps  de  la  révolution  d'une  planète 
est  proportionnel  au  cube  de  sa  distance  moyenne  au 
Soleil. 

Nous  avons  supposé  dans  ce  calcul  que  le  Soleil  était 
fixe  et  ne  cédait  pas  à  l'attraction  de  la  planète.  Cette 
liypothèse  est  suffisamment  voisine  de  la  vérité,  quand 
il  s'agit  du  mouvement  de  la  Terre  par  rapport  à  un 
astre  aussi  vaste  que  le  Soleil  5  mais  il  faut  recourir  à 
des  considérations  plus  rigoureuses,  quand  on  examine 
le  système  constitué  par  une  étoile  double,  pour  la 
Terre  et  la  Lune,  ou  bien  quand  on  étudie  le  mouve- 
ment d'une  grosse  planète. 

Appelons  E  la  masse  de  la  planète  P,  la  Terre  par 
exemple.  Pour  calculer  le  mouvement  relatif  de  P  par 

rapport  au  Soleil,  l'accélération      '  „  ,  due  à  l'attraction 

SP 
de  la  planète,  doit  être  appliquée  au  système  des  deux 

astres,  et  cela  en  sens  inverse  de  l'accélération      '  ^   due 

SP 
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à  raltraclioii  solaire.  Ou  Joir,  donc  écrire,  dans  le  cas 
actiu'l, 

SP'  ^ 

d'où 

,       4--^       GfS-+-E) 

Telle  est  la  forme  corrigée  de  la  troisième  loi  de 
Kepler,  telle  qu'elle  est  donnée  dans  Matière  et  mouve- 
ment (§  CXXXVII).  Le  terme  correctif  n'est  pas  négli- 
geable pour  les  planètes  les  plus  grosses  et  les  plus 
lointaines  du  système  solaire. 

Supposons  par  exemple  qu'on  veuille  déterminer  la 
masse  S  du  Soleil.  Soient 

M  la  masse  de  la  Lune; 
a'   sa  distance  moyenne  ; 
Ji'  son  moyen  mouvement. 

On  aura 


E-+-M        /i'2a'3 

Or,  on  a,  comme  on  sait,  en  nombres  ronds, 

ni  a        ,  E 

—  =  ^'  —  =4oo,  —=80. 

«         i3  a  M 

Par  conséquent 

S  81     (400)3 

S    =    21  X  Io3  2  g. 

La  troisième  loi  de  Kepler  permet  d'appliquer  des 
considérations  de  similitude  mécanique  au  système 
solaire,  et  à  un  modèle  réduit  de  ce  système  (on  peut 
appeler  un  tel  modèle  un  orrevy,  d'après  le  nom  de 
Lord  Orrery,  celui  qui  l'a  construit  le  premier). 
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Si  le  modèle  conserve  les  densités  relatives  des 
diverses  parties  du  système  solaii-e,  S  +  E  sera  pro- 
portionnel à  a^  et  au  rapport  des  densités  du  système 
et  du  modèle.  Ainsi,  d'après  la  troisième  loi  de  Kepler, 
le  rapport  des  densités  sera  proportionnel  à  ii-.  Ce 
résultat,  vrai  pour  le  problème  des  deux  corps,  le  Soleil 
et  une  planète,  est  encore  applicable  à  un  modèle  de 
tout  le  système  solaire,  même  en  tenant  compte  des 
perturbations  planétaires.  En  résumé,  un  modèle  du 
système  solaire,  libre  dans  l'espace,  et  soumis  à  sa 
propre  gravitation,  satisfera  aux  conditions  de  la  simi- 
litude géométrique,  mais  les  temps  seront  altérés  dans 
le  rapport  inverse  des  racines  carrées  des  densités  de 
l'original  et  du  modèle.  Si  le  modèle  est  construit  avec 
conservation  des  densités,  il  sera  géométriquement  sem- 
blable à  l'original  à  un  moment  quelconque. 


[NHa] 

SIU  LA  CO\GUlIEi\CE  COMMl'XE  A  DEIX  COMPLEXES 
un  SECOXD  OKDRE; 

Par   m.    J.    RICHARD, 

Professeur  à  Dijon. 


J'indique  dans  cette  Note  un  moyen  simple  de  déter- 
miner l'ordre  et  la  classe  de  la  surface  focale  pour  la 
oongruence  des  droites  appartenant  à  la  fois  à  deux 
complexes  du  second  ordre. 

Soit  une  droite  ayant  pour  équations 

rsy  —  r-iZ  =  7\, 
riZ  —  r^x  ==  /'s, 
i\x  —  /'ijK  =  ''6, 
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avec  la  condition 


'i  /■^-^-  '■2''»-+-  /'s '"6  =  o. 


Soient 


1 


Clik  f'i  /•/.  =  o 


et 


"V  ba  ri  Vk  —  o 


les  équations  de  deux  complexes.  Pour  avoir  le  degré 
de  la  surface  focale  de  la  congruence  commune,  cher- 
chons en  combien  de  points  cette  surface  est  coupée  par 
une  droite,  que  nous  pouvons  supposer  être  l'axe  des  z. 
Les  points  de  0:r  appartenant  à  la  surface  focale  sont 
les  points  pour  lesquels  les  cônes  des  deux  complexes 
sont  tangents. 

Soient  .r:=o,  j^'  =  o,  ::  =  a  les  coordonnées  d'un 
point  de  l'axe  des  z.  On  obtiendra  les  cônes  des  com- 
plexes, l'elatifs  à  ce  point,  en  remplaçant  les  six  quan- 
tités l'ik  par  les  suivantes  : 

a-,    y,     z  —  a,     — ty^     nx     et     zéro. 

Transportant  ensuite  l'origine  au  sommet  du  cône, 
ou  mettra  z  au  lieu  de  z  —  a.  On  obtient  ainsi  l'équa- 
tion 

<ï>(a7,  j',  ^)  =  (  aii-H  2a25  2c  -h  «35 ^-)-^^ 

-H  («22 —  la^j^'^j.  -I-  ai4a2)j2-i-  «33^!^ 
-+-  2 («23 —  «sv^J's)  -+-  2(ai3-!-  az~^'-x)zx 

-H  2{ai2 —  «u^  H-  ai,;i7.'^)xy  =  o. 

On  aura  pour  le  cône  du  second  complexe  une  équation 
analogue,  où  la  lettre  a  est  remplacée  par  la  lettre  è, 

^(^,  r. -)  =  o- 

Ann.  de  Mathéniat.,  4°  série,  t.  IV.  (Août  1904.)  23 
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Eu  écrivant  que  l'équation 

*  -f-  >.  ir  =  o 

représente  deux  plans,  on  a  une  équation  du  troisième 
degré  en  À  et  du  quatrième  degré  en  a. 

Pour  qu'une  équation  du  troisième  degré  ait  une 
racine  double,  on  a  une  condition  qui  est  du  quatrième 
degré  par  rapport  aux  coefficients.  Ceux-ci  étant  du 
quatrième  degré  en  a,  on  en  conclut  que  sur  l'axe  des  z 
il  j  a  16  points  pour  lesquels  les  deux  cônes  sont  tan- 
gents. La  surface  focale  de  notre  congruence  est  donc 
du  seizième  ordre.  Elle  est  aussi  de  seizième  classe  par 
le  raisonnement  corrélatif. 

JNous  allons  retrouver  ce  résultat  d'une  autre  façon. 

On  sait  qu'on  nomme  rang  d'une  congruence  le 
nombre  de  plans  passant  par  une  droite  et  tels  que 
deux  des  droites  de  la  congruence  situées  dans  l'un  de 
ces  plans  se  coupent  sur  la  droite.  On  peut  dire  aussi 
que  le  rang  est  le  nombre  de  points  d'une  droite  tels  que 
deux  droites  de  la  congruence  concourant  en  un  de  ces 
points  soient  dans  un  même  plan  avec  la  droite.  Le  rang 
est  ainsi  corrélatif  à  lui-même. 

Or,  clierclions  le  rang  de  la  congruence  précédente. 

Reprenons  l'équation  ci-dessus  : 

<î>  M-  >.  ^'  =  o. 

Nous  devons  écrire  qu'elle  se  décompose  en  deux  plans 
dont  l'un  contient  l'axe  des  z. 

Pour  qu'il  en  soit  ainsi  il  faut  qu'elle  soit  satisfaite 
par  X  ^=  o,  y  =^  o,  ce  qui  donne 

a33-f-  À  633=  o. 

Tirons  A  de  cette  équation,  et  portons  dans  l'équation 
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cMi  ),  du  Iroisièine  degré  expriniaul  que  F  -h  À<ï>  =:  o  se 
décompose  en  deux  plans. 

On  a  ainsi  une  relation  du  (jualriènie  degré  en  a. 

Il  y  a  donc  quatre  points  sur  Oz  pour  lesquels  deux 
droites  communes  aux  deux  cônes  des  deux  complexes 
sont  dans  un  même  plan  passant  par  cet  axe. 

Le  rang  cherché  est  donc  quatre. 

En  général,  pour  une  congruence  d'ordre  m  (ni  droites 
passant  par  un  point),  de  classe/?  ( p  droites  situées  dans 
un  plan),  de  rang  r,  l'ordre  et  la  classe  de  la  surface  focale 
sont  respectivement 

■im(  p  —  I  )  —  -2  r, 
2p(m  —  i}  —  -2r; 

ici  m  =  4?  A'  =  4)  '■  =  4>  donc  l'ordre  et  la  classe  de  la 
surface  focale  sont  24  —  8  ou  16. 


[R8aa] 

SLR  LE  MOLVEMEXT  D'l.\  CORPS  PESWT  AUTOUR 
D  U\  POI\T  FIXE  DAXS  LE  CAS  DE  T'  KOWA- 
LEWSKI; 

Par  m.  g.   DUMAS,  à  Zurich. 


Dans  son  intéressant  Mémoire  (  '  )  inséré  au  Tome  LVI 
des  Math.  Annalen,  M.  Kolossof  obtient  d'une  manière 
élégante  la  réduction  aux  quadratures  des  équations  de 
ce  problème. 

Il  désigne  par  A  et  a  les  deux  paramètres  de  M""*^  Ko- 


(')  Ueber  eine  Eigenschaft  der  DijffeYentialgleichungen  der 
Rotation  eines  schweren  Kôrpers  uni  einen  festen  Punkt  im  Faite 
von  Fraii  S.  Kowalewski. 
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walewski  et  montre,  après  avoir  introduit  une  nouvelle 
variable  t  représentative  du   temps  et  liée  à  t  par  la 

relation 

id-z  =  Çk-\-  \i)  dt, 

que  l'intégration  des  équations  du  mouvement,  en  tenauL 
compte  des  quatre  intégrales  que  l'on  connaît,  se  ramène 
à  celle  des  équations  du  uaouvement  d'un  point  dont  la 
force  vive  est  représentée  par 


et  sur  lequel  agit  une  force  dérivant  de  la  fonction  de 
forces 


U  = 


X    -T-    p. 


M.  Kolossof  introduit  alors  l'équation  de  Jacobi  qui 
correspond  à  ces  deux  expressions  et  par  intégration  de 
celle-ci  aboutit  eifectivement  à  des  quadratures. 

Pour  faire  voir  que  la  résolution  du  problème  de 
M™**  Rowalewski  conduit  à  des  quadratures,  cette  der- 
nière intégration  n'est  pas  même  nécessaire.  En  multi- 
pliant haut  et  bas  U  par  ).  —  [j.,  on  obtient  en  effet 

^  = )J^^^ ' 

et  l'on  se  trouve  alors,  à  cause  des  formes  de  T  et  U, 
dans  le  cas  d'un  théorème  de  Liou ville  (  '  ). 

Celte  simple  remarque  sera  peut-être  de  quelque  uti- 
lité, en  rattachant  la  méthode  d'intégration  de  M.  Ko- 
lossof à  une  méthode  classique. 

(')   Voir  AppEtt,  Traité  de  Mécanique,  t.  II,  2'  édition,  p.  408. 
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[M'5ka] 

.      SIR  LES  CIBIQIES  MODALES  CIRCILAIRES; 

Par  m.  t.  LEMOYNE. 


Cette  Noie  difTèie  des  deux  premières  on  ce  que  les 
propriétés  qu'elle  renferme  ne  dépendent  pas  du  théo- 
rème de  Cliasles. 

Un  cercle  passant  par  le  point  double  O  d'une  cubique 
circulaire  coupe  cette  courbe  en  deux  points  M,  M'  à 
distance  finie.  Dès  lors,  si  l'on  assujettit  ce  cercle  à 
passer  par  un  second  point  fixe  co  du  plan,  au  point  M 
ne  correspondra  qu'un  point  M',  à  la  droite  OM,  qu'une 
droite  OM'  et,  comme  la  correspondance  de  ces  droites 
est  réciproque,  elle  est  involutive. 

1.  Etant  donnée  une  cubit/ue  circulaire  nodale  de 
point  double  O  et  un  faisceau  de  cercles  passant  par  le 
point  double  O  et  un  point  Jixe  oj  du  plan,  les  droites 
qui  joignent  O  aux  couples  de  points  oii  chaque  cercle 
coupe  la  cubique  forment  un  faisceau  en  involutioii. 

2.  //  }  a  deux  cercles  qui  passent  par  le  point  double 
d' une  cubique  circulaire,  un  point  fixe  w  du  plan  et  sont 
tangents  à  la  courbe. 

La  réciproque  du  tliéorème  1  est  vraie  : 

3.  Lorsque  par  le  point  double  d'une  cubique  nodale 
on  mène  des  couples  de  cordes  en  involuLionO^l.,  OM'; 
ON,  ON';  OP,  OF;  ...  les  cercles  OMM',  ONN',  . .  . 
ont  un  second  point  commun. 
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Désignons  en  efFet  par  co  l'intersection  des  cercles 
OMM',  ONN'.  Les  droites  OQ,  OQ' qui  joignent  le  point 
double  aux  points  d'intersection  avec  la  cubique  d'un 
cercle  quelconque  passant  par  O  et  to  engendrent, 
lorsque  ce  cercle  varie,  une  involution  de  droites  qui 
coïncide  avec  celle  que  nous  avons  considérée  dans  le 
tliéorème  3,  puisqu'elles  ont  en  commun  deux  couples 
de  droites  homologues  OM,  OM';  ON,  ON'. 

On  en  déduit,  quand  l'involulion  est  formée  de  droites 
rectangulaires,  que  : 

4.  Le  cercle  qui  a  pour  diamètre  une  corde  d'une 
cubique  circulaire  'vue  du  point  double  sous  un  angle 
droit  coupe  en  un  point  fixe  la  perpendiculaire  abaissée 
du  point  double  sur  V asymptote. 

Si  AB  est  la  corde  vue  du  point  double  sous  un  angle 
droit,  OA,  OB  décrivent  lorsque  AB  varie  une  involu- 
tion dont  les  rayons  doubles  sont  les  droites  isotropes. 
Quand  OA  est  parallèle  à  l'asymptote,  A  est  à  l'infini 
sur  la  courbe,  OB  perpendiculaire  à  l'asymptote  et  le 
cercle  OAB,  qui  coupe  la  droite  de  l'infini  en  ses  trois 
points  d'inlersectio7i  avec  la  courbe^,  se  décompose  en 
cette  droite  et  la  droite  OB.  Le  point  fixe  to,  par  lequel 
passe  le  cercle  ayant  pour  diamètre  une  corde  vue  du 
point  double  sous  un  angle  droit,  est  donc  sur  la  perpen- 
diculaire OB  abaissée  du  point  double  sur  l'asymptote  et 
les  milieux  des  cordes  considérées  sont  sur  une  parallèle 
à  cette  droite. 

D'ailleurs,  d'après  le  théorème  2  de  notre  Note  :  Sur 
quelques  applications  d'un  théorème  de  Chasles  aux 
cubiques  circulaires,  les  bissectrices  OM,  ON  des  tan- 
gentes au  point  double  rencontrent  la  courbe  en  des 
points  M  et  N  tels  que  les  tangentes  en  ces  points  sont 
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parallèles  à  l'asymptote;  la  corde  MN  est  évidetnment 
vue  du  point  double  sous  un  angle  droit,  sou  milieu  se 
trouve  sur  la  parallèle  à  l'asymptote  èquidistaute  des 
tangentes  en  M  et  N;  par  conséquent  : 

o.  Les  viilieux  des  cordes  d' une  cubique  circulaire 
vues  du  point  double  sous  un  angle  droit  sont  sur  la 
droite  équidistante  des  tangentes  à  la  courbe  paral- 
lèles à  r  asymptote. 

Si  linvolution  du  théorème  3  est  formée  de  couples 
de  droites OM,  OM';  ON,  ON';  .  .  .  également  inclinées 
sur  une  sécante  quelconque  OA  issue  du  point  double, 
les  cercles  OMM',  ON^',  .  .  .  passent,  d'après  ce  théo- 
rème, par  un  second  point  commun  to,  mais  les  droites 
isotropes  sont  homologues  dans  Tinvolution;  le  cercle 
correspondant  à  ces  droites  touche  la  courbe  aux  points 
cycliques,  le  point  d'intersection  des  tangentes  en  ces 
points,  qui  est  le  foyer  singulier  de  la  cubique,  est  par 
suite  aussi  le  centre  de  ce  cei'cle. 

Le  foyer  singulier  de  la  courbe  est  donc  sur  la  droite 
lieu  des  centres  des  cercles  OMM',  ONN',  ....  Toutes 
les  droites  des  centres  obtenues  comme  la  précédente 
lorsqu'on  substitue  à  OA  des  sécantes  OA',  OA",  .  .  . 
concourent  en  ce  point. 

Cette  propriété  est  peut-être  une  des  plus  caractéris- 
tiques du  foyer  singulier  d'une  cubique  nodale  circu- 
laire dont  elle  donne  aussi  une  construction. 

6.  Si  par  le  point  double  d'une  cubique  circulaire 
on  mène  une  sécante  quelconque  OA  et  que  l'on  trace 
par  O  des  couples  de  droites  OM,  OM';  ON,  ON';  .  .  . 
également  inclinées  sur  Ox\,  les  cercles  OMM',. 
ONN',  .  .  .  o7it  leurs  centres  sur  une  droite  qui  passe 
par  le  foyer  singulier  de  la  courbe. 
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Lorscjue  la   sécante  tourne  autour  de  O  le  second 
point  de  rencontre  des  cercles  OMM',  ONN',  .  .  .  décrit 
alors  un  cercle  qui  a  pour  centre  le  foyer  singulier  et 
qui  passe  par  le  point  double. 

Considérons  en  particulier  l'involution  des  droites 
OM,  OM',  .  .  .  également  inclinées  sur  la  bissectrice  de 
l'angle  des  tangentes  au  point  double,  le  couple  des 
tangentes  nodales  appartient  à  cette  involution,  mais  le 
cercle  correspondant  se  réduit  au  point  O,  ce  qui 
montre  que  les  cercles  OMM',  ONN',  .  .  .  ont  leurs 
centres  sur  une  droite  passant  par  O.  On  aurait  pu  le 
voir  en  appliquant  la  réciproque  du  théorème  7  de  notre 
Note  :  Sur  quelques  applications  d'un  théorème  de 
Chasles  aux  cubiques  circulaires.  On  montre  très  faci- 
lement que  cette  droite  est  la  symétrique,  par  rapport 
à  la  bissectrice  de  l'angle  des  tangentes  nodales,  de  la 
perpendiculaire  à  l'asymptote  menée  par  O.  Donc  : 

7.  Le  foyer  singulier  d'une  cubique  nodale  circu- 
laire est  sur  la  droite  OA  symétrique  de  la  perpendi- 
culaire à  l'asjmptote  abaissée  du  point  double  par 
rapport  a  la  bissectrice  de  l'angle  des  tangentes 
nodales. 

Nous  obtenons  ainsi  en  combinant  ce  théorème  avec 
le  théorème  6  une  construction  assez  simple  du  foyer 
singulier  de  la  cubique. 

(Extrait  d'un  Mémoire  couronné  par  l' Académie 
des  Sciences  de  Toulouse.) 
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COKKESPO\l)\^'CE. 


yi.  G.  Vacca,  à  Gênes.  —  Je  viens  de  lire  avec  intérêt  l'ar- 
ticle de  M.  Maurice  Fréchet  :  5m/-  une  généralisation  des 
notions  d'aire  et  de  plan,  dans  le  numéro  de  juin  1904  des 
Nouvelles  Annales  (p.  241). 

Permettez-moi  d'y  ajouter  quelques  notices  historiques. 

M.  Peano  avait  déjà  donné  la  généralisation  exposée  par 
M.  Fréchet  dans  ?,es  Applicazioni  geometriche  del  cale.  inf. 
(Turin,  1887!  dans  lesquelles  on  trouve  plusieurs  des  résultats 
donnés  dans  le  second  paragraphe  de  l'article  de  M.  Fréchet. 

Mais  déjà  en  1873,  M.  R.-B.  Hayward  :  On  an  extension 
of  the  term  «  Area  »  to  any  closed  circuit  in  space  {Pro- 
ceedings  of  the  London  Math.  Society,  t.  IV,  p.  289-291), 
avait  donné  la  même  extension  du  concept  d'aire,  son  inter- 
prétation mécanique,  etc.  Il  donnait  aussi  le  théorème  contenu 
dans  les  dernières  lignes  de  la  Note  de  AI.  Fréchet  : 

The  projection  of  the  area  {of  a  given  closed  circuit)  on 
any  plane  has  an  area  equal  to  that  of  the  projection  of 
the  circuit  itself. 

J'ajouterai  enfin  que  la  même  idée  se  rencontre  d'une  façon 
très  développée  dans  VAusdehnungslehre  de  Grassmann,  i844- 


1\I.  L.  Troin,  à  Grasse.  —  En  compulsant  les  numéros  dé 
l'année  1892  du  Journal  de  Math,  éléni.  de  M.  de  Long- 
champs,  j'y  ai  trouvé,  proposé  par  M.  Mannheim,  un  théorème 
facile  à  généraliser. 

M.  .Mannheim  énonce  la  propriété  comme  suit  : 

Sur  la  médiane  Aa  d'un  triangle  ABC  comme  diamètre 
on  décrit  une  circonférence  de  cercle  (G).  Cette  courbe  coupe 
au  point  G  la  circonférence  circonscrite  au  triangle  ABC. 
Démontrer  que  les  droites  AB,  AC,  AG ,  AH  {hauteur) 
forment  un  faisceau  harmonique. 
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Il  est  facile  de  s'assurer  analytiquement  que  la  propriété 
subsiste  si  l'on  remplace  (C)  par  une  circonférence  quel- 
conque passant  par  A  et  ■x.  H  devient  alors  le  second  point 
d'intersection  de  BG  avec  (C)  (Jig-  i). 

Prenons,    en    effet,    pour    axes   de   coordonnées    les    droites 

Fig.  I. 


rectangulaires  xx,  xy.   Nous  aurons  pour  équation  de  (F) 

x'^  -\-  y-  —  2  a  y  —  6  =  0; 

pour (C) 

x--^  y-  —  iXx  —  '1  [ly  =  o. 

GA  aura  pour  équation 

i\x  -^  i{\x  —  a) y  —  b  =  o. 

Le  point  H'  a  donc  pour  abscisse 

b 


H  a  pour  abscisse 
On  a  donc 


aH'=     , 

2À 


xH.aH' 


a  G 


Gela  démontre  la  proposition. 

On  peut  appliquer  cette  propriété  pour  démontrer  que  les 
bissectrices  d'un  angle  d'un  triangle  sont  conjuguées  harmo- 
niques aux  côtés  de  cet  angle. 
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II  est  en  effet  évident  que  le  quadrilatère  AGalI  est  inscrip- 
tible  {Jîg-  ^)-  On  peut  s'en  servir  également  pour  démontrer 


sur  le  quadrilatère  inscriptible  une  propriété  d'ailleurs  peu 
intéressante  mais  qui  n'a  peut-être  pas  été  observée.  A  savoir  : 
a  étant  le  milieu  de  BD  {Jig.  3);  I  et  K  étant  les  points  où  la 


Fiî 


diagonale  BD  rencontre  la  diagonale  AC  et  la  diagonale  EF 
du  quadrilatère  complet,  la  droite  KG  coupe  la  circonférence 
circonscrite  au  quadrilatère  en  C.  Les  quatre  points  a,  I.  G,  G' 
sont  sur  une  même  circonférence. 

Cela  résulte  de  ce  que  chaque  diagonale  est  divisée  harmo- 
niquement  par  les  deux  autres. 
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Théorie  ]vorvELLE  des  fonctions  ,  exclusivement 
FONDÉE  SUR  l'idée  DE  NOMBRE.  OEuvrcs  Scientifiques 
(le  Gustave  Robin,  publiées  par  M.  Louis  Raffy,  pro- 
fesseur à  la  Faculté  des  Sciences  de  Paris.  —  i  vol. 
in-S''  de  vi-2i5  pages.  Paris,  Gautluer-^  illars,  igoS. 
Prix  :  ;f^ 

M.  L.  Raffy  a  entrepris  la  tâche  difficile  de  publier  les  œuvres 
du  regretté  et  éminent  savant  que  fut  Gustave  Robin. 

La  rédaction  de  la  Théorie  nouvelle  des  fonctions  était 
particulièrement  délicate,  puisque  M.  Raffy  a  dû,  en  quelque 
sorte,  la  construire  tout  entière,  faute  de  manuscrit,  d'après 
des  notes  prises  au  cours  de  nombreux  entretiens  avec  Robin. 

La  part  de  l'éditeur  est  donc,  en  l'occurrence,  beaucoup  plus 
grande  que  celle  d'un  simple  rédacteur  et  INL  Raffy  a  été,  en 
écrivant  cet  Ouvrage,  un  véritable  collaborateur  de  Robin. 
dont  il  a  commenté,  développé  et  ordonné  les  idées. 

Ce  qui  importe  dans  cette  Œuvre  ce  n'est  pas  le  détail,  fort 
bien  mis  au  point  et  rédigé  avec  ce  souci  de  l'élégance,  cette 
recherche  du  mot  juste,  qui  caractérisent  les  livres  de  M.  Raffy. 
C'est  l'idée  directrice  qu'il  faut  examiner,  celle  qui  constitue 
l'originalité  de  l'Œuvre. 

A  ce  point  de  vue,  la  lecture  seule  de  V Introduction  pour- 
rait suffire;  s'il  n'était  pas  nécessaire,  pour  la  critique,  de  voir 
les  conséquences  et  les  conclusions. 

«  Notre  objet,  dit  l'auteur,  est  de  constituer  l'Analyse  avec 
la  seule  idée  de  nombre,  le  nombre  sera  le  seul  élément  avec 
lequel  nous  opérerons;  c'est-à-dire  que  toute  lettre  représentera 
toujours  pour  nous  un  nombre  au  lieu  d'être,  comme  dans  les 
théories  classiques,  le  signe  d'une  grandeur.  » 

Une  telle  profession  de  foi  ne  devient  évidemment  intelli- 
gible que  si  l'auteur  nous  apprend  ce  qu'il  entend  par  le  mot 
nombre. 

C'est   là  une    notion   fondamentale  qui  a  déjà  été   étudiée, 
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fouillée  par  beaucoup  de  savants  éminents  tels  Weierstrass, 
Kronecker,  Dedekind,  Grassmann,  Mcray,  Jules  Tannery,  etc., 
et  la  série  n'est  certes  pas  close,  car  le  champ  reste  toujours 
ouvert  dans  un  domaine  où  l'abstraction  règne  en  maîtresse  et 
où  le  concept  a  priori  est  la  base. 

Le  nombre  peut  être  conçu  uniquement  comme  mesure 
d'une  grandeur  concrète  tangible.  C'est  probablement  en  fai- 
sant allusion  à  ce  mode  de  conception  que  ^I.  Raffy  reproche 
aux  lettres  d'être  les  signes  de  grandeurs. 

Mais  le  nombre  peut,  au  contraire,  être  conçu  uniquement 
comme  un  symbole  purement  abstrait,  n'ayant  en  quelque  sorte 
aucune  existence  concrète.  Dans  ce  cas,  une  catégorie  de 
nombres  est  définie  non  en  elle-même,  comme  formée  d'une 
série  d'objets  définissables  chacun  isolément  et  indépendam- 
ment les  uns  des  autres,  mais  par  ses  propriétés,  par  les  défi- 
nitions de  l'égalité  et  des  opérations  fondamentales  irréduc- 
tibles. Sous  cet  aspect  le  nombre  n'est  plus  le  signe  d'une 
grandeur.  Cette  façon  de  concevoir  le  nombre  répugne  à 
l'esprit  de  Robin  : 

«  On  a  constitué  de  la  sorte  un  système  cohérent,  dans 
lequel  on  a  cherché  et  réussi  à  éviter  toute  contradiction.  .Mais 
les  fractions  ainsi  introduites  ne  peuvent  pas  être  considérées 
comme  des  nombres.  » 

Peut-être  eùt-ce  été  l'occasion  favorable  de  dire  au  lecteur 
ce  que  c'est  qu'un  nombre,  au  sens  que  Robin  attache  à  ce 
mot,  car  tout  ici  n'est  que  convention  et  il  suffit,  pour  s'en- 
tendre, de  préciser  le  sens  des  termes  que  l'on  emploie. 

Malheureusement  M.  RafFy  ne  nous  donne  aucune  indication 
sur  le  sens  général  que  Robin  attache  à  l'idée  de  nombre  et 
il  se  contente,  en  supposant  acquise  la  notion  a  priori  du 
nombre  entier,  de  définir  les  objets  qui  constituent  les  nombres 
fractionnaires  et  négatifs. 

Cette  définition  ne  diflère  que  par  la  forme  de  la  définition 
classique  comme  mesure  d'une  grandeur  commensurable  avec 
l'unité.  Au  lieu  de  partager  l'unité  en  parties  égales,  l'auteur 
groupe  des  objets  égaux  pour  former  l'unité;  mais  plus  loin 
la  nécessité  de  considérer  des  fractions  à  dénominateur  indé- 
finiment croissant  l'oblige  cependant  à  admettre  l'axiome 
d'Archimède,  à  savoir  que  :  «  Chaque  objet  peut  être  considéré 
comme  un  groupe  formé  d'un  nombre  illimité  d'autres  objets 
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équivalents  entre  eux.  »  Ce  qui  revient  à  admettre  la  possibi- 
lité du  partage  en  n  parties  égales,  si  grand  que  soit  n. 

Le  nombre  fractionnaire  positif  défini,  la  notion  de  sens 
conduit  aux  nombres  négatifs. 

En  résumé,  Robin  n'admet  comme  éléments  constitutifs  de 
l'Analyse  que  les  nombres  rationnels  positifs  et  négatifs,  dé- 
finis comme  mesures  ou  représentations  d'objets  commensu- 
rables  avec  l'unité. 

En  dehors  de  ces  objets  il  ne  connaît  pas  de  nombre  et 
ainsi  sa  conception  voisine  celle  de  Kronecker,  qui  cependant 
bâtit  très  diftéremment  son  Analyse. 

Ce  premier  point  acquis,  l'Introduction  nous  dit  : 

«  En  constituant  l'Analyse  tout  entière  avec  la  seule  idée 
de  nombre,  nous  en  excluons  deux  idées  qu'on  est  habitué  à 
y  voir  intervenir,  mais  qui  sont  absolument  distinctes  de  l'idée 
de  nombre  et  qui,  transportées  de  l'étude  des  grandeurs,  dans 
le  domaine  de  l'Analyse,  ont  faussé  l'esprit  de  cette  science  et 
l'on  fait  dévier  soit  vers  des  développements  relatifs  à  des 
grandeurs,  soit  vers  des  développements  purement  verbaux  : 
ce  sont  les  idées  d'infiniment  petit  et  de  limite.  » 

Cette  déclaration  belliqueuse  paraît  rouvrir  la  discussion,  de 
savoir  si  les  idées  philosophiques  et  expérimentales  d'infini- 
ment petit  et  de  limite  ont  quelque  lien  avec  les  définitions 
nettes  que  l'on  donne  des  mêmes  termes  en  Analyse.  Il  est  tout 
naturel  que  le  physicien  que  fut  Robin  se  soit  posé  cette 
question;  pour  un  mathématicien  pur  elle  n'a  que  peu  d'in- 
térêt. 

La  question  est  d'ailleurs  de  celles  qui  sont  insolubles, 
comme  toutes  celles  qui  mettent  aux  prises  le  concept  abstrait 
puv  avec  le  concret. 

Les  mathématiciens  de  nos  jours,  se  dégageant  de  l'expé- 
rience, ont  bâti  une  science  formelle,  solide  et  inattaquable, 
fondée  sur  une  terminologie  rationnellement  définie.  C'est  ce 
formalisme  qui  déplaît  à  Robin  qui  ne  veut  connaître  que 
des  objets  tangibles,  soumis  à  l'expérience  et  à  ses  imper- 
fections. 

L'esprit  tout  entier  du  Livre  se  trouve  dans  cette  citation  de 
l'Introduction  : 

«  Nous  ne  citerons,  pour  donner  une  idée  de  notre  méthode, 
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qu'une   question,   absolument   foiulamcntale   dans  les  applica- 
tions de  l'Analvse  : 

)'  Trouver  un  nombre  x  tel  que,  si  on  le  connaissait  et  si 
V on  faisait  sur  lui  une  série  d'opérations  arithmétiques 
dont  f{x)  désignera  le  résultat,  f{x)  fût  égal  à  zéro. 

»  C'est  là  ce  qu'on  appelle  résoudre  l'équation  f( x)  =  o. 
Or,  il  est  très  rare  que  ce  problème  soit  possible  :  il  n'existe 
généralement  pas  de  nombre  (i)  répondant  à  la  question  pro- 
posée. Par  contre,  il  arrive  très  fréquemment  qu'on  peut 
résoudre  la  suivante  : 

»  Trouver  une  suite  indéfinie  de  nombres  a^i,  372,  373,  . . . 
différant  entre  eux  de  fractions  qui  finissent  par  être  aussi 
petites  qu'on  veut,  tels  de  plus  que  les  nombres  f{xi), 
f{xi),  ...,  forment  une  suite  dont  tous  les  termes  soient 
inférieurs  en  valeur  absolue  à  des  fractions  qui  finissent 
par  être  aussi  petites  qu'on  veut.  » 

C'est  clair,  Robin  ne  connaît  que  les  nombres  rationnels  et 
substitue  à  ce  que  nous  appelohs  un  nombre  irrationnel,  ce 
que  nous'nommons  ses  valeurs  approchées. 

Il  reste  à  savoir  si  l'on  peut,  tout  en  conservant  la  rigueur 
qu'on  a  le  droit  d'exiger  du  raisonnement  mathématique,  aller 
jusqu'au  bout. 

Etant  donné  un  nombre  (rationnel;  x,  en  général,  y  étant  le 
symbole  dune  fonction  quelconque,  f(x)  est  irrationnel  ;  donc, 
au  sens  de  Robin.  f{x)  n'a  pas  une  valeur,  mais  une  infinité 
de  valeurs  qui  sont  ce  que  nous  appelons  les  valeurs  appro- 
chées àe  f{x). 

Le  texte  dit  : 

«  On  représente  par  f(x)  un  terme  quelconcjue.  pris  à 
partir  d'un  rang  suffisamment  élevé  dans  l'une  des  suites  qui 
correspondent  à  x:  réciproquement  on  dit  que  chacune  de  ces 
diverses  suites  définit  la  valeur  f(x )  de  la  fonction  pour  la 
valeur  x  de  la  variable.  » 

Les  deux  parties  de  cet  énoncé  sont-elles  bien  d'accord? 
Dans    la    première,    la    valeur    de  f{x)    est    indéterminée, 

(')  Au  sens  de  Robin,  c'est-à-dire  rationnel. 
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puisque  c'est  l'une  quelconque  des  valeurs  lointaines  de  la 
suite;  dans  la  seconde  il  semble  qu'on  revient  au  concept  clas- 
sique que  l'auteur  abhorre,  puisqu'il  y  est  dit  que  les  suites 
DÉFINISSENT  LA  VALEUR  de  f{x).  Il  semble  donc  que  dans  celte 
seconde  Partie  la  valeur  de  f{x)  ne  soit  qu'un  symbole  repré- 
sentatif d'un  ensemble  de  suites  équivalentes. 

M.  Raffy,  en  rédigeant  les  idées  de  Robin,  est- il  sur  de  s'être 
dégagé  de  l'influence  des  notions  acquises  et  de  l'ambiance 
classique? 

Au  problème  inverse  du  Calcul  des  fonctions  (p.  -3),  nous 
trouvons  l'énoncé  suivant  : 

Trouver  une  suite  convergente 

•^1)     -^ii     •  •  •  1     X ,1,     • .  •  j 

telle  que  les  nombres 

forment  une  suite  convergente  ayant  pour  limite  A. 

Quels  sont  dans  cet  énoncé  les  nombres  f{xi),  /(xo),  ...? 
Puisque  f(xi)  a  plusieurs  valeurs,  comment  choisir  celle  qui 
figurera  dans  cet  énoncé? 

On  voit,  par  ces  quelques  citations,  l'esprit  de  l'Ouvrage  et 
les  difficultés  qu'une  telle  méthode  a  à  surmonter.  Il  ne  nous 
est  pas  possible,  dans  une  aussi  brève  analyse,  d'entrer  dans 
de  plus  amples  détails;  mais  le  Volume  est  de  ceux  qu'il  est 
bon  de  lire  et  d'examiner,  et  nous  devons  remercier  M.  Raffy 
du  soin  consciencieux  qu'il  a  mis  à  nous  présenter  les  idées 
de  Robin,  mais  à  sa  place  nous  aurions  plutôt  intitulé  ce 
Volume  :  Application  de  la  méthode  des  valeurs  appro- 
chées à  la  détermination  des  fonctions. 

Carlo  Bolrlet. 

Sun  LA  philosophie  DES  MATHÉMATIQUES,  par  M.  JuLeS 

Richard,  professeur  au  ]ycée  de  Dijon.  —  i  vol.  in- 12 
de  248  pages.  Paris,  Gautliier-\illars ,  iqoS.  Prix  : 
3f^25. 

Ce  petit  Volume,  fort  intéressant  et  d'une  lecture  facile, 
n'est  pas,  et  n'a  pas  la  prétention  d'être,  un  Traité  de  la  phi- 
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losophie  des  Malliématiques.  C'est  une  série  de  Notes  lès  unes 
assez  développées,  les  autres  brèves,  sans  lien  apparent  entre 
elles,  sur  la  philosophie  de  notre  science.  A  côté  de  faits 
connus,  de  vues  empruntées  à  d'éniinenls  mathématiciens  mo- 
dernes, tels  Henri  Poincaré  et  Jules  Tannery,  l'auteur  nous 
donne  quelques  aperçus  qui  sont  les  fruits  de  ses  réllexions 
personnelles  et  qui  ne  manquent  ni  de  profondeur  ni  de  saveur. 

Dans  \a  première  Partie,  iM.  J.  Richard  traite  de  la  logique 
mathématique  et  analyse,  avec  beaucoup  de  finesse,  les  règles 
et  la  puissance  du  raisonnement. 

Suivent  des  éludes  variées  sur  la  Géométrie,  le  postulat 
d'Euclide,  l'infini,  le  continu,  l'espace,  etc. 

Beaucoup  de  Chapitres  sont  originaux,  mais-on  voit  mal  le 
plan  d'ensemble,  le  fil  directeur  qui  a  guidé  l'auteur.  Peut- 
être,  intentionnellement,  a-t-il  voulu  se  contenter  de  rédiger 
quelques  Notes,  prises  au  cours  de  travaux  scientifiques. 

Ce  Volume  plaira  surtout  à  ceux  qui,  n'ayant  pas  encore 
beaucoup  lu,  voudront  avoir  des  idées  justes  sur  grand  nombre 
des  points  oii  la  Mathématique  confine  à  la  Philosophie. 

Nous  ne  pouvons  qu'en  recommander  la  lecture. 

C.  B. 


AGRÉGATION  DES  SCIENCES  MATIIÉMATIOLES 
(COXCOIRS  DE  1901). 


Sujets    des    compositions. 


Math  ématiq  iies  élém  en  ta  ires. 

On  donne,  dans  un  plan,  deux  points  A  et  A'  et  une  droite  D 
menée  par  A;  un  cercle  variable  F,  situé  dans  ce  plan,  passe 
constamment  par  A  et  A'.  Autour  du  point  variable  M  où  ce 
cercle  rencontre  D,  on  fait  tourner  la  tangente  en  ce  point  à  F 
d'un  angle  donné  a  dans  le  plan  orienté;  soit  A  la  droite  ainsi 
obtenue. 

i"  La  droite  A  rencontre  F  en  un  point  M'  autre  que  M;  le 
lieu  des  points  M'  est  une  droite  D'  que  l'on  construira. 

Ann.  de  Mathémat.,  4°  série,  t.  IV.  (Août  igo'j.)  24 
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Trouver  le  lieu  géométrique  de  la  projection  orthogonale 
du  point  A'  sur  A. 

1°  Démontrer  que  le  lieu  géométrique  du  pôle  P  de  A  par 
rapport  à  F  est  une  droite  d. 

3"  Soit  d\  une  droite  donnée  dans  le  plan;  chercher  si  cette 
droite  peut  être  regardée  comme  lieu  d  du  point  P,  en  choi- 
sissant convenablement  la  droite  D  et  l'angle  a. 

4°  Trouver  lenveloppe  de  d  lorsque  D  tourne  autour  du 
point  A,  l'angle  a  restant  constant. 

5"  Soit  T  le  triangle  dont  les  sommets  sont  le  point  P  et  les 
points  de  rencontre  de  A  avec  F  :  étudier  le  déplacement  du 
cercle  circonscrit  à  ce  triangle. 

Mathématiques  spéciales. 

On  donne  un  cylindre  défini  en  coordonnées  rectangulaires 
par  l'équation 

y-  —  2/>  ^  =  o 

et  un  plan  dont  l'équation  est 

z  —  by  -f-  ),{x  —  ay)  =  o. 

1°  Calculer  les  coordonnées  du  sommet  S  de  la  parabole  sec- 
tion du  cylindre  par  plan.  Trouver  la  courbe  C  lieu  géomé- 
trique de  ce  sommet  quand  À  varie,  a  et  6  restant  fixes.  Mon- 
trer que  cette  courbe  possède  en  général  deux  points  doubles 
et  peut  être  placée  sur  deux  cônes  du  troisième  ordre. 

i"  On  considère  la  courbe  particulière  G'  obtenue  en  posant 

a  =  i,         6  =  0. 

Quelles  sont  les  relations  qui  existent  entre  les  valeurs  de  X 
qui  correspondent  aux  points  de  rencontre  de  G'  avec  un  plan 
arbitraire? 

Discuter  la  réalité  des  points  de  rencontre  de  cette  courbe 
avec  un  plan  osculateur  quelconque. 

3"  Démontrer  que,  par  toute  droite  tangente  en  un  point  A 
à  G',  on  peut  mener  trois  plans  qui  lui  soient  tangents  chacun 
en  un  point  autre  que  A;  réalité  de  ces  plans. 

Les  plans  bitangents  à  la  courbe  G'  se  partagent  en  deux 
familles;  démontrer  que  les  plans  de  l'une  des   familles  sont 
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tangents  au  cylindre  parabolique  et  ceux  de  l'autre  famille 
tangents  à  une  surface  du  second  ordre  dont  on  déterminera 
le  genre. 

Composition  sur  l'Analyse  et  ses  applications 
géométriques. 

On  donne  deu\  axes  rectangulaires  ox  et  oy\  un  point  G  de 
Taxe  oy,  d'ordonnée  positive  A,  est  le  centre  d'une  circonfé- 
rence de  rayon  R  située  dans  le  plan  xoy.  Une  droite  AB,  de 
longueur  constante  a,  se  déplace  de  façon  que  son  extrémité  A 
reste  sur  l'axe  ox  et  son  extrémité  B  sur  la  circonférence.  On 

suppose 

R  < /i         et         a>R  — //. 

Soient  \  l'abscisse  variable  du  point  A.  et  o,  6  les  angles  que 

font   respectivement  les  directions   AB   et  CB  avec  la  direc- 

^  .  o 

tion  oy.  Soient  en  outre  A  et  t  les  valeurs  respectives  de  tang  — 

6 
et  de  tani;-- 
"  2 

i"  Les  paramètres   ç,  À  et  t  satisfont  à  des  relations  de  la 

forme 

d\      _      dX      _      dt 

v/P(IJ  ~ /Qâ7  ~ /r77^' 

où  P(^),  QO-))  R(^)sont  trois  polynômes  du  quatrième  degré 
respectivement  en  |,  en  X  et  en  t,  à  coefficients  constants. 
Former  ces  relations  et  en  déduire  les  expressions  de  ç,  ).  et  t 
en  fonctions  elliptiques  d'un  paramètre  u,  à  l'aide  des  fonc- 
tions sn,  en,  dn  de  Jacobi.  On  fera  en  sorte  que,  dans  ces 
expressions,  à  la  valeur  a  =  o  corresponde  la  plus  grande 
valeur  que  peut  prendre  ç,  lorsque  les  éléments  géométriques 
de  la  figure  sont  tous  réels.  On  discutera  les  formules  obte- 
nues. 

•i°  Exprimer  en  fonction  de  u  la  surface  du  triangle  ABC  et 
le  rapport  des  vitesses  des  points  A  et  B  dans  le  mouvement 
de  AB. 

3°  Soient  F  la  courbe  enveloppe  de  AB  et  M  le  point  de 
contact  de  AB  avec  cette  enveloppe.  Démontrer  que  la  diffé- 
rentielle de  l'arc  s  =  MqIM  de  la  courbe  F,  compté  à  partir  d'un 
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certain  point  fixe  Mo,  est  donnée  par  la  formule 

ds-  =  (  dui  —  sin  ip  c/ç  )-, 

où   «1   désigne   le  segment  AM   estimé   positivement  dans  le 
sens  AB.  Déduire  de  là  l'expression  de  s  en  fonction  de  u. 

Mécanique  rationnelle. 

Soit  Oxjz  un  ti'ièdre  trirectangle  dont  le  sommet  0  est  fixe. 
Le  point  O  est  le  centre  d'un  anneau  formé  par  une  tige  circu- 
laire infiniment  mince,  sans  masse,  placée  dans  le  plan  xOy  et 


invariablement  liée  à  ce  plan.  Deux  sphères  massives,  homo- 
gènes, identiques,  ayant  leurs  centres  c  et  c'  sur  la  tige,  sont 
traA'ersées  par  elle  et  ne  peuvent  ainsi  que  glisser  le  long  de 
l'anneau;  elles  sont  en  outre  assujetties,  par  certaines  liaisons, 
à  rester  symétriques  par  rapport  à  l'axe  Ox.  On  suppose  d'ail- 
leurs que  ces  liaisons  sont  sans  frottement  et  qu'il  en  est  de 
même  du  glissement  des  sphères  sur  l'anneau.  Enfin,  aucune 
force  extérieure  n'agit  sur  le  système  ainsi  constitué. 

i"  Former  les  équations  différentielles  qui  déterminent  la 
rotation  instantanée  du  trièdre  Oxyz  et  l'angle  u  que  font 
avec  Ox  les  droites  Oc  et  Oc'.  Indiquer  ensuite  comment,  en 
supposant  ces  équations  intégrées,  on  pourra  calculer  les  angles 
d'Euler  qui  définissent  la  position  du  trièdre  relativement  à 
des  axes  fixes  convenablement  choisis  et  comment  aussi  l'on 
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peut  calculer  les  forces  de  liaison  qui  agissent  sur  chacune 
des  sphères,  regardée  comme  libre. 

2°  A  un  certain  moment,  on  introduit  brusquement  une 
liaison  nouvelle  qui  fixe  invariablement  les  deux  sphères  à  la 
lige  :  déterminer  les  variations  de  vitesse  qui  peuvent  se 
produire,  ainsi  que  les  percussions  de  liaison  que  subit  à  ce 
moment  chacune  des  sphères. 

3°  La  liaison  brusquement  introduite  étant  supposée  persis- 
tante, former  les  équations  difTcrentielles  du  mouvement  du 
système.  Admettant  en  outre  qu'à  l'instant  de  la  percussion 

l'angle  u  était  égal  à  -,  étudier  complètement  ce  mouvement; 

4 

puis  trouver  un  point  de  l'anneau  tel  que  si,  à  une  époque 
ultérieure  donnée,  on  fixe  brusquement  ce  point,  le  système 
soit  subitement  et  tout  entier  immobilisé. 

Nota.  —  On  appellera  a  le  rayon  de  l'anneau,  b  et  m  le 
rayon  et  la  masse  de  chacune  des  sphères. 


CERTIFICATS  D'ÉTUDES  SUPERIEURES. 


CALCUL    DIFFERENTIEL    ET   INTEGRAL 
ET    ANALYSE. 


Bordeaux. 


Épreuve  ÉCRITE. —  i"  Troiwej-  les  suifaces,  en  coordonnées 
cartésiennes  rectangulaires,  telles  que  Von  ait 

cos  V  =  -  1 
a 

V  étant  l'angle  que  fait  la  normale  au  point  x,  y,  z,  avec 
Vaxe  des  z. 
2°  Étudier  la  convergence  de  la  série 


f^^>='-l{7^.-7yi{7^r-',)-- 


p  =  ï 


(  3:4) 

démontre}'  que 

f-^f'=  const.: 

en  déduire 

f(  z)  =  7:  cot-::^. 

Épreuve  pratique.  —   Calculer  la  valeur  de  Vintégrale 


prise   le   long   d'une   circonférence  ayant  l'origine  pour 
centre  et  un  rayon  égal  à  i.  (Novembre  1903.) 

Caen. 
Épreuve  écrite.  —  Intégrer  V équation 

dz  dz 

(y- —  x--h  2zx) i-  lyiz  —  cr)-r~  =0. 

Mode  de  génération  des  sur/aces  représentées  par  l'in- 
tégrale générale  en  coordonnées  rectangulaires.  Déter- 
miner celle  de  ces  surfaces  qui  contient  l'ellipse 

et  chercher  ses  lignes  de  plus  grande  pente  en  supposant 
le  plan  XOY  horizontal. 


Solution. 
Intégrale  générale 

x-^n y'- —  ixz  =jK  0(2 ). 

Les  surfaces  correspondantes  sont  engendrées  par  un  cercle 
dont  le  plan  est  parallèle  à  XOY,  dont  le  centre  est  dans  le 
plan  z  =^  X,  et  qui  rencontre  l'axe  des  z.  La  surface  particu- 
lière demandée  a  pour  équation 

{x'^^y^-—  ixzf-=  4j2(a2_  -2). 

Ses  lignes  de  niveau  se  projettent  sur  XOY  suivant  des  cercles 
de  rayon  a  passant  par  l'origine;  leurs  trajectoires  orthogo- 
nales sont  les  projections  des  lignes  de  pente. 


(  3:5  ) 

Soient 

G  le  centre  d'un  des  cercles; 

OA  le  diamètre  passant  au  point  fixe; 

M  un  point  de  sa  circonférence. 

La  trajectoire  qui  passe  en  M  est  tangente  an  rayon  MG  et 
Ton  a 


-r  =  tangOMG  =  tan  g  MO  A  =  ^-—-  =  -^-i 

dr  MO  r 


(Juillet  1904. j 

Lille. 

ElpRELVE  ÉCRITE. —  I.  La  fonction  f{z)  étant  supposée  uni- 
forme clans  tout  le  plan,  démontrer  que  si  l'équation 

n'a,  pour  aucune  valeur  du   second  membre,    un  nombre 
illimité  de  racines,  f{z)  est   une  fonction  rationnelle. 

(  Voir,  par  exemple,  Demartres,  Cours  d'Analyse,  IF  Partie, 
p.  70-71.) 

II.  i"  Etant  donnés  trois  axes  rectangulaires  Ox.  Oy, 
Oz  et  un  cône  de  révolution  de  sommet  0  et  d'axe  0-s, 
déterminer  sur  ce  cône  les  courbes  qui  font  en  chacjue 
point  un  angle  donné  i  avec  la  génératrice  passant  en 
ce  point; 

■1°  r  désignant  une  de  ces  courbes,  rectifier  la  courbe  F, 
calculer  l'aire  de  la  surface  du  cône  limité  par  F  et  par 
deux  génératrices; 

3°  Calculer  le  rayon  de  courbure  et  le  rayon  de  torsion 
en  un  point  de  F;  indiquer  la  relation  qui  lie  ces  deux 
quantités; 

4°  Déterminer  les  surfaces  qui  passent  par  la  courbe  F 
et  qui  coupent  orthogonalement  soit  les  cônes  de  révolu- 
tion de  sommet  0  et  d'axe  Oz,  soit  les  cylindres  de  révolu- 
tion autour  de  Oz\ 

5"  Trouver  les  lignes  asymptotiques  de  la  dernière  sur- 
face obtenue. 


1°  Soient 


(   376) 
Solution. 


a  l'angle  des  génératrices  du  cûae  avec  xOy, 

/',  z,  p  les  distances  d'un  point  quelconque  INI  de  Y  au  sommet 

du  cône,  au  plan  xOy  et  à  l'axe  O5; 
ds  l'arc  élémentaire  de  T. 

On  a 

c/r  =  ds  co?>  i. 

On  en  déduit  que  les  projections  sur  xOy  des  courbes  T  sont 
les  spirales  logarithmiques 

(Sj  p  =  ae?<^o"e"**. 

Comme  -7^  =  sin  a  cos  i  =  const.,  les  courbes  F  sont  des  bé- 
as 

lices  tracées  sur  des  cylindres  ayant  pour  sections  droites  les 

spirales  S  ; 

2"  Si  Mo  et  I\I  sont  deux  points  quelconques  d'une  courbe  T, 

on  a 

OM  — OMo 

arc  Mo  M      = -. — °-, 

COSl 

aire  Mo  OM  =  tangi(C)M'  — ÔM^  )  ; 

3"  r  étant  une  hélice  cylindrique,  on  a 

R  ,  .    -         .  . 

—  =  const.  =  tangA         avec         sinÀ  =  sina  cos«. 

D'ailleurs 

one.n/ 

R  =  /• 


sin  i  cos  i  cosX 


Les  rayons  de  courbure  et  de  torsion  varient  proportionnel- 
lement à  la  distance  du  point  M  au  sommet  du  cône; 

4"  Les  surfaces  considérées  ont  respectivement  pour  équa- 
tion aux  dérivées  partielles  : 

{p.T-{-gy)z-i-x^--hy'-  =  o,         px-+-qy  =  0, 
et  pour  équation  générale 


(  •^-7  ) 

ou,  cil  coordonnées  polaires  de  l'espace, 

;-=F(cf),         ^=:G(cp). 

Celles  de  ces  surfaces  qui  passent  par  une  courbe  F  sont 

/•  =  _(,vcot(co5a  ;:  =  a  tanirae?'-"^''^"'°'; 

cosa 

5"  La  dernière  surface  est  un  conoïde  d'axe  O-;,  dont  les 
asymptotiques  sont,  avec  les  génératrices  rectilignes,  les  courbes 
ayant  pour  projections  sur  crOy  les  spirales  logarithmiques 


p  =  A 


;  çcot/cosa 

(Juillet  1904.) 

Lyon. 

Epreuve  écrite.  —  l.  Construire  une  surface  de  révolu- 
tion telle  qu'entre  les  deux  rayons  de  courbure  principaux 
en  un  point,  p  et  p',  on  ait  la  relation 

p'  =  Kp'"         (K,  m  =  const.). 

IL  Former  et  intégrer  l'équation  aux  dérivées  partielles 
du  premier  ordre,  qui  définit  les  conoïdes  droits. 


III.   Soit 


O  =   fei-R(z)dz, 


z  =  pe^^,  où  z  varie  de  façon  que  p  =  const.  et  6  varie 
de  o  à  T..  K{z)  est  le  quotient  de  deux  polynômes  en  z, 
où  le  numérateur  a  le  degré  n  et  le  dénominateur  a  le 
degré  n  -^  2.  On  demande  la  limite  de  Q.  pour  p  =  ce. 
Appliquer  le  résultat  au  calcul  de  l'intégrale  réelle 


L 


dx 


(i  -\-  x'^-f 
(Calcul  diff.  et  intégral,  novembre  igoS.) 

Épreuve  écrite.  —  I.  Addition  de  la  fonction  pu. 

IL   Construire  la  courbe  p/ane  C,  telle  que  a- =  xp,  où  a 
est    une   constante,    p    le    rayon   de  courbure,  x   l'abscisse. 


(  378  ) 

Coordonnées  rectangulaires.  Par  hypothèse,   G  passe  par 
l'origine  et  y  fait  un  angle  donné  avec  l'axe  des  x. 

Ilf.   Construire  la  surface 

X  ^=  Ç)u- —  \iuv  -{-  \\v--{-  \^v, 
y  7=  Su-  —   2  uv  -\-  I  1  u, 

i  —  ÔM^-i-    GJit'-r-    7^2-1- 42  M -H  28  Ç'. 

(Analyse,  novembre  igoS.) 

Montpellier. 

Epreuve  écrite.  —  Une  surface  étant  rapportée  à  trois 
axes  rectangulaires,  le  plan  tangent  au  point  M(a',  jk, -s) 
coupe  l'axe  OZ  au  point  T,  et  le  plan  XOY  suivant  la 
droite  AB. 

i"  Former  l'équation  aux  dérivées  partielles  des  sur- 
faces S  telles  que  OT  =  a  x  -,  où  a  est  une  constante 
donnée; 

2"  Intégrer  l'équation  obtenue  et  former  l'équation  géné- 
rale des  surfaces  S  ; 

3°  Soit  P  la  projection  de  M  sur  le  plan  XOY.  Déterminer 
la  fonction  arbitraire,  qui  entre  dans  l'équation  des  sur- 
faces S,  de  façon  que  la  droite  Pi.^  forme  avec  OP  un  angle 
constant  ; 

4"  Déterminer  les  lignes  asymptotiques  de  ces  dernières 
surfaces. 

Epreuve  pratique.  —  On  considère  la  courbe  représentée 
en  coordonnées  rectangulaires  par  les  équations 

X  =  3^2, 
y  =  6^3. 

Trouver  les  expressions  de  la  courbure  et  de  la  torsion 
en  chaque  point  de  la  courbe,  en  fonction  de  z.  Prouver 
que  la  courbe  est  une  hélice  tracée  sur  un  certain  cylindre. 
Quel  est  ce  cylindre?  (Juillet  1904.) 

Rennes. 
Epreuve  écrite.  —  I.   On  considère  l'intégrale 

U,j(:rj=    \     {\  —  t^)"-'^coi{tx)dt. 


(  379  ) 

où  n  désigne  une  constante  au  moins  égale  à  \  et  où  t,  x 
désignent  des  variables  réelles  indépendantes. 
i"  Etablir  la  relation 

puis,  à  l'aide  d'une  intégration  par  parties,   montrer  que 
l'on  a 

et  que   la  fonction   U„(cr)   est   une   solution  de  l'équation 
différentielle 

2"  n  n'étant  plus  assujettie  à  la  condition  n^i,  vérifier, 

en  différentiant  V équation  (E„}.  que,  si  y  est  une  solution 

I   dy 
de  (E„),  la  fonction  —  -7-  est  une  solution  d'une  équation 
X  dx 

différentielle  de  même  forme  (  E„4_i). 

Montrer  que  l'on  peut,  par  un  calcul  de  proche  en  proche, 
obtenir  l'intégrale  générale  de  (£„},  dans  le  cas  où  n  est 
un  nombre  entier  et  positif  ; 

3°  Démontrer  que  si  y  est  une  solution  de  l'équation  diffé- 
rentielle (E,t),  la  fonction  z  définie  par  l'égalité 

y  =  zx^~-"- 

est   une   solution  d'une   équation    différentielle    de    même 
forme  (E(,_„  ); 

4°  Déterminer   les  coefficients  «1,   a-,,   ...,  bi,  b^.    ...    des 

séries 

i-{-  aix--i-  a-2X*-^.  .  .-+-  a,jX-i'  — .  . .  , 

a^l-2«(i  ^  li^x--^  b.2X'*-t-.  .  .—  bpX-P—-.  . .}, 

de  façon  que    les  fonctions   définies  par  ces  séries  soient 
deux  solutions  de  l'équation  différentielle  (E,j). 

II.  i"  On  donne  la  courbe  (C)  de  l'espace  et  sa  projection 
orthogonale  (Ci)  sur  le  plan  xOy.  On  appelle  R  le  rayon 
de  courbure  de  {G)  en  un  point  M  et  Rj  le  rayon  de  cour- 
bure de  (Cl)  au  point  Mj  projection  de  .AI. 


(  38o  ) 
Démontrer  que  l'on  a  la  relation 

Ri    _    COS2f 

R         cosi 

i  et  I  étant  les  angles  de  la  tangente  et  du  plan  oscillateur 
en  M  à  {C)  avec  le  plan  Oxy. 

2°  En  remarquant  que  (G)  et  (Ci)  sont  tracées  sur  un 
niêm.e  cylindre,  en  utilisant  le  théorème  de  Meusnier  et  les 
propriétés  de  V indicatrice  de  Dupin,  ne  peut-on  pas  ob- 
tenir une  relation  entre  R  eï  Ri? 

Épreuve  pratique.  —  Oti  considère  le  conoïde  droit  qui, 
rapporté  à  trois  axes  rectangulaires  Ox,  OjK,  0-s,  a  pour 
équation 

zt:  v/a-  —  x^ 

et  l'on  demande  de  calculer  : 

i"  L'aire  A(x;i)  de  V ellipse  suivant  laquelle  la  surface 
est  coupée  par  le  plan  z  =^  z^; 

2"  Le  volume  du  solide  limité  par  la  surface  et  par  les 
plans  ^  =  o,  ^  =  c  ; 

3°  L'intégrale 


f 


z^k{z)dz- 

4"  Les  intégrales  doubles 

x^{c  —  z)  dx  dy,        i     f  y^(c  —  z)  dx  dy  ' 


n- 


étendues  à  la  région  du  plan  qui  est  située  à  l'intérieur 
du  cercle  x--\-y^~a-^=  o,  et  dans  l'angle  des  coordonnées 
positives.  (Juillet  1904.) 

Toulouse. 

Épreuve  écrite.  —  I.  Consti-uire  les  courbes  qui,  rap- 
portées à  deux  axes  de  coordonnées  Ox,  Oy,  vérifient 
l 'équation  différentielle 

d-  y         1  1 

dx-       y^       y' 


(  38.   ) 

II.  On  considère  le  paraboloïde  représenté pa?-  les  équa- 
tions 

V 

"^         m 

b 

z  =  mail-  H f2 

m 

qui  déterminent  les  coordonnées  cartésiennes  rectangu- 
laires X,  y,  z  d'un  de  ses  points  en  fonction  de  deux  para- 
mètres u  et  V  et  dans  lesquelles  a,  b,  m  sont  trois  constantes 
réelles. 

Exprimer  en  fonction  de  u  et  v  l'inverse  k  du  produit 
des  rayons  de  courbure  principaux  ;  montrer  que  k  ne 
dépend  pas  de  m,  mais  seulement  de  a,  è,  u,  v.  Supposant 
que  «,  V  prennent  des  valeurs  déterminées  Uq.  Pq  di//'érentes 
de  zéro,  déterminer  a  et  b  de  façon  que  k  soit  maximum; 
montrer  que  la  valeur  correspondante  de  l'expression  k 
est  la  plus  grande  des  valeurs  qu'elle  peut  prendre  lorsque 
a  et  b  varient,  u  et  v  conservant  leurs  valeurs  Uq  et  Vq. 

Épreuve  pratique.  — •  Calculer  l'intégrale 
(x*-h  i)  dx 


I 


(Juillet  1904.) 


SOLITIOXS  DE  QIESTIOXS  PUOPOSÉES. 


1930. 

(  1902,  p.  288.) 

Xi  étant  une  racine  de  l'équation 
(1)  x* -r- x^ — ^x-  —  ^x  ^  i  =  0^ 

1  —  x'i  en  est  une  autre.  (A.  Pellet.) 

SOLUTION 

Par  M.  AuDiBERT. 

1 
Si  l'on  pose  z  —  2  —  x^  ou  x  =±{1  —  z)-,  la  transformée 

en  z  s'annulera  pour  5  =  2  —  x^. 


(  ;^82  ) 

La  substitution  donne  sans  ambiguïté  l'égalité 

et  la  réduction  de  cette  formule  conduit  à  l'équation 

z'^'^z^ —  4-^ — 4^  +  1  =  o, 
identique  à  (i). 

Autres  solutioos  par  MM.  Frizac,  N.  Plakhowo  et  Ruïs  y  Gazas. 
1939. 

(1902,  p.  479-) 

Soient  A.  et  B  deux  points  fixes,  G  un  point  du  seg- 
ment AB,  A  une  tangente  commune  aux  cercles  de  dia- 
mètres CA  et  CB,  P  la  projection  de  G  sur  A  : 

1°  La  droite  GP  enveloppe  Vhypocycloïde  à  quatre 
rebroussenients  dont  deux  sont  en  A  e^  B. 

1°  Le  point  P  décrit  une  développante  de  cette  hypo- 
cycloïde.  (E.-N.  Barisien.) 


SOLUTION 
Par  M.  A.-H.  Couvert. 

i"  Soient  0,  Oi,  O,  les  milieux  de  AB,  AC,  BG.  Menons  les 


rayons  de  contact  Oi  Hi  et  O2H2,  et  par  O2  menons  O2Q  paral- 
lèle à  A.  Soit  enfin  D  le  point  où  GP  rencontre  la  perpendicu- 


laire Oy  à  AB.  Les  angles  O1O2Q  et  ODG  sont  égaux,  comme 


(  383  ) 

ayant  leurs  côtés  respectivement  perpendiculaires.  D'autre 
part  : 

2  1  1  1       »  ^      -  1  -< 

Les  deux  triangles  rectangles  OCD  et  OiOoQ  sont  donc  égaux. 
Il  s'ensuit  que  les  hypoténuses  sont  égales.  Donc  : 

CD  =  0,0,=  —  =const. 
i 

La  droite  CD  de  longueur  constante,  dont  les  extrémités 
se  déplacent  sur  deux  droites  rectangulaires,  enveloppe  une 
hypocycloïde  à  quatre  rebroussements.  Les  deux  rebrousse- 
ments  situés  sur  AB  sont  bien  A  et  B  puisque 

0A  =  OB  =  CD. 

2°  Soit  M  le  point  de  contact  de  CP  avec  son  enveloppe. 
Nous    savons    que    l'arc    B.AI    d'hypocycloïde    a    pour    valeur 
3 
-«sin-o   en    posant    CD  =  a    et    appelant    ç    l'angle    de    CD 

avec  AB. 

Mais  d'après  la  théorie  du  centre  instantané  ce  contact  M 
se  trouve  au  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  sommet 
du  rectangle  de  côtés  contigus  OC,  OD  opposé  à  O  sur  CD. 
On  voit  donc  que 

:\IC  =  asinïcp. 

Menons  CH  tangente  commune  en  C;  nous  avons 
Lit!  =  =  ;=  —  sin--; 

2  -2  2  • 

et 

CP  =  CH  sincp  =  —  sin-'.i. 

'  2 

Par  suite  : 
MP  =  MC  4-  CP  =  a  sin'-c5  -\ sin^o  =  -  a  sin^'j^  =  arcBM, 

'  2  '  2 

MP  étant  égal  à  l'arc  BM.  le  point  P  décrit  une  développante 
de  l'hypocycloïde. 

Aulre  solution  par  M.  Audibert. 


(  384  ) 
1984. 

(1903,  p.  J28.) 

On  donne  un  cercle  de  centre  O  et  un  point  A.  Soient  M 
lin  point  du  plan  et  B  un  des  points  de  rencontre  de  OM 

,r         ,  MA  OA 

avec  le  cercle.  Le  heu  des  points  M  tels  que  -rrrz  =  7=-;^  est 

i»J  r>         U  D 

im  limaçon  de  Pascal.  (E.-N.  Barisien.) 

SOLUTION 
Par  M.  Lez. 

On  voit  facilement  que  le  lieu  des  points  M  est  une  con- 
choïde  de  cercle  ou  un  limaçon  de  Pascal,  suivant  que  le 
point  A  est  à  l'extérieur  ou  à  l'intérieur  du  cercle  O. 

En  effet,  prenant  pour  axe  des  X  la  droite  OA  et  pour  axe 
des  Y  une  perpendiculaire  passant  par  le  centre  O,  si  OA  =  d., 
OB  =  /•,  on  a 

OM  =  s/x-^—y^,        MB  =  OM  ±  /•  =  s/x-'-^y-—  r 
et 

AM  =^j2^^d  —  xf-; 
par  suite  

v/jK^-f-  (d  —  37)'''  _  d 

\/x^  ■+■  y"^  ±  r  '' 

Réduisant,  on  trouve  pour  le  lieu  des  points  M 


( r^  —  d'^){x- -h-y^ )  —  2  dr- x  =±2  d'^ r  sj x"-  +  y''- 

ou 

idr'^xy-  4(5?i/-2 


Or  cette  équation  est  celle  d'une  conchoïde 

(x^--{-y^—  bxY=  rt2(a;2_t-_^2)^ 

dans  laquelle  on  a 

2  dr"^  1  (f2 ,. 

o  =  —^ r-i  a 


r'-—d'-  l'i  —  d'' 

Autre  solulion  par  M.  H.  Couvert. 


(  385  ) 

RAPPORT  DE  M.  APPELL  SUR  L'E\SEIG^EME^T  DANS  LA  CLASSE 
DE  ilIATHÉiUATIOllES  SPÉCIALES  (  '  )• 


Les  grandes  Écoles  qui  prennent,  comme  base  de 
leurs  programmes  d'examen,  le  programme  de  Mathé- 
matiques spéciales  ont  actuellement  des  exigences  dis- 
cordantes :  c'est  ainsi  (jue  certaines  questions  figurant 
au  programme  de  l'Ecole  Polytechnique  ne  figurent 
pas  au  programme  de  l'Ecole  centrale  et  inversement. 
Ces  divergences  n'ont  pas  grand  inconvénient  pour  les 
élèves  des  lycées  de  Paris  où  se  trouvent  des  classes 
préparant  directement  aux  diverses  Ecoles;  mais,  dans 
les  lycées  des  départements,  il  y  a  souvent  quelques 
élèves  seulement  se  préparant  à  une  Ecole  déterminée  : 
on  ne  peut  alors  faire  un  enseignement  particulier 
pour  chaque  groupe  d'élèves  et  les  moins  nombreux 
sont  nécessairement  sacrifiés.  Il  arrive,  en  outre,  que 
beaucoup  de  jeunes  gens  se  préparent  à  deux  ou  même 
à  plusieurs  Ecoles  à  la  fois  :  avec  des  programmes  trop 
divergents,  leur  travail  devient  très  difficile. 

Il  y  a  donc  un  intérêt  évident  à   ce  que  les  Écoles 


(')  N.  D.  L.  R.  —  Une  Commission  intei'ministéi'ielle,  dite  Com- 
mission des  grandes  Écoles,  s'est  réunie  dans  le  courant  de  l'année 
scolaire  1903-1904  pour  la  création  d'un  programme  d'études  appli- 
cable à  la  classe  de  Mathématiques  spéciales.  On  sait  que,  jusqu'à 
ce  jour,  les  études  étaient  uniquement  dirigées,  dans  cette  classe, 
par  les  programmes  d'admission  aux  grandes  Écoles  scientifiques. 

Cette  réforme  semble  marquer  une  étape  importante  dans  l'ensei- 
gnement scientifique  français  :  nous  avons  donc  pensé  que  nos 
lecteurs  liraient  avec  intérêt  le  Rapport  de  M.  Appell,  qui  indique 
nettement  l'esprit  dans  lequel  la  Commission  a  élaboré  le  nouveau 
programme  :  quant  à  ce  programme  même,  il  est  reproduit  dans 
Je  Supplément  du  présent  numéro. 

Ann.  de  Mathémat.,  4°  série,  t.  IV.  (Septembre  1904.)      ^5 
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prenant  comme  base  la  classe  de  mathématiques  spé- 
ciales aient  le  même  programme,  ou,  du  moins,  qu'il 
existe  un  programme  d'enseignement  unique,  formant 
en  quelque  sorte  le  programme  maximum  dans  lequel 
chaque  École  prendrait  ses  programmes  d'admission, 
sans  y  introduire  aucune  question  nouvelle  de  Spéciales 
et  sans  en  altérer  l'esprit  général.  C'est  ce  programme 
d'enseignement  que  la  Sous-Commission  a  établi;  mais 
elle  a  admis  qu'une  Ecole  pourrait  joindre,  à  son  pro- 
gramme d'examens,  des  matières  prises  dans  les  pro- 
grammes d'enseignement  des  classes  des  lycées  autres 
que  celle  de  Mathématiques  spéciales. 

L'existence  d'un  programme  d'enseignement  de  ce 
genre  se  justifie,  en  outre,  par  une  considération  du 
plus  haut  intérêt  social.  Dans  les  concours  pour  les 
diverses  Écoles,  s'il  y  a  beaucoup  d'appelés,  il  y  a  peu 
d'élus  :  les  candidats  qui  n'ont  pas  réussi,  après  deux 
ou  même  trois  années  de  préparation,  sont  obligés  de 
chercher  des  carrières  dans  l'industrie,  soit  directement, 
soit  en  passant  par  l'enseignement  supérieur.  Pour  que 
les  années  préparatoires  passées  au  lycée  ne  soient  pas 
perdues,  il  faut  que  l'enseignement  des  lycées,  au  lieu 
de  porter  sur  une  partie  seulement  des  connaissances 
fondamentales  qu'on  suppose  devoir  être  complétées 
plus  tard  dans  les  Écoles,  forme  un  ensemble  ayant  une 
portée  éducative  et  scientifique. 

C'est  dans  cet  esprit  que  la  Sous-Commission  de  Ma- 
thématiques spéciales  a  poursuivi  ses  travaux  et  rédigé 
les  programmes  qu'elle  soumet  à  l'approbation  de  la 
Commission. 

Tout  d'abord,  elle  en  a  écarté  les  questions  présen- 
tant un  caractère  technique,  tout  en  s'eiîorçant  de 
donner  aux  élèves  l'instrument  scientifique  indispen- 
sable aux  applications  :  elle  en  a  écarté  également  tous 
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les  développeinenls  trop  rigoureux  et  systématiques 
louchant  aux  principes,  qui  ne  peuvent  être  entière- 
ment compris  que  par  des  esprits  mûrs  ayant  une 
certaine  pratique  de  la  science;  enfin  elle  en  a  fait 
disparaître  à  peu  piès  complètement  les  théories  de 
l'enseignement  nialhémalique  supérieur,  comme  la 
théorie  des  courbes  algébriques  qui  se  présente  sous 
son  véritable  jour  alors  seulement  qu'on  peut  faire 
ressortir  les  liaisons  profondes  de  cette  théorie  avec 
celle  des  formes  algébriques  et  des  transcendantes 
abéliennes. 

Les  principaux  changements  effectués  dans  le  pro- 
gramme de  mathématiques  portent  sur  les  deux  points 
suivants  :  simplification  de  la  Géométrie  analytique, 
développement  de  l'Analyse  mathématique.  En  Géomé- 
trie analytique,  la  Commission  a  cherché  à  faire  dispa- 
raître autant  que  possible  l'emploi  des  formules  géné- 
rales relatives  aux  courbes  et  aux  surfaces  du  second 
ordre  rapportées  à  des  axes  quelconques;  elle  a  réduit 
à  très  peu  de  chose  les  notions  sur  les  courbes  algé- 
bricpies.  En  Analyse,  elle  a  ajouté  les  chapitres  qui  sont 
d'un  usage  courant  en  Géométrie  infinitésimale,  en  Mé- 
canique et  en  Physique,  comme  les  séries  entières,  les 
quadratures  dans  les  cas  les  plus  simples,  les  équations 
différentielles  du  premier  ordre  immédiatement  inté- 
grables,  les  équations  différentielles  linéaires  du  second 
ordre  à  coefficients  constants.  En  un  mot,  la  Sous- 
Commission  a  cherché  à  développer  l'enseignement 
dans  le  sens  même  dans  lequel  l'immense  majorité  des 
élèves  de  spéciales  seront  appelés  à  se  diriger,  dans  les 
carrières  qu'ils  pourront  rechercher. 

Mais  il  faut  bien  avouer  que  l'œuvre  de  la  Commis- 
sion resterait  stérile  sans  le  concours  des  hommes  qui 
seront  chargés  de  donner  la  vie  aux  programmes,  de  les 


[  388  ) 
<M)seigiier  ou  d'eu  coutrôler  l'enseignemeut,  c'est-à-dire 
^aus  le  concours  des  professeurs  et  surtout  des  exami- 
nateurs. 

Aussi  la  Commission  a-t-elle  jugé  indispensable 
■d'accompagner  le  programme  de  quel(|ues  commen- 
taires el  de  le  compléter  par  des  vœux  ayant  pour  but 
•de  préciser  l'esprit  qu'elle  désire  voir  introduire  dans 
J'enseignement  et  dans  les  examens. 

Enseignement.  —  Les  professeurs  resteront  maiires 
<le  l'ordre  dans  lequel  ils  enseigneront  les  diverses 
-questions  du  programme.  Il  leur  est  recommandé  de  ne 
pas  charger  les  cours,  de  faire  grand  usage  de  livres,  de 
jie  pas  abuser  des  théories  générales,  de  n'exposer  au- 
<;une  théorie  sans  en  faire  de  nombreuses  applications 
:poussées  jusqu'au  bout,  de  commencer  habituellement 
par  les  cas  les  plus  simples,  lesplus  faciles  à  comprendre, 
pour  s'élever  ensuite  aux  ihéoi'èmes  généraux.  Paimi  les 
applications  d'une  théorie  mathématique,  il  conviendra 
•de  piéférer  celles  qui  se  présentent  en  Phvsi(juc,  celles 
que  les  jeunes  gens  rencontreront  plus  tard  dans  le 
cours  de  leurs  études  soit  théoriques,  soit  pratiques  : 
<-'est  ainsi  que,  dans  la  construction  des  courbes,  il 
<;onviendra  de  choisir  comme  exemples  des  courbes  qui 
se  présentent  en  Physique  et  en  Mécanique,  comme  les 
courbes  de  Van  der  ^^  aals,  la  cvcloïde,  la  chaînelle,  etc., 
<jue,  dans  la  théorie  des  enveloppes,  il  conviendra  de 
prendre  comme  exemples  les  enveloppes  qui  se  ren- 
contrent dans  la  théorie  des  engrenages  cylindriques, 
et  ainsi  de  suite.  Les  élèves  devront  être  interrogés  en 
classe,  exercés  aux  calculs  numériques,  habitués  à  rai^ 
sonner  directement  sur  les  cas  particuliers  et  non  à  appli- 
quer des  formules.  En  résumé,  on  devra  développer  leur 
jugement  et  leur  initiative,  non  leur  mémoire. 
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JNous  allons  maintenant  passer  eu  revue  le  programme 
pour  préciser  certains  points. 

Algèbre  et  Analyse.  —  Le  professeur  devra  éviter 
de  s'étendre  sur  les  nombres  incommensurables;  il  lui 
suffira  d'en  donner  des  exemples  précis  en  moulraut 
comment  on  peut  définir  y/a  par  la  notion  de  coupure. 
Par  exemple,  pour  définir  y/2,  on  divise  les  nombres 
commensurables  en  deux  classes,  ceux  dont  le  carre 
est  inférieur  à  2,  et  ceux  dont  le  carré  est  supérieur 
à  2  ;  la  coupure  entre  ces  deux  classes  définit  y/a. 
Quant  aux  opérations  sur  les  incommensurables,  le 
professeur  pourra  admettre  cpi'elles  sont  soumises  aux 
mêmes  règles  que  les  opérations  élémentaires  de  l'Arith- 
métique. Le  professeur  devra  s'abstenir  de  loute  théorie 
générale  sur  la  notion  de  limite  et  se  contenter  de  faire 
comprendre  celle  notion  sur  les  exemples  mêmes  que 
fournit  le  programme. 

Dans  la  résolution  des  équations  du  premier  degré, 
on  devra  habituer  les  élèves  à  raisonner  directement 
sur  des  équations  numériques,  à  les  résoudre  et  à  les 
discuter  sans  employer  les  déterminants;  ceux-ci  de- 
vront servir  ensuite  à  donner  à  la  théorie  sa  forme  la 
meilleure. 

Pour  les  séries,  on  se  bornera  à  celles  dont  la  conver- 
gence ou  la  divergence  peuvent  s'établir  par  l'appli- 
cation directe  des  règles  indiquées  au  programme;  on 
en  fera  de  nombreuses  applications  numériques,  et  l'on 
donnera  aux  élèves  l'idée  du  plus  ou  moins  de  rapidité 
de  la  convergence,  en  leur  faisant  calculer  une  limite 
de  l'erreur  commise  quand  on  prend  un  nombre  déter- 
miné de  termes. 

Dans  la  théorie  des  fonctions  d'une  variable  réelle, 
on  s'abstiendra  de  toute  complication  pour  la  notion  de 
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conlinuité-,  ou  n'envisagera  que  des  fonctions  continues 
ajant  une  dérivée.  On  emploiera,  partout  où  il  sera 
possible,  les  représentations  graphiques  :  signification 
géométrique  de  la  dérivée,  du  signe  de  la  dérivée 
seconde,  du  théorème  des  accroissements  finis,  du 
théorème  de  Rolle;  relations  qui  existent  entre  les 
courbes  représentatives  d'une  (onction  et  de  ses  déri- 
vées première  et  seconde.  Enfin  la  notion  de  la  fonction 
primitive  d'une  fonction  f{x)  sera  obtenue  en  remar- 
quant que  l'aire  d'un  segment  de  la  courbe  y^fi^x) 
est  une  fonction  ayant  pour  dérivée  f{x). 

Une  innovation  importante  est  l'introduction  des 
séries  entières  qui  sont  d'un  usage  constant  dans  les 
applications  et  qui  Ibrmcni,  en  même  temps,  la  base 
de  la  théorie  moderne  des  fonctions.  L'importance  de 
ces  séries  l'ésulte  de  ce  que,  dans  l'intervalle  de  conver- 
gence, on  peut  les  multiplier,  les  diviser,  les  dériver, 
les  intégrer  comme  des  polynômes.  11  est  d'ailleurs 
expressément  recommandé  de  ne  pas  se  préoccuper  des 
difficultés  qui  se  présentent  aux  limites  de  l'intervalle 
de  convergence.  Pour  exercer  les  élèves  au  maniement 
de  ces  séries,  on  en  lèra  des  applications  nombreuses, 
principalement  à  l'intégration  d'équations  dilféren- 
ticlles  linéaires  par  la  méthode  des  coeilicients  indéter- 
minés. C'est  ainsi  que  le  développement  des  fonctions 

s'obtient  facilement  si  l'on  remarque  que  ces  fonctions 
sont  respectivement  caractérisées  par  les  équations 

avec  la  condition  j  =  i  pour  x  =  o. 

Pour  la  formule  de  Taylor  on  se  bornera  à  la  seule 
forme  du  reste  indiquée  au  programme,  et  on  laissera 
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complètement  de  côté  les  méthodes  que  l'on  employait 
pour  obtenir  les  développements  de 

L(i-f-J'),     arc  langer,     ({-{-x)'"-, 

en  prenant  comme  point  de  départ  l'expression  analy- 
tique du  reste. 

Dans  la  théorie  des  équations  algébriques,  on  n'a 
laissé  subsister  que  les  théorèmes  les  plus  essentiels. 
On  a  indiqué  l'élimination  par  les  fonctions  symé- 
triques 5  mais  il  ne  devra  être  soulevé  aucune  difficulté 
pour  le  cas  des  racines  infinies,  et  l'on  devra  s'abstenir 
de  donner  la  valeur  de  la  racine  commune  par  la  mé- 
thode des  fonctions  symétriques,  la  véritable  méthode 
pratique  étant  l'emploi  du  plus  grand  commun  divi- 
seur. Pour  les  équations  à  coefficients  réels,  de  nom- 
breuses applications  numériques  et  graphiques  doivent 
être  faites,  surtoul  à  des  équations  du  troisième  degré. 

Différentielles  et  intégrales.  —  Les  élèves  étant 
habitués  à  la  notion  de  dérivée,  on  définira  la  diffé- 
rentielle première  d'une  fonction  d'une  variable  et  la 
différentielle  totale  d'une  fonction  de  plusieurs  va- 
riables, en  insistant  sur  ce  fait  que  la  forme 

f'x  dx-^  f'ydy^... 

se  conserve  par  un  changement  de  variables. 

Les  notions  d'intégrale  définie  et  de  valeur  moyenne 
d'une  fonction  seront  rattachées  aux  représentations 
graphiques  :  on  regardera  l'aire  comme  une  notion 
première. 

En  demandant  l'intégration  des  différentielles  ration- 
nelles et  de  celles  qui  s'y  ramènent,  on  a  entendu 
demander  l'intégration  des  différentielles  rationnelles 
en  X  et  \J ax-  -\-hx  -r-  c^  ovi  en  sin  x  et  cosx.  On  devra 
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surtout  traiter  des  exemples   numériques  de  ces  qua- 
dratures. Indépendamment  des  méthodes  générales,  les 
élèves  devront  être  exercés  au  calcul  direct  d'intégrales 
numériques  des  formes  usuelles  : 

r         dx  r  fi.v 

J    ax'-r-bx  -^  c'      J    yJax-^-^-bx^c 

/sf a x--^  bx  -^  c  dx      ou        / — ■. » 
,/      a  CO-i X -r-  O  iin X -r-  c 

/cos».si„..rf.         (,„e.^  entiers). 

On  trouvera  dans  la  rectification  des  combes,  le 
calcul  des  volumes,  des  aires  planes  et  courbes,  des 
moments  d'inertie,  des  centres  de  gravité,  de  nom- 
breux exemples  d' bilégrales  simples  dans  lesquels  les 
calculs  pourront  et  devront  être  faits  complètement 
jusqu'à  la  fin. 

De  même  les  équations  différentielles  du  premier 
ordre  donneront  lieu  à  de  nombreuses  applications 
numériques  accompagnées  d'interprétations  géomé- 
triques. Enfin,  l'intégralion  des  équations  différen- 
tielles linéaires  du  deuxième  ordre  à  coefficients  cou- 
stants  sera  appliquée  à  des  exemples  tirés  de  la 
Mécanique  et  de  la  Physique. 

Applications  numériques .  —  [>es  applications  numé- 
riques ont  été  réunies  dans  un  paragraplie  spécial.  Dans 
cette  partie  du  cours,  on  donnera  surtout  l'idée  des 
méthodes  pratiques  pour  la  séparation  et  la  détermi- 
nation approchée  des  racines.  Une  équation  de  la  forme 

/(a;)  — 9(3^)  =  o 
pourra  être  résolue  approximativement  par  l'intersec- 
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tioii  des  courbes 

On  prendra  comme  exemples  des  équations  qui  se 
rencontrent  dans  les  applications  comme 

tangj7  —  /{x  =:  o,         X — eû\\x^=nt,         .... 

L'extension  de  la  méthode  de  rScwton  à  la  résolution 
de  deux  équations  simultanées  ne  devra  pas  donner 
lieu  à  des  développements  tliéoiit[ues,  mais  seulement 
à  quelques  applications  numériques;  connaissant  les 
valeurs  approchées  a  el  b  des  coordonnées  d'un  point 
de  rencontre  des  courbes 

on  appellera 

X  =  a  -^  h,         y  ^:  b  ^  k 

leurs    valeurs   exactes    et   l'on    calculera    approximati- 
vement h  et  A",  par  les  deux  équations  linéaires 

œ(«,  b)  -+-  ho'a  -^  k-S,,  =  o. 

Les  méthodes  d'approximation  ne  devraient  pas  être 
demandées  à  l'examen  oral,  où  le  temps  man(jue  pour 
faire  effectivement  les  calculs  numériques^  elles  de- 
vraient former  le  sujet  d'une  au  moins  des  compositions 
écrites,  où  les  candidats  seraient  appelés  à  les  appliquer 
à  des  exemples. 

Géométrie  analytique.  —  On  a  cherché  à  simpli- 
fier le  programme  en  ce  qui  touche  la  construction  des 
courbes,  de  façon  à  se  rapprocher  des  conditions  qui  se 
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présentent  le  plus  fréquemment  dans  les  applications; 
pour  cela  on  a  divisé  la  question  en  trois  parties  : 

a.  Étude  des  courbes  définies  par  une  équation  qui 
peut  être  résolue  explicitement  par  rapport  à  r  ;  ce  cas 
est  très  fréquent  dans  la  pratique. 

b.  Étude  des  courbes  telles  que  les  coordonnées  d'un 
de  leurs  points  soient  exprimées  en  fonction  d'un  para- 
mètre; ce  cas  se  présente  constamment  en  Cinématique. 

c.  Courbes  définies  par  une  équation  implicite  ei, 
en  particulier ,  courbes  algébriques .  Cette  dernière 
partie  a  été,  comme  nous  l'avons  déjà  dit,  très  réduite. 
On  a  entendu  supprimer  toutes  les  théories  générales 
sur  les  courbes  algébriques;  on  a  notamment  voulu 
supprimer  toutes  les  théories  relatives  à  l'étude  d'une 
courbe  algébrique  dans  le  voisinage  d'un  point  mul- 
tiple à  distance  finie  ou  infinie,  toutes  les  formules 
générales  relatives  aux  asymptotes,  les  questions  rela- 
tives à  la  hessienne,  à  la  recherche  des  points  de  contact 
des  tangentes  issues  d'un  point,  aux  applications  plus  ou 
moins  déguisées  des  formules  de  Plûcker.  On  devra  se 
borner  à  l'équation  de  la  tangente  en  un  point  simple 
à  distance  finie  ou  infinie,  à  l'équation  des  tangentes  en 
un  point  simple  ou  double  situé  à  l'origine.  La  recherche 
des  asymptotes  et  le  tracé  de  la  courbe  devront  être 
donnés  seulement  sur  des  exemples  numériques  de 
courbes  du  deuxième  et  troisième  degré.  De  cette  façon 
disparaissent  des  théories  qui  avaient  donné  lieu  à  de 
nombreux  et  vastes  développements. 

Une  autre  simplification  est  relative  à  l'étude  des 
courbes  et  des  surfaces  de  second  ordre.  Pour  l'étude 
de  ces  courbes  et  surfaces  sur  les  équations  réduites, 
on  devra,  dans  le  cours,  se  borner  aux  propriétés  essen- 
tielles indiquées  au  programme  et  laisser  de  côté  les 
questions  qui  chargent  la  mémoire  des  élèves,  comme 
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la  construction  des  axes  d'iiiie  conique  à  centre  dont  on 
connaît    deux   diamètres    conjugués,   la    recherche  des 
diamètres  conjugués  égaux  dans  l'ellipsoïde,  etc. 

On  a  également  cherché  à  supprimer  tout  abus  dans 
les  problèmes  relatifs  aux  coniques  et  cjuadriques  repré- 
sentées par  l'équation  littérale  la  plus  générale.  C'est 
ainsi  que  l'indication  relative  à  l'emploi  de  la  méthode 
de  décomposition  en  carrés  à  des  coniques  ou  des  qua- 
driques  définies  par  des  équations  nwnèviques^  a  pour 
but  d'empêcher  le  calcul  des  coefficients  de  la  décompo- 
sition en  fonction  des  coefficients  littéraux  de  l'équa- 
tion générale.  De  même  on  a  donné,  comme  but  unique 
de  la  recherche  des  directions  principales  d'une  qua- 
drique,  la  possibilité  de  faire  disparaître  les  termes 
rectangles  de  l'équation  de  la  surface,  par  un  chan- 
gement de  l'orientation  des  axes  rectangulaires.  Cette 
recherche  ne  doit  donner  lieu,  pour  les  quadriques 
représentées  par  l'équation  générale,  à  aucune  ques- 
tion sur  les  plans  principaux,  les  axes  de  symétrie,  les 
plans  cycliques,  les  conditions  de  révolution.  Une  fois 
les  rectangles  disparus  par  le  changement  d'orientation 
des  axes,  on  devra  chercher  à  simplifier  l'équation  par 
la  translation  des  axes;  la  mention  expresse,  qui  en 
est  faite  dans  le  programme,  a  pour  but  d'empêcher 
les  développements  sur  les  invariants  des  formes  qua- 
driques en  général  et,  plus  particulièrement,  de  sup- 
primer l'emploi  de  certains  invariants  relatifs  à  des 
formes  spéciales. 

L'introduction  des  éléments  à  l'infini  et  des  éléments 
imaginaires  dans  le  programme  a  eu  pour  but  de  pré- 
ciser les  points  que  les  professeurs  devront  enseigner  et 
d'éviter  les  développements  excessifs  qui  ont  été  quel- 
quefois donnés  à  ces  considérations.  On  n'a  pas  voulu 
exclure    de   l'enseignement   un   outil    commode,    dont 
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l'usage  est  maintenant  devenu  familier-,  mais  il  est  né- 
cessaire qu'on  n'en  abuse  pas  :  c'est  dans  le  sens  du 
réel  que  la  Géométrie  analytique  doit  être  développée. 
Ces  théories  ne  devront  pas  donner  lieu  à  d'autres 
applications  que  celles  qui  sont  indiquées  dans  le  texte. 

Géométrie  descriptive.  —  Le  programme  actuel  a  été 
peu  modifié;  on  y  a  ajouté,  à  litre  de  revision,  des 
applications  de  Géométrie  projective  empruntées  au 
programme  de  Mathématiques  A;  il  importe,  en  effet, 
que  la  Géométrie  descriptive  ne  soit  pas  réduite  au  pro- 
cédé de  représentation  que  l'on  doit  à  Monge;  à  l'étran- 
ger on  la  conçoit  d'une  façon  beaucoup  plus  large.  Les 
applications  de  1  homographie  devront  être  faites  d'après 
l'enseignement  donné  dans  le  cours  de  Géométrie  ana- 
lytique; elles  ne  devront  pas  donner  lieu  à  des  déve- 
loppements nouveaux. 

Dans  les  questions  d'intersections  de  surfaces,  on 
devra  s'en  tenir  aux  indications  du  programme  et  ne 
pas  introduire,  dans  des  problèmes  graphiques,  des 
développetnenls  ihéoriques  qui  ne  se  trouveraient  pas 
dans  le  programme  de  Géométrie  analytique. 

Mécanique.  —  En  Mécanique,  il  ne  sera  soulevé 
aucune  difficulté  sur  les  principes,  comme  l'indique  le 
programme.  Dans  cette  partie  du  cours,  les  élèves 
acquerront  les  notions  de  cinématique  et  de  dyna- 
mique indispensables  à  l'enseignement  de  la  Physique 
dont  l'importance  industrielle  grandit  chaque  jour; 
c'est  pour  cette  raison  ([u'on  a  introduit  les  notions  de 
champ  de  forces,  de  lignes  de  forces  qui  sont  d'un 
usasfe  constant  dans  la  théorie  de  l'attraction  et  dans  les 
théories  électriques  ou  magnétiques. 

Dans  l'étude  des  mouvements  produits  par  des  forces 
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cenirales,  on  se  bornera  aux  deux  lois  indiquées  au 
programme  :  on  sera  conduit  naturellement  à  démon- 
trer le  théorème  des  aires. 

En  Statique,  on  a  introduit  le  frottement  pour  se 
rapprocher  de  la  réalité  et  donner  aux  débutants  le 
moyen  de  résoudre  des  problèmes  réels. 

Enfin,  pour  appliquer  les  règles  de  la  Statique  à  des 
exemples  pratiques,  on  a  demandé  l'équilibre  de 
quelques  machines  simples  qu'il  faudrait  montrer  aux 
élèves  et  faire  fonctionner  devant  eux.  Ou  a  cherché 
à  les  pénétrer  de  cette  notion  fondamentale  qu'on  ne 
peut  pas  créer  de  travail,  en  leur  demandant  de  vérifier, 
sur  chaque  machine  simple,  que  si  cette  machine  est  en 
équilibre  sans  frottement  et,  si  l'on  vient  à  la  déplacer 
infiniment  peu,  le  travail  élémentaire  de  la  puissance 
est  égal  et  de  signe  contraire  à  celui  de  la  résistance. 

Dans  (;ette  partie  du  programme,  comme  dans  les 
autres,  on  devra  poser  aux  élèves  des  problèmes  précis, 
avec  des  données  numériques  de  façon  à  habituer  les 
débutants  aux  divers  systèmes  d'unités.  On  y  trouvera 
de  nombreuses  occasions  de  faire  des  applications  du 
système  métrique,  de  résoudre  des  problèmes  familiers 
d'équilibre  et  de  mouvement.  On  devra  éviter  l'abus  de 
l'appareil  analytique,  des  axes  de  coordonnées,  et 
exercer  les  élèves  à  raisonner  directement  sur  chaque 
question. 

Physique.  —  L'enseignement  devra  être  aussi  expé- 
rimental que  possible. 

La  question  de  la  pesanteui-  et  du  pendule  devra  être 
traitée  dans  un  esprit  diflérent  de  celui  des  autres 
parties  du  progratume.  Ce  chapitre  fondamental  de  la 
physic[ue  newtonicnne  sera  exposé  complètement,  aussi 
complètement  qu'il  eût  été  possible  de  le  faire  du  temps 
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de  Newton,  sans  v  laisser  de  lacunes,  sans  user  de  ces 
indications  générales  qui  ailleurs  remplacent  quelque- 
fois les  idées  précises.  Le  but  est  double.  D'une  part, 
la  théorie  de  la  chute  d'un  corps  se  confondant,  comme 
l'on  sait,  avec  les  origines  de  la  Mécanique,  le  profes- 
seur fera  comprendre  les  principes  de  la  Mécanique 
rationnelle  en  même  temps  qu'il  enseignera  les  pro- 
priétés de  la  pesanteur.  D'aiitre  part,  la  mesure  de  g 
fournira  un  exemple  d'une  détermination  physique 
complète,  d'une  recherche  qui  aboutit,  grâce  à  l'em- 
ploi combiné  de  l'analyse  et  du  calcul  numérique. 

Après  avoir  exposé  les  lois  de  la  chute  des  corps,  et 
notamment  la  première  (égalité  de  l'accélération  dans 
le  vide  pour  tous  les  corps),  le  professeur  fera  remar- 
quer que  cette  loi  est  nécessaire  à  la  définition  de  la 
masse,  que,  sans  cette  loi,  les  masses,  au  lieu  d'être  des 
grandeurs  physiques  susceptibles  d'addition,  ne  seraient 
que  des  coefficienis  numériques,  de  simples  quotients. 
C'est  par  là  également  que  se  fait  la  soudure  entre  la 
Dynamique  et  la  Statique,  le  poids  pouvant  se  comparer 
statiquement  à  d'autres  foices. 

Il  faut  remarquer,  en  effet,  que  le  soin  d'expliquer 
les  principes  fondamentaux  de  la  Mécanique  ration- 
nelle est  laissé,  dans  le  programme  de  mathématiques 
spéciales,  au  professeur  de  physique,  car  le  programme 
de  mécanique  spécifie  que  l'on  admettra  que  la  force 
est  géométriquement  égale  au  produit  de  la  masse  par 
l'accélération,  et  le  passage  de  la  définition  dynamique 
de  la  force  à  la  définition  statique  n'y  est  pas  explici- 
tement indiqué. 

La  mesure  de  g  peut  se  faire  non  seulement  au 
moyen  du  pendule  à  réversion,  mais  aussi  avec  divers 
pendules  à  un  seul  couteau,  pourvu  que  leur  forme 
permette  le  calcul  du  moment  d'inertie.  Tels  sont  les 
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pendules  de  Borda  composés  d'un  fil  portant  une  sphère 
pesante  ou  bien  des  pendules  formés  de  masses  cylin- 
driques ou  sphériques,  ou  encore  un  pendule  formé 
d'un  cerceau  oscillant  sur  une  lame  de  canif.  Ces  di- 
verses formes  de  pendule,  simplement  construites, 
donnent  cependant  g  avec  une  approximation  voisine 
^*^T(MH)-  ^^  professeur  devra  donc  exécuter  une  déter- 
mination en  classe,  et  les  élèves  en  faire  d'autres  en 
manipulation.  Ils  devront  en  donner  le  détail,  avec 
calculs  numériques,  sous  forme  de  rédaction  écrite. 

En  corrigeant  les  travaux  écrits,  le  professeur  rendra 
grand  service  aux  élèves  s'il  attire  leur  attention  sur  la 
question  de  l'approximation  obtenue.  Actuellement  nos 
élèves  ne  se  doutent  pas  de  ce  que  c'est  qu'une  approxi- 
mation. Ils  croient  bien  faire  eu  calculant,  dans  un  pro- 
blème, des  nombres  avec  un  très  grand  nombre  de 
chiffres.  Ils  paraissent  ignorer  qu'un  nombre  de  huit 
chiffres  implique  une  précision  de  ,00000000-  ^'^  "^ 
savent  pas  ce  que  c'est  qu'une  erreur  relative;  ils  ne 
connaissent  pas  ce  théorème  que  l'erreur  relative  d'un 
produit  est  égale  à  la  somme  des  erreurs  relatives  des 
facteurs.  Ils  ne  se  permettraient  pas  non  plus  de  multi- 
plier par  I  —  £,  au  Heu  de  diviser  par  i  +  £  ou,  en 
général,  de  remplacer  (i  +  s)'"  par  i  +  im.  Le  profes- 
seur de  physique  rendra  grand  service  aux  élèves  en  ne 
négligeant  aucune  occasion  de  leur  expliquer  les  mé- 
thodes d'approximation  sur  les  exemples  qui  se  pré- 
sentent dans  les  interrogations  et  les  manipulations. 

Chuiiie.  —  Le  programme  de  Chimie  a  été  peu  mo- 
difié; on  y  trouvera  des  notes  indiquant  dans  quel 
esprit  l'enseignement  doit  être  fait. 


[K2e] 
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XOTE  DE  GEOMETRIE; 

Par    m.    t.    LEMOYNE, 


Les  lecteurs  démontreront  facilement  que  : 

I.  Les  axes  radicaux  des  cercles  circonscrits  aux 
triangles  podaires  de  cJiacun  des  points  d'une  trans- 
versale A  par  rapport  à  un  triangle  ABC  passent  par 
un  même  point  w  ; 

ce  qui  revient  à  dire  évidemment  que  ce  point  a  même 
puissance  par  rapport  à  tous  ces  cercles. 

Lorsque  la  droite  A  coupe  le  cercle  circonscrit  au 
triangle  ABC  en  deux  points  M,  M',  les  droites  de 
Simson  de  M  et  M'  se  rencontrent  au  point  co. 

IL  Si,  en  particulier,  la  droite  A  est  un  diamètre 
du  cercle  circonscrit  à  ABC,  les  cercles  circonscrits 
aux  triangles  podaires  de  chaque  point  de  cette  droite 
par  rapport  à  ABC  se  coupent  tous  au  point  to. 

Transformons  la  proposition  I  à  l'aide  de  l'inversion 
triangulaire,  nous  obtiendrons  celle-ci  : 

IIL  Les  axes  radicaux  des  cercles  circonscrits  aux 
triangles  podaires  de  chaque  point  d'une  conique  par 
rapport  à  un  triangle  inscrit  ABC  passent  par  un 
même  point  m. 

La  proposition  II  nous  donne  de  la  même  manière 
(■elte  propriété  connue  : 

Les  projections  de  tout  point  de  L'hyperbole  équi- 
latere  sur  les  côtés  d'un  triansle  inscrit  et  le  centre 
de  cette  courbe  sont  sur  une  même  circonférence. 
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Si  nous  appliquons  alors  ce  résultai  à  un  quadri- 
latère quelconque  ABCD  en  remarquant  que  l'hyperbole 
équilatère  circonscrite  passe  par  les  orthocentres  H,, 
Ha,  H3,  H,  des  quatre  triangles  ABC,  ABD,  ACD,  BCD, 
nous  verrons  que  : 

IV.  Etant  donné  un  quadrilatère  quelconque  ABCD 
et  H,,  Ho,  H3,  Hj  désignant  les  orthocentres  des 
triangles  formés  par  les  sommets  A,  B,  C,  D,  les 
cercles  qui  passent  par  les  projections  de  chacun  des 
huit  points  A,  B,  C,  D,  H,,  Ho,  H3,  H4  sur  les  côtés  de 
tous  les  triangles  formés  par  les  sept  autres  pris  trois 
à  trois  se  coupent  en  un  même  point  w. 

Cette  propriété  contient,  comme  cas  particuliers,  deux 
des  théorèmes  d'une  Note  de  M.  Legrand  sur  le  quadri- 
latère inscrit  publiée  dans  le  numéro  de  juin  1902  de  la 
Revue  de  Mathématiq ues  spéciales  et  aussi,  je  crois, 
dans  le  numéro  d'août  1901  des  Nouvelles  annales. 
Elle  étend  l'un  de  ces  théorèmes  à  un  quadrilatère  quel- 
conque, car  le  cercle  d'Euler  d'un  tiiangle  ABC  est  le 
cercle  circonscrit  au  triangle  podaire  de  l'orthocentre 
par  rapport  à  ABC;  par  suite  : 

Les  quatre  cercles  d^ Enler  des  triangles  ABC,  ABD, 
ACD,  BCD  passent  au  point  w.  Il  en  est  de  même  des 
cercles  d'Euler  des  triangles  formés  par  les  quatre 
orthocentres. 

Si  le  quadrilatère  ABCD  devient  inscriptible,  le  cercle 
circonscrit  au  triangle  podaire  de  D  par  rapport  à  ABC 
se  réduit  évidemment  à  la  droite  de  Simson  de  D  et 
puisque  le  quadrilatère  des  orthocentres  est  symétrique 
du  quadrilatère  donné  par  rapport  au  point  to  :       .h'.f.t-r 

Les  quatre  droites  de  Simson  du  quadrilatère  ABCD 
Ann.  de  Mathémat.,  k"  série,  t.  TV.  (Septembre  1904.)        26 
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passent  au  point  to  ;   à  cause  de  la  symétrie,  il  en  est 
de  même  de  celles  du  quadrilatère  des  orthocentres. 

Il  ly  a  encore,  dans  ce  cas,  un  certain  nombre  de 
cercles  mentionnés  ci-dessus  (IV)  qui  passent  en  to. 

D'ailleurs,  lorsque  le  quadrilatère  ABCD  est  iuscrip- 
tible,  les  quatre  cercles  d'Euler  des  triangles  ABC,  ABD, 
ACD,  BCD  ont  même  rayon  et,  par  raison  de  symétrie, 
ce  rayon  est  aussi  celui  des  cercles  d'Euler  du  quadri- 
latère des  ortliocenlres.  Donc  : 

V.  Les  centres  des  quatre  cercles  d'Euler  d'un  qua- 
drilatère inscriptible  et  les  centres  des  quatre  cercles 
d'Euler  du  quadrilatère  des  orthocentres  sont  huit 
points  d'un  même  cercle  qui  a  pour  centre  le  point  oj. 


[03j] 
SIR  m  PROCÉDÉ  POl]R  PARVENIR  A  L'ÉQUATION  INTRINSÈQUE 
DES  LIGNES  Dl]  CYLINDRE  DE  RÉVOLITION; 

Par  m.  Henri  PICCIOLI,  à  Arpino. 


La  recherche  de  l'équation  intrinsèque  des  courbes 
qui  sont  tracées  sur  un  cylindre  de  révolution  peut 
être  rattachée  aux  formules 


dm, 

Mo 

ds   ^ 

p 

dM. 

M, 

M, 

ds 

0 

T 

dSh 

ds    ~ 

M  2 

T 

—  cos6. 

(l)  <_-^=  — - — _  4-00563, 


qui  lient  les  moments  des  directions  principales  d'une 
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courbe  gauche  C  par  rapport  à  une  droite  fixe  /■  avec 
laquelle    elles   font   respectivement   les    angles  8,,   Oo, 

A  cet  effet,  rappelons  (/ne  le  carré  de  la  distance 
d'un  point  à  une  droite  égale  la  somme  des  carrés 
des  moments  de  cette  droite  par  rapport  à  trois 
droites  orthogonales  issues  du  point  donné  ;  Texpres- 
sion  M,  +  M^  +  Mg  représentera  donc  le  carré  de  la 
distance  d'un  point  P  de  C  à  /■. 

La  condition  que  P  décrive  une  ligne  appartenant 
à  un  cylindre  de  révolution  d'axe  /•,  se  traduira  ainsi  : 

(2)  M.2  COSO3— ^la  cos02=  o, 

relation  qu'on  obtiendra   en  annulant  la  dérivée  par 
rapport   à  l'arc   s  de   l'expression    M,  +  Mi;  +  Mg    et 
tenant  compte  des  formules  (i). 
Il  s'ensuit  de  là  que  : 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  rpiune 
ligne  appartienne  à  un  cylindre  de  révolution  ayant 
pour  axe  une  droite  donnée  est  que  les  plus  courtes 
distances  de  la  normale  principale  et  de  la  binor- 
niale  à  V axe  soient  entre  elles  comme  les  cotangentes 
des  angles  correspondants. 

Posons  maintenant 

nii  =  .M 2  COSO3 —  .Ma  cosOj, 
m^  =  .M3  cosOi —  Mj  cosOj, 
m^  =  .Ml  COSO2 —  M2  cosOj  ; 


(  '  )  Voir  ma  Note  Sur  les  hélices  cylindriques  dont  les  nor- 
males principales  rencontrent  une  droite  fixe  {Nouv.  Ann., 
avril  1902). 
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nous  verrons  aisément  que  m^,  m^,  m^  satisfont  aux 


relations 

/  dnii 
l     ds 

-^  sin-0, 

(3) 

'  dm-, 

1  "'  ~ 

P 

^  —  cos6 

[  dm^ 

—  COS^i  COSO3 

Posant  nii  égal  à  zéro,  et  éliminant  mo  et  ms,  nous 
trouverons  une  relation  du  type 

i    AiCOs2ei-4-  A2COS2  62-r-A3COS2  0.3-f-Ai2COsOi  cosOj 

(  +  A23  COS62  cosOs-i- Ai3  cosOi  COSO3 -1- A  =  o, 


ou 


Ai=^-H3     (1),         A,  =  --,  A3=o; 


Ai2  =  — T-T^j  A23=o,         Ai3=i— — ,  A  =  Hj. 

Eli  diflérentiant  et  en  tenant  compte  des  formules  de 
Serret,  on  parviendra  de  là  à  une  deuxième  relation 
du  même  type 


Bi  co«-0i4-  B2  COS262-!-  B3  COS-O3-1-  B12  cos6i  COS62 

-r-  B23  COS62  COS63  -i-  Bj3  C0s6i  COSO3  —  B   =  o, 


dont  les  coefficients  seront  liés  à  ceux  de  (a)  pai'  les 

(')  Nous  rappelons  que  H3  n'est  autre  chose  que  Texpression 

T  "^  ds\     dsj' 

qui,  égalée  à  zéro,  donne  l'équation  intrinsèque  des  courbes  sphé- 
riques. 
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R           ^^' 
^'    =    ds 

— 

A,  2 

0 

B,   =  ^;^ 

-+- 

p 

A23 
T   ' 

R           ^^^ 

— 

A,:< 

T  ' 

R           ^^'^ 

-H  '2 

Ai  _ 

p 

A2         A, 
2-    ^-^ 

—  9. 

A, 

A,3      ,      A:, 

R            ^^'^ 

— 

A,., 
T 

A  2:! 
> 

fi?S 

En  procédant  ainsi  nous  parviendrons  à  une  troi- 
sième relation  dont  les  coefficients  seront  exprimables 
par  les  B  comme  les  B  le  sont  par  les  A. 

DilFérentions  encore  jusqu'à  obtenir  sept  relations  de 
cette  nature.  Leur  coexistence  exige  que  l'on  ait 


A, 

B, 


Telle  est  l'équation  cherchée  :  c'est  une  équation  diflé- 
rentielle  ordinaire  du  huitième  ordre  par  rapport  à  p, 
et  du  septième  par  rapport  à  T.  Elle  est  très  compli- 
quée. On  peut  la  simplifier  en  remarquant  que  l'on  a 

Al  -H  A2  -h  A3  -H  A  =  o 

et,  par  conséquent, 

Bi-t-Ba+BsH-B  =  0, 
et  ainsi  de  suite. 
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[Illa] 

SUR  Wm  CERTAINE  SUITE  ARITHMÉTIQUE; 

Par  m.  R.  BRIGARD. 


1.   Soit  711  un  nombre  entier,  positif  et  impair,  quel- 
conque. Je  forme  la  suite 

CM)  Wm],     [/âwl,      .••,      [\^{"i  —i)m], 

en  désignant  par  [x]  le  plus  grand  entier  inférieur  à  x, 
si  X  n'est  pas  entier,  et  le  nombre  x  lui-même,  dans  le 
cas  contraire.  Je  me  propose  d'établir  les  deux  théo- 
rèmes suivants  : 

1°    La  suite  (M)   contient.   nombres  pairs, 

m  —  I  j 

et  nombres  impairs  ; 

2°  La  somme  alternée 

S  =  [  v/(  /H  —  1  )  "'  ]  —  [  \/(  /«  —  2;  /?i  ]  -T- . .  .  +  [  v/2  m  ]  —  [  s/ m  \ 
a  une  'valeur  égale  à 


m  —  I 


Faisons,  par  exemple,  m  =  c)  ;  la  suite  (M)  est  ici 

[/Û]    =3,  [/V8]  =  4,  W^]  =  '^,         [v/3(3]  =  H, 

[v/45]  =  6,         [v/54]=7,         [v/63]  =  7,         [\^]  =  ^; 

elle  contient  quatre  nombres  pairs  et  quatre  nombres 
impairs,  et  l'on  a  bien 

8  — 7-H7  — 6-+-6  — 5-1-4  —  3  =  4  =  ^^^- 


(  4o7  ) 

2.  Pour  établir  les  pioposilious  énoncées,  je  m'ap- 
puierai sur  quelques  considérations  d'un  ordre  plus 
général. 

Soient 


<2/J> 


(A)  «1,        «2) 

(B)  bu     bo,     ...,     b,j 

deux  suites  contenant  chacune  un  nombre  pair  de 
termes  quelconques  (entiers  ou  non).  Je  suppose  que 
les  termes  de  chaque  suite  sont  rangés  en  ordre  non 
croissant. 

Désignons  par 

(a/i) 

le  nombre  des  termes  (_B)  qui  sont  plus  petits  qu'un 
terme  donné  a/i  de  la  suite  (A),  et  par 

le  nombre  des  termes  (A)  qui  sont  au  plus  égaux  à  un 
terme  donné  b^  de  la  suite  (B).  ^Appelons  !„  le  nombre 
des  termes  impairs  de  la  suite  des  nombres  («a),  et  Sa 
la  valeur  de  la  somme  alternée 

( «1  j  —  (■  «2 )  -^- . . . -f-  ( a.2h-i)  —  ( a^ ), 

et  soient,  enfin,  I^  et  Sô  les  nombres  analogues  relatifs 
à  la  suite  des  nombres  (h h)-  J^  dis  que  l'on  a 

Figurons,  eu  eti'et,  un  échiquier  rectangulaire,  de 
^p  colonnes  et  de  a^  lignes.  En  bas  de  chaque  colonne, 
écrivons  dans  l'ordre,  en  commençant  par  la  gauche, 
les  nombies  «j,  «o,  ■  • . ,  a-^p.  A  gauche  de  chaque  ligne 
écrivons  dans  l'ordre,   en  commençant  par  le  bas,  les 


(  4o8  ) 
nombres  ^,,  ^o,  .  . . ,  b.^q.  Cela  fait,  marquons  un  point 
dans  la  case  de  coordonnées  {h,  A),  si  l'on  a 

et  laissons  cette  case  blanche,  si  l'on  a 

Voici,  par  exemple,  le  diagramme  obtenu,  en  sup- 
posant que  les  suites  (A)  et  (B)  sont  ainsi  consti- 
tuées : 

(A) 
(B) 


(B). 


'10 


'7, 

i3, 

10, 

i3,     8,     5, 
9,     8,     3. 

3, 

• 

• 

• 

• 

• 

• 

• 

• 

• 

• 

• 

/ 

• 

• 

• 

13 


13         8 


Il  est  clair  que  le  nombre  des  cases  marquées  dans 
la  colonne  de  rang  li  est  le  nombre  (rt^)  et  que  le 
nombre  des  cases  non  marquées  dans  la  ligne  de  rang  k 
est  le  nombre  (^a).  Cela  posé,  cherchons  à  évaluer  la 
somme  alternée 


Sa  =  («l)  —  («2) 


(«2p)- 


A  cet  efFet,  remplaçons  les  points  marqués  dans 
l'échiquier  par  le  nombre  +  i,  quand  ils  appartiennent 
à  une  colonne  de  rang  impair,  et  par  le  nombre  —  i , 


(    Î09  ) 
quand  ils  apparliennenUi  une  colonne  de  rang  pair.  Le 
diagramme  pris  comme  exemple  devient  ainsi 


3 

+1 

_1 

*1 

_1 

+  1 

8 

+1 

_1 

+  1 

9 

+  1 

_1 

+  1 

10 

+  1 

_1 

+  1 

17 


13 


13 


et  la  somme  alternée  S^  est  évidemment  égale  à  la 
somme  algébrique  de  tous  les  nombres  inscrits  dans 
l'échiquier.  Or  effectuons  cette  somme  en  totalisant  suc- 
cessivement chaque  ligne.  La  somme  relative  à  la  ligne 
de  rang  A^  est  égale  à  o,  si  le  nombre  des  termes  qui  y 
sont  inscrits  est  pair,  et  à  +  i  dans  le  cas  contraire. 
Mais,  comme  les  cases  de  cette  ligne  sont  en  nombre 
j)air  ap,  la  parité  du  nombre  des  termes  (jui  v  sont 
inscrits  est  la  même  que  la  paritf-  du  nombre  des  cases 
blanches  cpi'elle  contient.  Or  ce  dernier  nombre  est 
égal  à  {hk)-i  comme  on  l'a  remarqué  plus  haut. 

En  résumé,  la  somme  algébrique  S«  contient  autant 
d'unités  qu'il  y  a  de  nombres  impairs  dans  la  suite  des 
nombres  (^a).  On  a  donc  bien 


Sa  =  I^ 


C.    Q.    F.    D. 


Remarque.  —  !„  et  !«,  et  par  suite  Sa  et  Si,  sont  des 
nombres  de  même  parilé.  En  eiï'et,  la  est  pair  ou  impair 
en  même  temps  que  h:  nombre  total  des  cases  marquées 
dans  le  premier  diagramme;  li  est  pair  ou  impair  en 
même  temps  que  le  nombre  total  des  cases  blanches. 
Oi-,  le  nombre  des  cases  marquées  et  celui  des  cases 


(  4io  ) 

blanches  sont  de  même  parité,  parce  que  le  nombre 
total  des  cases  de  l'échiquier  est  le  nombre  pair  4^*7 • 

3.  Il  est  maintenant  facile  d'établir  les  propositions 
énoncées  au  début  de  cet  article.  Je  supposerai  que,  m 
étant  un  nombre  impair,  les  suites  (A)  et  (B)  sont  ainsi 
constituées  : 


(A) 

(  711  

I)^ 

{m  —  iY, 

..,    4, 

I, 

(B) 

(  m  — 

i)/?i, 

(m  —  2)/?!, 

.  .  ,       2 W, 

m. 

Le  nombre  {hni)^  relatif"  à  un  terme  de  la  suite  (B), 
est  le  nombre  des  carrés  entiers  au  plus  égaux  à  hni  (^)  ; 
on  a  donc,  en  employant  la  notation  fixée  au  début, 

{km)  =  [\/'kni\. 

Le  nombre  (/i-),  relatif  à  un  terme  de  la  suite  (A),  est 
le  nombre  des  multiples  de  m  qui  sont  inférieurs  à  /i^. 
On  a  donc 

en  appelant  J:c{  le  plus  grand  nombre  entier  inférieur 
à  ^  (  I-r  J  =  X  —  I,  si  a:  est  entier). 

Comme  les  termes  de  chaque  suite  sont  bien  en  nombre 
pair  ni  —  i ,  on  peut  appliquer  les  résultats  du  n°  2  :  on 
voit  donc  que,  si  l'on  forme  les  suites 

],      ...,     [/am],     [v/m] 


[\/(  /«  —  ijm], 

[  \/(  m  —  2  )  m 

et 

\(m  — 2)2) 

(' )  Le  fait  est  exact  pour  le  premier  terme  de  la  suite  (B),  à 
cause  de 

»i->  {m  —  i)»i  >  (  /?i  —  i)=; 

il  est  donc,  a  fortiori,  exact  pour  les  autres  termes. 


(  4i.  ) 

la  somme  alternée  des  termes  de  chacune  de  ces  suites, 
calculée  en  donnant  le  signe  +  au  terme  le  plus  grand, 
est  égale  au  nombre  des  termes  impairs  de  l'autre  suite. 
Il  suffit  donc,  pour  obtenir  la  démonstration  cher- 
chée, d'établir  que  : 


1°  La  suite 


z  —  /  (h  z=  m  —  \,  m 


m  —  I 


contient nombres  impairs  ; 

2°  La  somme  alternée 

I         ni        \         (         m         \       '"       {  m]         {  m  ] 


m 


a  pour  valeur 


i''  Soient  cjh  et  r^  le  quotient  et  le  reste  obtenus  en 
divisant  A^  par  m,  et  en  aj  ant  soin  de  prendre  r^  =  m, 
si  la  division  se  fait  exactement.  On  a 

h 2  =  mqh -+-  '•/( ,  >li  ="1,  <  —  ■>  =q/t. 

On  tire  de  là 

{m  —  h  f=  m{m  -+-  qu—  ih)-^  r/,,         rn-  m, 

d'où  l'on  conclut 

nombre  qui  est  de  parité  différente  de  celle  de  - — U 
puisque  m  est  impair. 

Deux  termes  de  la  suite     — ,)  équidistants  des    ex- 


(    4l2    ) 

tiêmes,  sont  donc  de  parités  différentes,  ce  qui  établit 
le  premier  point. 

2°  On  a 

i  m  ]  (  ni  ] 

^.(_i)/«-A    ^ L     +...^     _ L    , 

(         m         ]  I        m        \ 

ou  bien,  en  groupant  deux  à  deux  les  termes  équidis- 
lants  des  extrêmes, 


h  =  l 

et,  en  tenant  compte  de  la  relation  (i), 

.      in  —  1 

'  2 

S'=    2    (-OM^A-m). 
Or,  on  a 

2.  h  —  m  =  h  —  m  —  [(  m  —  h)  —  wi], 
d'où 

(—  \)''{i.h  —  m)  =  (—  i/'(/i  —  m)  -f-  (—  I )"'--'' [(/?i  —  h)—  m]. 
On  peut  donc  écrire 

h  =  m  —  1 

=  {m  —  I )  —  {m  —  7.)  -\-  {m  —  "i)  —  {m  —  4 )  -h ... -t- 2  —  i , 
ou  bien,  en  groupant  les  termes  consécutifs  deux  à  deux, 

S'=  1  +  I-f-.  .  .4-  I, 


(  4i3  ) 
le  nombre  des  termes  du  second  membre  étant  égal 


à Donc  enfin 


S': 


C.   Q.  F.   D. 


Remarque.  —  La  suite  (M)  jouit  encore  des  pro- 
priétés suivantes,  dont  je  laisse  au  lecteur  le  soin  de 
trouver  [es  démonstrations  : 

1°  Dans  la  suite  (M),  un  même  nombre  ne  peut 
figurer  plus  d'une  fois', 

2°  Un  même  nombre  peut  figurer  deux  fois,  et 
celte  circonstance  se  présente  un  nombre  de  fois  égal 

Ainsi,  dans  la  suite  prise  comme  exemple  {m  =  9), 
il  y  a  ^  ==  2  nombres  qui  figurent  deux  fois,  à  savoir 
les  nombres  6  et  '^. 


CERTIFICATS  DE  MÉCANIQUE  RATIONNELLE. 


Montpellier. 

Epreuve  écrite.  —  Une  plaque  infiniment  mince,  homo- 
gène et  pesante,  ayant  la  forme  d'un  triangle  équilatéral 
dont  le  côté  a  pour  longueur  1  \/3,  s'appuie  par  le  côté  BC 
sur  un  plan  horizontal  fixe  sur  lequel  elle  peut  glisser 
sans  frottement.  Cette  plaque  étant  verticale  et  immobile, 
on  lui  applique  en  un  point  D  une  percussion  d'intensité 

égale  a et  normale  a  son  plan. 

1°  Trouver  le  mouvement  initial  de  la  plaque;  recon- 
naître si  elle  continue  à  s'appuyer  sur  le  plan  horizontal 
fixe.  Peut-on  choisir  le  point  D  de  manière  que  le  mouve- 
ment initial  de  la  plaque  soit  une  rotation  autour  de  BG? 


(  4i4  ) 

2°  Le  point  D  étant  quelconque,  étudier  le  mouvement 
de  la  plaque  après  l'effet  de  la  percussion.  Peut-on  choisir 
le  point  D  de  manière  que  le  côté  BG  reste  parallèle  à 
lui-mêmel 

Epreuve  pratique.  —  Calculer  la  pression  de  l'eau  sur 
une  porte  d'écluse  verticale  et  rectangulaire  en  supposant 
qu'en  amont  l'eau  affleure  au  côté  supérieur  AB  et  en 
aval  au  côté  inférieur  DC.  Déterminer  la  position  du 
centre  de  pression.  On  donnera  la  pression  en  kilogra?nmes 
dans  te  cas  où  AB  =  3™  et  AD  =  4™.  (Juillet  1904.) 

Caen. 

Epreuve  ÉCRITE.  —  I.  Equations  d'équilibre  d'un  fil  non 
pesant  dont  chaque  élément  ds  est  repoussé  de  l'axe  OX 
par  une  force  égale  au  quotient  de  ds  par  le  carré  de  sa 
distance  à  OX.  Dire  dans  quel  cas  la  tension  est  constante 
et  quelle  est  alors  la  courbe  funiculaire.  Enfin,  en  sup- 
posant le  fil  contenu  dans  le  plan  XOY,  déterminer  la 
courbe  qu'il  dessine  dans  le  cas  particulier  où  son  équa- 
tion est  algébrique. 

Solution. 

,       c?a-                           dy            y  ds                         j  r^,  dz             z  ds 
d.1^  =  o.         d.T^^- ^=0,        d.T^^ ^=0, 

(y^~z^)^  {y'--^z-^y 

T  est  constant  si  le  fil  est  sur  un  cylindre  de  révolution  autour 
de  OX  :  il  a  alors  la  forme  d'une  hélice.  Enfin,  si  z  est  nul,  on  a 

„  dx        1               ,  i    dy        ds 
T-r-  =  -,  d f- 7  =  0. 

as        a  a  dx       y- 

T7     r  •  dy  ,      ,         dv    I ^  .    , 

En  taisant  -—-  =■  y  -,  ds  =  -^  ^  \  -^^  y  i_  on  trouve  aisément 

dx=       ^y'^y 


s/ci-i,^'-'  —  yf—O-y'-' 
l'intégrale  n'est  algébrique  que  pour  G  =  a  : 


dx  = 


ydy 


y/a^  —  2  ay 
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II.  A  une  sphère  pesante  et  homogène,  pouvant  pivoter 
autour  d'un  point  O  de  sa  surface,  est  liée  une  tige  DII 
dirigée  suivant  le  prolongement  du  diamètre  Oï)  qui  part 
du  point  fixe  O;  une  circonférence  S  peut  tourner  li- 
brement autour  d'un  de  ses  diamètres  Y^¥'  qui  est  vertical, 
fixe,  ayant  son  milieu  en  O  ;  le  point  H  est  assujetti  à 
glisser  sur  S  avec  une  vitesse  constante.  A  l'instant  initial, 
l'angle  POH  est  droit,  la  circonférence  S  immobile,  la 
sphère  animée  d'une  rotation  donnée  autour  de  OH.  Dé- 
terminer le  mouvement  du  système  en  négligeant  les 
masses  de  DH  et  de  S. 

Solution. 

Prenant  trois  axes  fixes  dont  l'un,  OZi,  est  dirigé  suivant  OP, 
on  déterminera  la  position  de   la    sphère   à  l'aide   des   trois 

angles  dEuler;  6,  égal  à  POH,  a  pour  valeur—  — at.  On  a 

pour  la  force  vive 

2T  =  ^iMR2(a2-^'i.'2cos2aO^?MR2(o'— 'i'sinaO^. 
5  ■  5  '         ' 

L'ordonnée  du  centre  de  gravité  étant  —  R  sina/,  le  travail 
virtuel  du  poids,  aussi  bien  que  celui  des  forces  de  liaison,  est 
nul;  les  deux  équations  de  Lagrangt*  sont  extrêmement  simples 
et  l'on  a  tout  de  suite  les  intégrales  premières 

ç' —  d'  sin  a^  =  (0,         j-V  cos-oLt  —  'ioj  sina  ^  =  o, 

eu  égard  aux  conditions  initiales.  Il  est  facile  d'avoir  les  inté- 
grales finies,  et,  si  l'on  veut,  les  forces  de  liaison. 

(Juillet  1904.) 

Lille. 

Épreuve  écrite  :  Cixé.matique.  —  L'extré/nité  A  d'une 
barre  rectiligne  AB  décrit  un  cercle  d'un  mouvement  uni- 
forme, tandis  que  son  extrémité  B  décrit  le  prolongement 
d'un  diamètre  Ox  de  ce  cercle.  Etudier  la  distribution 
des  accélérations  des  divers  points  de  la  barre  AB  à  un 
instant  donné . 

Dynamique,  —  Mouvement  d'une  toupie  dont   la  pointe 
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repose  sans  frottement  sur  un  plan  horizontal.  On  ne 
considérera  que  le  cas  oïl,  à  l'instant  initial,  la  vitesse 
du  centre  de  gravité  est  nulle  et  la  toupie  animée  d'une 
rotation  autour  de  son  axe  de  figure.  On  se  bornera  à 
établir  les  équations  qui  définissent  le  mouvement  et  à 
ramener  leur  intégration  aux  quadratures. 

Épreuve  pratique.  —  Une  barre  très  mince  AB,  homo- 
gène et  pesante,  de  masse  M,  de  longueur  il,  mobile  sans 
frottement  dans  un  plan  horizontal,  est  d'abord  en  repos. 
Une  bille  de  dimensions  très  petites  et  de  masse  '6M,  lancée 
dans  le  même  plan,  vient  choquer  la  barre  perpendicu- 
lairement à  sa  direction,  avec  une  vitesse  Vo  en  un  point  P 

AB 

tel  que  AP  =  -^--  La  barre  et  la  bille  sont  supposées  par- 
faitement élastiques. 

1°  Montrer  qu'après  le  choc  le  centre  de  gravité  de  la 
barre  et  la  bille  prennent  des  vitesses  équipollentes,  et  dé- 
terminer la  vitesse  de  rotation  de  la  barre  autour  de  son 
milieu. 

1°  Dans  leur  mouvement  ultérieur,  la  barre  et  la  sphère 
viennent  à  nouveau  se  choquer.  Calculer  le  temps  qui 
sépare  les  deux  chocs  et  montrer  que  la  barre,  après  ce 
choc,  est  ramenée  au  repos. 

3°  La  bille,  continuant  son  mouvement,  vient  choquer 
une  nouvelle  barre  CD  identique  à  la  première,  mobile 
dans  le  même  plan  autour  de  son  extrémité  D,  mais 
d'abord  en  repos,  la  figure  ABCD  étant  un  rectangle. 
Tandis  que  la  bille  cheminait  entre  les  deux  barres,  on  a 
réuni  les  extrémités  C  e<  A  par  un  fil  inextensible  et  sans 
masse,  de  longueur  égale  à  l'écartement  des  deux  barras. 
Déterminer  le  régime  des  vitesses  des  deux  barres  après 
le  choc  et  la  tension  de  percussion  du  fil. 

(Juillet  1904.) 

Rennes. 

Epreuve  écrite.  —  I.  On  considère  deux  tiges,  AB  et  CD, 
homogènes  de  même  longueur  ia,  et  de  même  poids  mg. 
La  première  est  horizontale  et  peut  tourner  librement 
autour  de  la  verticale  Az;  la  seconde  se  meut  de  telle 
façon  que  son  extrémité  C  glisse  sur  la  verticale  Az,  tan- 
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dis  que  f'eTtrémilé  D  s'appuie  sur  la  tige  horizontale  i\\i. 
Il  n'y  a  pas  de  frottement.  Etudier  le  mouvement  du  sys- 
tème. 

Examiner  en  particulier  le  cas  où  le  point  G  reste  immo- 
bile et  celui  où  il  effectue  des  oscillations  infinitésimales. 

On  désignera  par  o  l'angle  ACB  et  par  0  l'angle  azi- 
mutal  du  plan  z  P^Yi. 

II.   L'accélération  dans  le  mouvement  relatif. 

Remarque.  —  Le  problème  I  ne  présente  pas  de  difficulté. 
Le  théorème  des  forces  vives  et  celui  des  aires  permettent  de 
ramener  l'intégration  à  des  quadratures,  et  la  discussion  est 
analogue  à  celle  de  plusieurs  questions  classiques  de  la  Méca- 
nique rationnelle  (pendule  sphérique,  etc.). 

La  recherche  de  l'équilibre  relatif  de  la  tige  CD  dans  le 
plan  ^AB  et  l'étude  des  oscillations  infinitésimales  correspon- 
dantes peuvent  être  comparées  aux  questions  analogues  rela- 
tives au  régulateur  de  Watt. 

EpiiEiVE  PR.VTiQUE.  —  SuT  un  Cylindre  de  révolution  à 
génératrices  horizontales,  on  pose  en  équilibre  une  règle 
rectangulaire  homogène  d'épaisseur  négligeable  et  '^''.Me 
longueur  de  o"",  48.  Cette  règle,  légèrement  dérangée  de 
sa  position  d'équilibre,  fait  de  petites  oscillations  dont  la 
période  est  de  t%'25.  On  suppose  qu'il  n'y  a  pas  de  glis- 
sement, que  le  frottement  de  roulement  est  nul,  et  que  la 
règle  reste  perpendiculaire  aux  génératrices  du  cy- 
lindre. On  demande  de  trouver  le  rayon  de  ce  cylindre 
sachant  que  l'on  a  g  ^  9™,  81. 

Remarque.  —  Entre  le  rayon  du  cylindre  a,  la  longueur  / 
de  la  règle  et  la  périi>de  t  de  roscillation,  on  trouve  la  relation 

iga  I  Juilli'l;   1904.) 

Poitiers. 

Ei'REtVE  ÉcitiTt;.  —  I.  Etude  cinématique  du  mouvement 
d'un  système  invariable  qui  a  un  point  fixe. 

II.  Un  disque  matériel  homogène,  de  rayon  r  et  d'épais- 
seur infiniment  petite,  glisse    sans  frottement  dans   un 

Ann.  de  Malliéinat..  4"  série,  t.  I\'.  f  Septembre  i9o4-)  ^^ 
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plan  fixe.  Il  est  animé,  à  l'instant  ^  =  o,  d'une  rotation  m^ 
autour  de  son  centre. 

Quelle  force  faut-il  faire  agir,  à  partir  de  cet  instant, 
dans  le  plan  du  disque,  sur  un  point  A  de  sa  circonférence, 
pour  que  ce  point  A  prenne  un  mouvement  rectiligne  et 
uniforme  ? 

Quel  est  alors  le  mouvement  du  disque? 

Épreuve  PRATrguE.  —  Déterminer  le  centre  de  gravité  du 
solide  engendré  par  la  rotation  d'un  secteur  de  cercle 
autour  de  l'un  de  ses  rayons  extrêmes  : 

Rayon  du  cercle «  =  o'",  58o 

Angle  d'ouverture a  =  Si" 6' 23" 

(Juillet  1900.) 

Epreuve  écrite.  —  Mouvement  d'un  point  pesant   qui 
glisse  avec  frottement  sur  un  plan  incliné. 
On  adoptera  les  notations  suivantes  : 

O,  position  initiale  du  mobile; 

Ox,  horizontale  du  plan; 

Oy,   ligne   de  plus  grande  pente  dans   le  sens  des  cotes 

croissantes  ; 
a,  angle  du  plan  avec  le  plan  horizontal  ; 
f,  coefficient  de  frottement. 

On  demande  de  calculer  les  coordonnées  (:r,  y)  du  mo- 
bile M  au  temps  t  et  le  temps  t  lui-même  au  moyen  de  la 

variable  auxiliaire  v  =^  tang  ->  où  0  désigne  l'angle  de  Oy 

avec  la  tangente  en  M  à  la  trajectoire. 

Discuter  les  diverses  phases  du  mouvement  en  faisant 
varier  f. 

Epreuve  pratique.  —  On  considère  un  système  articulé 
formé  de  deux  barres  égales  OA,  O'A'  pouvant  tourner 
respectivement  autour  des  points  fixes  O,  O'  et  réunies  par 
une  barre  AA'  de  longueur  constante. 

Dans  la  position  initiale  du  système  les  barres  OAq,  0'A„ 
sont  parallèles  et  dirigées  en  sens  contraire.  Soient  Iq  le 
milieu  de  AqAq  et  l^^x  et  \(,y  des  axes  rectangulaires ,  tels 
que  \oX  soit  parallèle  à  OAq:  les  éléments  numériques  du 
système  sont  les  coordonnées  (m,  n)  du  point  O  et  la  Ion- 
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ffueur  a  de  OAq.  Ces  éléments  sont  c/toisis  de  telle  sorte, 
que,  dans  la  position  finale  du  système,  OA  ayant  tourné 
d'un  angle  a  =  AiO\o,  l'autre  barre  O'V  a  tourné  du 
même  angle  i. 

Soient  alors,  dans  une  position  intermédiaire  quel- 
conque, 6  et  6'  les  angles  AOAo  et  A'O'Aé;  on  demande, 
en  supposant  que  i  et  t  sont  des  quantités  très  petites  et 
du  même  ordre  de  grandeur  dont  on  négligera  les  puis- 
sances supérieures  à  la  quatrième  : 

\°  Les  valeurs  approchées  de  la  différence  6' — 0  et  des 
coordonnées  (x,  y)  du  milieu  I  de  AA',  exprimées  avec  «, 
a,  a,  6; 

■2°  La  construction  et  les  propriétés  du  lieu  approché  du 
point  I.  (Novembre  igoS.) 

Lyon. 

Epreuve  écrite.  —  Soient  a.  et  ^  deux  barres  horizon- 
tales, parallèles,  infiniment  minces,  placées  à  même  hau- 
teur. Un  corps  S,  solide  et  pesant,  repose  sur  a  et  ^  par 
deux  surfaces  cylindriques  A  et  B  qui  ont  même  axe  (o* 
de  révolution,  horizontal,  perpendiculaire  à  a  e<  P,  et 
un  rayon  R.  Le  plan  mené  par  w  et  par  le  centre  de 
gravité  G  de  'S  fait  l'angle  Gq  avec  la  verticale.  On  im- 
prime à  S  une  vitesse  initiale  de  translation  parallèle 
aux  barres. 

Quel  sera  le  mouvement  ultérieur?  Tenir  compte  du 
frottement,  dont  on  supposera  le  coefficient  égal  pour  A 
et  B.  (Novembre  igoS.) 

Bordeaux. 

Epreuve  écrite. —  Une  barre  homogène  AB,  de  masse  M, 
est  mobile  dans  un  plan  xOy  autour  de  son  milieu  O  qui 
est  fixe.  Un  cercle  homogène  de  masse  \x,  mobile  dans  le 
plan  xOy.,  ne  peut  que  rouler  sur  la  barre  AB.  Les  divers 
points  matériels  de  ce  cercle  sont  attirés  par  le  point  O 
proportionnellement  à  leur  masse  et  à  leur  distance  au 
point  O.  On  demande  d'étudier  le  mouvement  du  système. 

Etudier  le  cas  particulier  où  le  système  part  du  repos. 

Peut-on  choisir  les  conditions  initiales  de  façon  que  le 
cercle  G  reste  en  équilibre  relatif  sur  la  barre  AB? 

N.  D.  —  Dans  la  discussion  on  supposera  que  la  banc  A15 


(    420    ) 

est  toujours  assez  longue  pour  que  le  cercle  ne  puisse  pas  la 
quitter. 

Épreuve  pratique.  —  Une  poulie,  constituée  par  une  sur- 
face dont  on  néglige  l'épaisseur,  est  définie  géométrique- 
ment de  la  façon  suivante  :  Soit  APB  la  courbe  méridienne 
située  dans  le  plan  xOz  gui,  en  tournant  autour  de  Oz, 


X. 

A 

JC 

/m 

1 

' 

0 

/y 

engendre  la  surface  de  la  poulie;  si  M  est  un  point  cjuel- 
concjue  de  cette  méridienne,  on  a,  en  désignant  par  x 
l'abscisse  du  point  M  et  par  s  l'arc  PM, 


et  Varc  s  varie  entre  —  i  et  -^-x.  On  demande  de  calculer 
le  rayon  d'inertie  de  la  poulie  par  rapport  à  son  axe  Oz. 


SOLITIOXS  DE  QlESTIO\'S  PUOPOSÉES. 


N.  D.  L.  R.  —  Nous  prions  les  autours  de  soluLious 
de  questious  proposées  de  vouloir  bien  se  conformer, 
dans  leurs  rédactions,  aux  dispositions  adoptées  dans 
le  Journal  (indications  du  numéro  de  la  question,  de 
l'année  et  de  la  page  où  figurait  l'énoncé;  reproduction 
de  cet  énoncé;  nom  de  l'auteur  de  la  question). 

Nous  leur  recommandons  aussi  de  n'écrii'c  que  d'un 
seul  côté  de  la  page. 
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1971. 

(  1903,  p.   igj.) 

Soient  R  /e  rayon  de  courbure  d'une  courbe,  U|  celui 
de  la  représentation  sphérique  des  tangentes,  T  le  rayon 
de  torsion,  p  le  rayon  de  la  sphère  osculatrice,  s  l'arc  de 
la  courbe  donnée;  démontrer  les  relations 

et  dire  ce  cjue  devient  la  relation  (2)  dans  l'hypothèse 
p  =  const.,         T  =  const. 

(SOLON  CllASSIOTIS.) 


SOLUTION 
Par  M.  SoLON  Chassiotis. 
Soient 

(G)  x=f,{s),        y=A(s),         z=f,is) 

les  coordonnées  rectangulaires  d'une  courbe  rapportée  à  son 
arc  5.  Les  expressions 

(C)  a  =/;(.),      !3=/.;(0,      ï  =/;(«) 

sont  alors  les  cosinus  directeurs  de  la  tangente  en  un  point, 
ou  bien  les  coordonnées  rectangulaires  de  la  représenta- 
tion (C)  sphérique  de  la  courbe  donnée  G.  On  a  d'ailleurs 
la  condition 

(•)  /;-^^)+/o-(5)+/;-(5)  =  i. 

Les  rayons  R  et  Ri  de  courbure  de  G  et  de  G'  sont  respec- 
tivement 

(2)  1^    =flHs)    -}-fp(s)    +/^'(5), 

(3)  ~  =/7'(s)+fPis)+/P(s). 
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et  à  cause  de  (2)  on  a 

(  fs  i_  rfR  _    ,,     „  ,         , 

Or,  les  formules  de  Frenet  donnent  la  relation 

T  étant  le  rayon  de  torsion,  et  comme 
c'est-à-dire 

^'=R/ï(o,    :i'=R/2(o,    '('=^fi{s), 

il  vient 

d'où 

^^  R^    '    T2  "  IrJ         l,R    ds  )  ' 

cest  la  première  des  formules. 

Pour  arriver  à  l'autre,  considérons  le  rayon  p  de  la  sphère 
osculatrice:  on  a 

d  ou,   en   éliminant   -r-  — r—   entre  (3)   et   (0),   on   arrive   a    la 
relation  très  simple 


m'-(Sï 


facile  à  retenir. 

Remarque.  —  Les  formules  (5j  et  (7)  sont  évidemment 
indépendantes  du  choix  de  la  variable,  elles  sont  donc  appli- 
cables à  tous  les  cas. 

L'avantage  de  la  formule  (5)  est  que,  une  fois  R  et  R'  cal- 
culés pour  une  courbe  donnée,  elle  fait  connaître  T^. 
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Exemples.  —  i"  Suit  une  hélice  circulaiie.  On  trouve,  en 

calculant  R, 

R  =  a. 

Quant  à  Ri   il  est  aussi  constant,  car  la  représentation  splié- 
rique  d'une  hélice  est  un  cercle.  On  a  donc 

^R 
Ri  =  6>  et  -j—  =  o; 


on  déiluit 


résultat  connu. 

Ainsi  : 


ds 


1  =  =  cunst., 

s/ a'*  —  I 


Les  courbes  dont  le  rayon  de  courbure  est  constant  et 
qui  ont  comme  représentation  sphérique  de  leurs  tan- 
gentes un  cercle  sont  des  hélices  circulaires. 

Quant  à  la  formule  (7),  elle  fait  connaître  c;   mais  à  cause 

de  C6)  on  a 

p  =  R. 

En  sorte  que,  en  tout  point  d'une  hélice, 

R2  T2  \l\J    ' 

où  toutes  les  lettres  sont  des  constantes. 

2"  Prenons  les  courbes  T  =  a.  0  =  b.  On  tire  de  (7) 

R2=:  KR,. 

et  de  (5) 


(8)  mR-f-v^i  — m2R2=/AS. 

m  et  p  étant  des  constantes  dépendant  de  a  et  de  b. 

Ces  courbes  sont  tracées  sur  une  surface-canal  engendrée 
par  une  sphère  de  rayon  constant  dont  le  centre  parcourt  une 
courbe  à  torsion  constante.  Elles  coupent  à  angle  droit  les 
cercles  de  la  surface  et  de  plus  sont  des  géodésiques  pour 
cette  dernière.  Comme  on  a  T  =  «,  l'équation  (8)  définit  la 
courbe  en  coordonnées  intrinsèques. 
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1977. 

(1903,   p.   4'i.) 

On  donne  dans  un  plan  cinq  droites  a,  b,  c,  d,  d'  et 
deux  points  Dj,  A2  sur  une  droite  qui  passe  par  le  point 
d'intersection  D  des  droites  d  et  d' . 

On  projette  du  point  Di  les  points  (bc),  (ca),  (ab)  (') 
sur  la  droite  d  et  du  point  A»  les  mêmes  points  sur  la 
droite  d'.  Soit  a'  la  droite  qui  joint  les  deux  projections 
du  point  (bc);  soient  de  même  U  et  c\  . . . .    • 

Les  huit  droites  a,  b,  c,  d,  a',  b',  c',  d'  forment  une 
configuration  jouissant  des  propriétés  suivantes,  dont  on 
demande  la  démonstration  : 

i"  On  peut  former  huit  groupes  de  six  droites,  les  droites 
d'un  même  groupe  passant  par  un  même  point,  et  cela 
conformément  au  Tableau  suivant  : 


passent  par  un  même  point  A2 


B., 


D, 


\    (ab)(c'd')  {bc){a'd')  {ca){b'd') 

)    {a'b')(cd)  {b'c'){ad)  (c'a'}(bd) 

\     {ab){cd)  (bc')(a'd)  {c'a){b'd) 

]  (a'b')(c'd')  {b'c)(ad')  (ca')(bd') 

i   (ab'}(c'd}  {b'c)(a'd)  (ca)(bd)     | 

\    ia'b)(cd')  {bc')(ad')  (c' a' )  (  b' d')\ 

j    (ab')(cd')  (b'c')(a'd')  (c'a){bd') 

\   {a'b){c'd)  {hc){ad)  (ca')(b'd) 

I    (ab')(cd)  {b'c')(a'd)  (c'a){bd)    l 

]{a'b){c'd')  (bc)(ad')  ica')(b'd')]                           "                            ' 

i    (a'b){cd)  (bc')(ad)  (c'a'}{b'd)  1 

i  (ab'){c'd')  {b'c){a'd')  (ca)(bd')    \                           "                           '' 

(    (ab)(cd')  (bc')(a'd')  (c'a)ib'd') 

\  {a'b'){c'd)  (b'c)(ad)  (ca')(bd) 

\    {ab){cd)  (bc)(a'd)  {ca)(b'd)    ) 

\  (a'b')(cd')  (b'c')(ad')  (c'a'){bd')\ 

(')    (bc)  est  le  point  d'intersection  des  droites  b  et  c. 
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•i°  Désignons  re&pecliKcmcnt  par  A,  15,  C,  D  les  points 
(aa'),  {bb')^  (ce'),  (dd').  Les  trvis  poiiils  appartenant  à 
l'un  quelconque  des  seize  groupes 

AA,A2,  AB,  B.,  ACiCo,  AD,D.,, 

BB1A2,  BA1B2,  BD1C2,  BG,  D2, 

CC1A2,  GD,B2,  CA1C2,  CB1D2, 

DDiAo,  DG1B2,  DBiCs,  DA1D2 

sont  sur  une  même  droite.  (  L.  Ki.lg.) 

SOLUTION 
Par  M.  L.  Klug. 

i"  On  connaît  le  théorème  suivant  : 

Si  un  triangle  est  circonscrit  à  un  autre,  on  peut  lui 
circonscrire  une  infinité  de  triangles  circonscrits  au 
second. 

Ge  théorème  peut  encore  s'énoncer  ainsi  : 

Soient  l' m' n'  et  l"  m"  n"  deux  triangles  inscrits  au 
triangle  Imn  {les  points  /',  l"  sont  sur  le  côté  mn,  etc.); 
soient  /i ,  /«j ,  iii  les  points  où  se  coupent  respective- 
ment m' n\  m!' n!' \  «V,  11"  l"  ;  l  ni\  l"  ni" .  Si  la  droite  niiUi 
passe  par  le  point  /,  les  droites  nil\  et  l[mi  passent 
respectivement  par  les  points  m  et  n. 

Dans  la  figure  considérée,  les  deux  triangles 

{b'd){ac){b'd'),     {a  d)  {bc)  {a' d') 

sont  inscrits  au  triangle  dcci  ;  les  deux  côtés  {b'd){ac)  et 
(a  d)  (  bc)  passent  par  le  point  Dj  ;  les  deux  côtés  (ac)  (b'd'  ), 
(bc)  (a' d'  )  passent  par  le  point  Ao,  et  les  trois  points  D,,  A2, 
(dd')  ou  D  sont  en  ligne  droite;  par  conséquent  le  point 
d'intersection  (a'b')  des  côtés  (b'd)  (b'd')  ou  b'  et  (a'd')  (a'd) 
ou  a'  est  sur  la  droite  Di(co?')  et  aussi  sur  la  droite  Ki(ccl'). 

Il  en  résulte  que,  si  l'on  projette  le  point  (a' b')  du  point  Di 
sur  d' ,  et  du  point  A2  sur  r/,  la  droite  qui  joint  ces  deux  pro- 
jections n'est  autre  que  c. 

De  mcinc,  si  l'on  projette  les  points  (b'c),  (  c' a' )  du  point  Dj 
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sur  d  et  du  point  A9  sur  d^  les  droites  qui  joignent  les  deux 
pfojeclions  d'un  même  point  sont  respectivement  a  et  h. 
Pour  démontrer  que  les  droites 

{ab){ccl),  {bc'){a'd),     {c'a)ib'd), 

(a'  b'){c'd')^     {b'c){ad'),     {ca'){bd') 

passent  par  le  point  Bo,  remarquons  que  les  côtés  des 
triangles  abc',  a' b' c  déterminent  une  involution  sur  la 
droite  d.  Par  conséquent,  la  droite  {c'a){b'd)  passe  parle 
point  d'intersection  B2  des  droites  {ab)(cd),  (a'd){bc').  Les 
mêmes  triangles  déterminent  une  involution  sur  la  droite  d' ; 
par  conséquent,  la  droite  {& a){b'd')  contient  le  point  d'inter- 
section Cl  des  droites  (ab}(cd' ),  (bc')  {a'd').  On  démontrera 
de  même  tous  les  résultats  énoncés  dans  la  première  partie. 

1°  Démontrons  par  exemple  que  les  trois  points  D,  B2,  Cj 
sont  en  ligne  droite;  à  cet  eiïet  considérons  les  deux  triangles 

{ab){cd){cd'),     {bc')(a' d)  (a' d') 

qui  sont  inscrits  au  triangle  dd'b. 

Les  côtés  {ab){cd)  et  ( bc')  (a'd)  passent  par  le  point  B2. 

Les  côtés  (ab)  (cd')  et  (  bc' )  (ci d' )  passent  par  le  point  Cj. 

Les  côtés  (cd)  (cd')  et  (a' d)  (a' d')  passent  par  le  point  ca' . 

La  droite  ïi-2(ca')  passe  par  le  sommet  (bd')  du  triangle  dd'b; 
la  droite  Ci(ca')  passe  par  le  sommet  (60?)  du  même  triangle; 
donc  la  droite  B2C1  passe  par  le  point  (dd' )  ou  D. 

c.    Q.    F.    D. 

1980. 

11903,  p.  4'i2.) 

Déterminer,  de  la  manière  la  plus  générale,  une  courbe 
(plane  ou  gauche)  telle  que  toutes  ses  conchoïdes par  rap- 
port à  un  point  de  l'espace  convenablement  choisi  soient 
des  courbes  sphériques.  (  R.  Bricaud.) 


SOLUTION 

Par  M.  R.  Bricard. 


Soient 


G  une  courbe  jouissant  de  la  propriété  énoncée; 

O  un  point  par  rapport  auquel  toutes  les  conchoïdes  de  C 

sont  des  courbes  sphériques; 
m  et  n  deux  points  quelconques  de  C. 


(  427  ) 

Si,  quels  que  soient  les  points  ni  et  «,  on  a  0/?i  =  On,  la 
courbe  C  est  tracée  sur  une  sphère  de  centre  O,  et  fournit 
une  solution  cvidenle  du  problème.  Dans  le  cas  contraire,  on 
peut  choisir  les  points  m  et  n  de  telle  manière  que  l'on  ait 

Om  ^  On. 

Construisons  alors  les  deux  conchoïdes  de  G,  G'  et  C",  obte- 
nues en  retranchant  des  rayons  vecteurs  de  G  des  longueurs 
constantes,  égales  respectivement  à  Ont  et  à  On.  Les  deux 
courbes  G'  et  G"  passent  par  le  point  0,  et  les  sphères  (S') 
et  (S")  qui,  par  hypothèse,  les  contiennent,  passent  aussi  par 
le  point  O. 

Gela  posé,  désignons  respectivement  par  O'  et  par  O"  les 
points  diamétralement  opposés  au  point  O,  sur  les  sphères  (S') 
et  (S"),  et  soient  p'  et  p"  deux  points  correspondants  des 
courbes  G'  et  G".  Le  segment  de  longueur  constante />'/>"  est 
la  projection  orthogonale,  sur  la  droite  O p\  du  segment 
fixe  O'O"  :  cela  exige  que  la  droite  O/?'  fasse  un  angle  con- 
stant avec  la  droite  O'O";  d'où  il  résulte  que  la  courbe  G'  est 
l'intersection  de  la  sphère  (S')  et  d'un  cône  de  révolution 
ayant  son  sommet  en  O'. 

Réciproquement,  la  courbe,  intersection  d'un  cône  de 
révolution  et  d'une  sphère  contenant  le  sommet  du  cône, 
est  telle  que  toutes  ses  conchoïdes  par  rapport  au  sommet 
du  cône  sont  des  courbes  sphériques.  Désignons,  en  effet, 
par  O  le  sommet  du  cône,  par  O'  le  point  de  la  sphère  qui 
lui  est  diamétralement  opposé,  par  m'  un  point  quelconque 
de  la  courbe.  .Menons  par  O'  une  parallèle  à  l'axe  du  cône,  et 
soit  O"  un  point  fixe  quelconque  sur  cette  parallèle.  La  pro- 
jection orthogonale  de  O'O"  sur  Om  est  évidemment  un 
segment  de  longueur  constante;  donc,  etc. 

On  a  donc  bien  obtenu  la  solution  générale  du  problème, 
en  laissant  de  côté  la  solution  évidente  et  sans  intérêt  signalée 
plus  haut. 

1983. 

(  1903,   p.   48". ) 

Soient  G  le  cercle  ayant  pour  diamètre  la  distance  des 
deux  sommets  d'un  limaçon  de  Pascal,  et  G'  un  cercle 
bitanfcent  au  limaçon  : 


(  4^8  ) 

1°  L'axe  radical  des  cercles  C  et  C  passe  par  un  poinl 
fixe; 

2"  Le  lieu  des  centres  de  similitude  des  cercles  C  et  C 
est  une  strophoïde  droite.  (E.-N.  Barisien.) 

SOLUTION 
Par  M.  Letierce. 

I.  Prenons,  pour  axe  des  ar,  l'axe  de  symétrie  du  limaçon, 
pour  origine  le  poinl  double  O,  et  pour  axe  des  jk  la  perpen- 
diculaire à  Ox. 

Soient  a  l'abscisse  du  centre  du  cercle  G,  p  le  rayon  de  C. 
Considérons  le  limaçon  comme  podaire  de  G  par  rapport  à  0. 

Si 

{x  —  a)  cosa  -f-j^sina— j9  =  o 

est  une  tangente  à  G,  les  coordonnées  d'un  point  du  limaçon 
sont  données  par 

X  =  (/)-4-«  cosa)  cosa, 
y  =^  ( p  -{-  a  cosa)  sina 


ou,  en  remplaçant  sina  et  cosa  par  leurs  valeurs  en  fonction 

\p^a^{p—a)t^]{i-t'-) 


de  tang-  =  t 

2 


(0  {  ^"^'''' 

^[p-^a-h(p-a)t^t 
l  -^  {i-ht^y 

Soit  un  cercle  G'  d'équation 

(2)  a7^  +  jK^H- 2X3? -t- 2[Jij' -T- V  =  o. 

Pour  que  G'  soit  bitangent  au  limaçon,  il  faut  que  l'équation 
aux  t  des  points  d'intersection  de  (i)  et  de  (2)  soit  un  carré 
parfait.  Tous  calculs  faits,  on  trouve 

(3)  ii-^-^V--hla  =  o, 

a 
L'axe  radical  de  C  et  G'  a  pour  équation 

iÇk  -\-  a)x  -^  -i^iy  -\- p-  —  rt'2  H ( p-  —  «2  )  =  o . 


(  4->.9  ) 
Ce  (jiii  montre  quo  l'axe  radical  passe  par  le  point  fixe 


o-'  —  p-^ 

— 777-'  y  =  ^ 


II.  Les  centres  de  similitude  sont  définis  par  l'intersection 
de  la  droite  des  centres  et  de  la  circonférence  lieu  des  points 
d'où  l'on  voit  C  et  G'  sous  le  même  anj^le.  Exprimant  celte 
propriété,  on  trouve  pour  équation  de  la  circonférence 


La  droite  des  centres  est 

\x{x — a)  —  {\  ->r  a)y  =  o. 

Eliminons  X  et  [x  entre  ces  deux  équations  et  l'équa- 
tion (3j;  on  obtient  finalement,  après  suppression  du  fac- 
teur [(x  —  a)' -h  y-], 

x(x'-\-  y-)  —  dix''-  —  y-)  =  o. 

Le  lieu  est  donc  une  stroplioïde  droite  passant  par  le  centre 
du  cercle  C  et  ayant,  pour  point  double,  le  point  double  du 
limaçon.  Il  est  à  remarquer  que  ce  lieu  est  indépendant  de /j. 

1985. 

(1903,   p.  528.) 

On  sait  que  le  lieu  des  milieux  des  cordes  normales  à 
une  ellipse  est  une  sextique. 

Montrer  que  l'aire  de  cette  courbe  est  la  moitié  de  celle 
de  l'ellipse  de  Frégier  relative  à  l'ellipse  donnée. 

(E.-N.  Baiusikn.) 

soi.tr  io.\ 
Par  M.  A.- H.  Couvkut. 

Soit H  V-  —  I  =:  o  l'ellipse   considérée;    la    normale   à 

a-         0- 

cctte  courbe  au  point  d'anomalie  excentrique  o  est 
a  sin'^..r  —  b  cosc;.  y  =  f-""  sin  o  coso. 


(  43o  ) 

et  le  diamètre  de  celte  droite  est 

b^  cosœ.a;  -f-  a'  sin  cp.y  =  o. 

En  éliminant   ç  entre  ces  deux  équations,  on  a  la  sextique 
considérée 

(  ^,2 ^2  4_  «2^,2)2(^6^/2+  b^  X^  )  —  a'*  b'*  c'*  X^ y^  =  G. 

En  coordonnées  polaires,  cette  courbe  a  pour  équation 
(abc)''  sin2e  cos26 

ri2  —   1 '- . 

^        (62  00820  +  a2  sin2e)2(a6  sin20  -+-  b^  cos20) 
L'aire  A  de  la  courbe  sera 

u 

r^  sin20  cos20  </0 

A.  r=  i(  abc)''    I       ; — -. — -7: r- ., ,.    .,  , — ;: — :— TE 77 TTT.  ' 

Jo     (a- suV-^ -^  b' cos-(i)-{a*' s\n^% -\-o^co?,^ii) 


Posons  tangO  =  /, 


et 

Or 

r- 


(a2r2-+-62)2(rt«r2_^.66) 

1/1  I  b^-  I  «2^,2 


rti_^2\^«2  («2^24-62)2  a2(rt4— ^i)   rt2^2_,_62  „>  _  ^,1    «C/2  _,_  ^. 

Donc 

■ia'*b'*c^-  /  \_     f"^  dt  b^ 

~     a2-h62    (^«2  J^         (a2/i_4,  ^2)2   "+"   «2(rt4_64) 

/'°°        f/<  a'^b'^       r'°        dt        \ 


Oi 


i      «■-  ^ 


^/ 


2  +  62        «6 


(  4:^.  ) 


et 


clt  I        /  \b 


I      'Jl =  _ 

J^      {aU-^ -i- b' }■'        a 


I 

-(t)T 

>  »° 

<¥) 

T. 

'-{TÏ 

/,  «63  ' 

00 

"m 

7^ 

r  _j__ . 


_ia*b'*c''-  /  i       t:  6'^  x  a-  6^  -     \ 

~   «2-;-  62  \^  4  «63  "^  rt2(rt*—  6M  2  «6        «*  —  b*  ■}.  «3  6^/ 
_  T.ab^c"-  f    I  62  «2^2 


a2_f-62\^2  62        a^ — b*        {a* — b'*)b'- 

'i(a^-+-b^)(a^—  b'*)^ 
Tzab  la'' —  6-' 


a2_|_  l,>. 
Or,  l'ellipse  de  Frégier  a  pour  équation 


\«2^_62/ 


6c2 


«2  -I-  hl 


(voir,  par  exemple  :  Kokhmîr,  Exercices  de  Géométrie  ana- 
lytique, I'"  Partie,  p.  Sy).  L'aire  A'  de  cette  ellipse  est 

, ,  o6c^ 

A   =  TT  : — ; T~r~,' 

{a-^-^b-^y^ 
Nous  voyons  alors  que 

?.  C.  Q.    F.   U. 

1986. 

(1903,  p.   576-) 

D'un  point  arbitraire  T  on  mène  à  une  parabole  donnée 
les  tangentes  TA,  TB.  Sur  la  normale  en  A  on  projette 


(     132     ) 

orthogonal ement  en  C  le  point  de  contact  B.  Du  point  T 
on  élève  la  perpendiculaire  TE  à  TC,  elle  coupe  en  E  la 
normale  en  A  :  quel  est  le  lieu  du  point  E,  lorsque  T  varie 
de  position'/  (AJan.xheim.) 

SOLLTION 
Par  M.  R.  B. 

Soit  I  le  point  où  TB  rencontre  AG.  Du  point  I  menons  à 
la  parabole  la  tangente  autre  que  IB,  et  soit  K  le  point  de 


rencontre  de  cette  tangente   et  de  AT.    On   a,  d'après   une 
propriété  connue  de  la  parabole, 


KT 
KÂ 


IB 

Tt 


IC 

Ta 


Kl  est  donc  parallèle  à  TC. 

Il  en  résulte  immédiatement  que  le  point  E  est  l'ortho- 
centre  du  triangle  TKI,  circonscrit  à  la  parabole.  E  appar- 
tient donc  à  la  directrice,  qui  se  trouve  être  le  lieu  demandé. 

Solution  analytique  de  M.  Lez. 


EHUATA. 


a. -G.  GuEENuiLL,  Étude  géométrique  du  mouvement  planétaire  ■ 

Page  33g,  ligne  9,  au  lieu  de  :  en  P,  P,,  lire  :  en  PP^. 
»      341,  ligne  23,  au  lieu  de  :  direction,  lire  :  directrice. 
n     347,  ligne  12,  au  lieu  de  :  Iv  =,  lire  :  \  v-. 
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[L-17ea] 

SIU  L'EXTEXSIOX  DU  TIIÉOKÈME  DES  POLYGONES  DE 
PORCELET  A  L'ESPACE,  PAR  DES  POLYÈDRES  DE 
GE\KE  un  C); 

Par  m.  g.  FONTENÉ. 


I. 

1.  Appelons  polyèdre  homogène  un  polyèdre  dont 
toutes  les  laces  ont  le  nièine  nombre  x  de  côtés,  dont 
tous  les  sommets  ont  le  même  nombre  y  d'arêtes.  Un 
polyèdre  homogène  de  genre' m/z  donne  lieu  aux  trois 

relations 

F+S  =  A, 

F  .r  ^  S  j'  =  2  A 

homogènes  par  rapport  aux  trois  quantités  F,  S  et  A. 
L'élimination  de  ces  trois  quantités  donne 

--4-^=1  ou         {x—-i){y  —  i}  =  ^. 

On  peut  donc  avoir 

(i)  ^  =  4,       y  =  ^        a\&c        F  =  S, 

(2)  37  =  3,        JK  =  6         avec         F=:2S, 

(2')  ^  =  3,         ir  =  6         avec         S  =  2F, 

les  deux  derniers  cas  étant  corrélatifs  l'un  de  l'autre. 


(  '  )  La  première  idée  de  l'emploi  de  pol3'èdres  de  genre  un  pour 
l'objet  indiqué  ici  s'est  présentée  au  cours  d'une  conversation  avec 
M.  R.  Bricard. 

Ann.  de   Mathémat.,  4'  série,  t.  IV.  (Octobre  igo'i.)  28 


(  434  ) 

2.  Parmi  les  polyèdres  (i),  on  peut  citer  des  polyèdres 
à  ini  trou  ou  polyèdres  toriques  (voir  la  figure  ci-des- 
sous), dont  les  faces  sont  des  quadrilatères  assemblés 
4  par  4  autour  de  chaque  sommet.  Si  p  est  le  nombre 
des  sommets  sur  un  contour  tel  que  ABCD...,  et 
si  q  est  le  nombre  des  sommets  sur  un  contour  tel 
que    A  A' A' A'".  .  .  ,    le    nombre    des    sommets    ou    des 


faces  est  pq .  Le  plus  simple  de  ces  polyèdres  corres- 
pond à/;=i3,</  =  3;ilag  sommets  et  9  faces. 


3.  Les  polyèdres  (2)  ont  pour  faces  des  triangles 
assemblés  6  par  6  autour  de  chaque  sommet  (sommets 
hexaèdres).  Le  plus  simple  de  ces  [)olygones  correspond 

àS=-. 

On  se  donne  à  volonté  les  sommets  1,2,  .  .  .,  7.  On 
a  les  arêtes  en  joignant  chaque  sommet  aux  six  autres. 
Pour  ibrmer  les  i4  laces,  on  se  rappelle  (théorie  des 
systèmes  triples)  que  sept  objets  1,  2,  .  .  .,  7  donnent 
lieu  à  sepi  triades,  deux  objets  pris  à  volonté  taisant 
partie  d'une  triade  et  d'une  seule;  un  tel  syslème  triple 
donnera  donc  7  laces,  chacune  de  21  arêtes  apparte- 
nant à  l'une  de  ces  faces  5  au   moyen  de  deux  systèmes 


(  435  ) 
triples,  on  aura  les  i4  faces,  chaque  arête  étant  coininuue 
;\  deux  faces  (').  On  jjrendia  par  exemple 

[24,     ^35,     346,     4 '7-     J*^'     <>7^-     7'^ 
et 

134.     iy>:     356.     467.     57(,     6(2,     723. 

On  peut  encore,  [)oui-  loriuer  ces  laces,  écrire  cv- 
cliqiieiuent 

I,     2,     3,     4,     5,     6,     7,     1,     2,     ...,     I,     2,     ...,     7, 

barrer  de  trois  en  trois,  ceqni  donne 

1.     2,     4,     5,     7»     ',     3,     4)     6.     7,     2,     3,     5,     6, 

et  les   i4  faces  donnent  la  cliaiin*  fermée 

124,     245,     4^7,     371,     713,     ...,     612. 

On  peut  enlin  considérer  les  'j  tétraèdres 

1234,     2345.     ...,     6712,     7123; 

chacune  des  taces  12.3.  26^,  ....  712  est  commune  à 
deux  tétraèdres  voisins:  en  supprimant  ces  faces,  il 
reste  les  i4  faces  du  polvèdre  torique. 

Cette  construction  a  été  indiquée  par  Môbins,  qui 
parait  s'être  occupé  le  premiei-  de  polvèdres  de 
genre  un  (  -). 

II. 

4.  De  combien  de  paramètres  dépendent  les  poUèdres 
considérés?  Les  sommets  donneraient  lieu  à  3 S  para- 
mètres, si  les  faces  étaient  nécessairement  des  triangles; 


(  '  j  Ce  mode  de  fornialion  des  faces  m'a  été  indiqué  par  .M.  Bri- 
card. 

(-)  Voir  rOuvrage  de  M.  Max  BrCckner  (Viefecke  und  l'iel- 
Jlaclie,  p.  221.  Leipzig.  1900). 


(  436  ) 
mais  il  faut  défalquei-  x  —  3   paramètres  pour  chaque 
face  lorsque  les  faces  ont  x  côtés  j  le  nombre  des  para- 
mètres restants  est 

3S  — F(^  — 3) 

ou 

3(F-hS;  — 2(F+  S) 

ou 

F-4-S     (1). 

Si  donc  le  polyèdre  doit  être  circonscrit  à  une  (jua- 
dratiqiie  et  inscrit  à  une  autre,  ce  qui  forme  F  -h  S  con- 
ditions, il  est  déterminé,  au  moins  en  apparence.  Il  y  a 
lieu  de  se  demander  si  la  recherche  d'un  tel  polyèdre 
n'est  pas  un  problème  susceptible  d'indétermination. 

o.   Considérons  les  deux  (juadriqnes  de  révoluliou 


(S) 

a  {x^-\-  y-)  -^  cz'^  -r-  d 

—  o. 

(S') 

a' (  x^ -^  y^  )  -h  c'  z'^  ^^  -mi  z  - 

,-  c^'=  o, 

et  un  polyèdre  torique  circonscrit  à  la  premièie  et 
inscrit  à  la  seconde.  2Sous  supposerons  que  les  poly- 
gones ABC. .  . ,  A'B'C.  ...  ...  sont  des  polygones  régu- 
liers, situés  dans  des  plans  parallèles  au  plan  des  xy^ 
ayant  leurs  côtés  parallèles,  et  dont  les  centimes  sont  sur 
l'axe  des  z.  Le  plan  des  zx  étant  supposé  perpendicu- 
laire aux  arêtes  AB,  A' IV,  ...,  en  leurs  milieux  M, 
M',  .  .  .  ,  on  a  dans  ce  plan  un  polygone  de  q  côtés, 
MM'..  ,,  circonscrit  à  la  conique 

(S)  _y  =  o,         aa?^-!- c^^-^- c^  =  o. 


(')  Ce  nombre,  exact  pour  les  polyèdres  (2)  et  (2'),  est  un 
minimum  dans  le  cas  des  polyèdres  (i).  Il  a,  en  effet,  été  obtenu 
en  écrivant  que  le  fait,  pour  chaque  face,  d'être  plane,  impose 
F(4  —  3)  =  F  conditions.  Or  il  est  parfaitement  possible  que  ces 
conditions  ne  soient  pas  indépendantes.   Voir  la  note  suivante. 


Les  jjoiiils  AA'.  ..  sont  sur  la  (H)iii(|uc  ol)Lei)ue  en  cou- 
pant la  (|uadri(|U('  -'  par  le  plan 

j  =  X  taiifi-. 

el  les  poinls  .MM'.  .  .  sont  sur  la  coniqu*^ 

(S')        y  =  o,         a'cc- séc- -  ^  c' z- -h  2mz -h  d' =  o. 

Les  deux  coniques  8  et  S'  sont  lic'es  pai'  une  relation 
in\ariante  puisqu'il  existe  un  polygone  de  q  côtés  cir- 
eonseril  a  I  une  el  inscrit  a  l'autie;  les  deux  cjua- 
dj'i(/ues  i!  el  ^'  sont  donc  aussi  liées  par  une  leLition 
invariante,  ce  qui  contîrnie  la  prévision  du  n°  à^. 

6.    Soit,  par  exemple,  ;>  ^  3,  ^  =  3.  On  a,  à  cause 
de  /j  =  3, 

(Sj  ax--^-cz-^d  ,=  o, 

(S')  ^a' X'^  c  z--^  iinz -^  d' ^  o. 

La  condition  de  lér-melurt^  pour  y  =  3  est  celle-ci  : 
l'équation  en  À  relative  aux  deux  coniques  étant  tonnée 
d'après  Técpiation 

la  somme  des  racines  carrées  des  lacines  de  cette  équa- 
tion doit  être  nulle.  L'une  des  valeurs  de  A  est  d'ailleurs 


et  les  deux  autres  sont  données  par  l'équation 

(3)  {\c -\- c)i\d -T- d' )  —  ni'-=  o: 

en  désignant  par  ),'  et  //'  les  racines  de  cette  équation 
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ou  doit  donc  avoir 


'■V 


—  ±^±s/}7=o. 


Or,  si  l'on  forme  i'é(|ualioii  en  )>  relative  aux  deux 
cjuadricjues 

(S)  ax^-  -h  ay-  -^  cz'^  -h  d  =  o, 

(S')  a' t'^-+-  rt'^K'^H-  c' z'^-h  im  z  ^  d'  —  o, 

d'après  l'équation 

\  I  -!-  1'  =  o, 

deux  des  racines  ont  pour  \  aleur  coiuiuune 

a 

et  les  deux  autres  \-i  et  A^  ont  les  valeurs  désignées 
plus  haut  par  V  et  X".  La  condition  de  fertnetave  est 
donc  ici  : 

v/X7±  v/^±:  v/)^±  v^=  o; 

ce  résultat  est  de  nature  à  donner  confiance  dans 
les  vues  exposées  ici  pour  l'extension  véritable  du 
Uiéorénie  des  polygones  de  Poncelei  à  l'espace  (  '  ). 

7.   Soit  encore  ^  ^  4i  <l  =^  A-  On  a,  à  cause  de  ^  =:  4» 

(S)  ax'^^cz-^d  =  o, 

(S')  1  a' X- -\- c' z'^ -\- -im  z -}- d' =  o . 

La  condition  de  fermeture  j)Our  7  =:  4  ^st  que,  dans 
l'équation    en    \   formée   comme   il   est  dit  plus   haut, 


(  '  )  Le  polyèdre  considéré  ici  dépend  de  19  et  non  de  18  para- 
mètres, comme  le  montre  la  considération  des  triangles  ABC, 
A'B'C,  A"B"C".  J.e  problème  qui  se  pose  à  son  sujet  semble  donc 
être,  a  priori,  un  problème  simplement  indéterminé;  il  se  trouve 
être,  dans  le  cas  considéré,  un  problème  impossible  ou  doublement 
indéterminé. 
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fale  à  1 
L'une  des  valeurs  de  À  esl  ici 


l'une  des  ratines  soit  égale  à  la  somme  des  deux  aulies. 


—  ia 

k  =  


et  les  deux  autres  sont  données  par  réquation  (3);  on 
doit  doue  avoii-,  soit 

?.a' 


son 


a 


_afL=d=()/-X"). 

a 


En  conservant  les  notations  du  n°  6  la  condition  de 
fermeture  est  donc  ici,  soit 

Xi-j-  },,=  X3-1-  X4, 
soit 

Xi-4-À2  =  ±(>^3  — >-4;; 

même  observation  qu'à  la  fin  du  numéro  précédent. 

8.  Le  temps  me  manque  pour  pousser  la  question 
plus  loin;  je  souhaite  que  d'autres  fassent  ce  que  je  ne 
puis  faire. 


[M*5,  M»3] 
C0,\r01JUS  VARIABLES  INSCRITS  A  l]^E  CUBIOllE  GAICHE, 
CIRCONSCRITS  PAR  LES  PLANS  DE  LEURS  ANGLES  A  UNE 
SURFACE  RÉGLÉE  DU  TROISIÈME  ORDRE; 

Par  m.  g.  FONTENÉ. 


Si  l'on  cheiche  un  polygone  de  n  côtés  inscrit  à  une 
courbe  gauche  donnée  et  circonscrit  par  les  plans  de 
ses  angles  à  une  surface  donnée,  le   problème  est  en 
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général  déterminé^  le  théorèiue  que  l'on  trouvera  au 
11°  7  a  don('  un  caractère  pai'adoxal. 

1. 

1.  Soit  une  cubique  gauch(î  F  donnée  par  les  for- 
mules 

(l)  :r  =  X3,         JK  =  X2,  z  =  X,  t  =  i. 

Considérons  les  plans  b^  eu  nombre  doubleiiiciit 
infini,  {|ui  coupent  la  cubique  en  trois  points  A,  B,  C 
dont  les  paramètres  a,  '^j,  y  vérifient  la  relation  triple- 
ment linéaire,  symétrique  en  a  el.  y, 

(■2)     AaY-?  +  B(a-4-Y)p-h  B'aY  +  G[3-i-G'(a  +  Y)+  D  =o; 

reiivelop[)e  de  ces  plans  est  une  surface  de  troisième 
classe.  En  effet,  soient  P  et  Q  deux  points  de  la 
cubique^  comme  le  plan  h  n'a  en  commun  avec  la 
courbe  que  les  points  A,  B,  G,  si  l'on  considère  un 
plan  b  passant  par  PQ,  les  points  P  ei  Q  (dans  cet 
ordre)  sont  pour  ce  plan  les  points  A  et  B,  ou  les 
points  B  et  A,  ou  les  points  extrêmes  A  et  C;  la  rela- 
tion (2)  étant  triplement  linéaire,  il  existe  un  seul 
plan  b  passant  par  PQ  tel  que  P  et  Q  soient  A  et  B 
pour  ce  plan,  ...  ;  l'enveloppe  du  plan  b  est  donc  une 
surface  de  troisième  classe,  deux  «les  plans  taiigeuLs  qui 
passent  par  une  corde  PQ  de  la  cubique  étant  de  même 
nature,  le  dernier  étant  d'une  nature  spéciale  (relative- 
ment à  PQ). 

2.  Cette  surface  est  réglée  et  contient  la  cubicpu?. 
En  eflet,  si  l'on  se  donne  ^,  on  a  entre  a  et  y  une 
relation  involutive;  le  point  B  étant  donné,  il  j  a  doue 
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involulion  entre  A  et  C  sur  la  cubique,  de  sorle  que 
les  cordes  AC  sont  les  géiiératiices  d'un  même  système 
d'une  quadrique  passant  par  la  cubique  5  parmi  les  géné- 
ratrices de  l'autre  système,  une  passe  en  B,  soit  BB' ; 
comme  BB' rencontre  les  cordes  AC  relatives  au  point  B, 


on  voit  (|ue  tout  plan  mené  par  BB' est  un  plan  tangent 
à  la  surface  enveloppe  considérée,  de  sorte  que  cette 
droite  est  une  srénérairice  de  cette  surface. 


&" 


3.  11  est  facile  de  voir  géométriquement  que  toute 
surface  réglée  du  troisième  ordre  passant  parla  cubique 
détermine  pai-  ses  plans  tangents  trois  points  A,  B,  C 
de  la  courJje  liés  par  uni;  relation  de  la  forme  (2).  Une 
telle  surface  doit  tlonc  dépendre  de  cinq  paramètres, 
comme  la  relation  (2),  et  c'est  ce  que  l'on  peut  vériiier 
par  le  calcul  suivant.  (Les  n"'*  3  et  4  peuvent  être  laissés 
de  coté.) 

L'équation  d'une  surface  réglée  du  troisième  ordre 
est  de  la  forme 

{x  — / y  -+-  g  z  —  h  t)-  {x  —  l y  -^  tnz  —  n  t) 
=  k{x  —J'y  +  g'z  —  h'tf  (x  —  l'y^  m' z  —  n't); 

et  cette  surface  contient  la  cubique  si  l'on  a  identique- 
ment 

=  A-(  Â3  — /'  X2  -h  .  .  .  j2  (  X3  _  /'X2  +.  .  .  ). 
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II  faut  d'abord  fc  =  i .  Si  l'on  désigne  par  rt,  &,  c, 
a,  |3,  y,  a',  Z»',  c',  .  .  .  les  racines  des  quatre  polynômes 
eu  );,  ou  doit  avoir 

(X  _  a  )-2  (X  _  è  )2  (X  —  c  )M>-  -  2c  )  (X  -  P  )  (X  -  ï  ) 
=  {1  —  a'f-O^  —  b'}-  O^  —  c'f{X  —  a'  )  (X  —  |i'  )  (  X  —  y'  ); 

ou  ne  peut  pas  supposer  a  ^=  n'^  b  ^  h',  c  =  c',  .  .  . ,  et 
il  faut  prendre 

a'  =  y'  =  6,         a  =  Y  =  b',         a'  =  a,         c'  =  c,         j3'  =  ^  ; 

les  quatre  poljnomes  en  A  sont  donc,  en  remplaçant  [i 
par  r/, 

(l  —  b  )(}j  —  pl  +  ^),     (X  —  b'f-(\  —  d), 
('k-~b')(l^  —  pl-hq),     (X  -6  )2(X  -fl'); 

l'équation  de  la  surface  est,  avec  ciuq  paramètres, 

[a-  —  {b  -^p)y  -\-  (bp  -h  q)z  —  bq  .f\'^ 

X  [x  —  (-ib' -h  d)y  -i-  {b'-^-+-  ib' d)z  —  b'-d.t] 
=  [x  —  {b'-^p)j  -h  {b'p  -h  q)z  —  b'  q  .t]- 

X  [t  —  (ib  -h  d)y  -\-  (b^  -h  ï  hd )  z  —  b-  d.  t]  =  o. 

4.  Si  l'on  veut  pousser  le  calcul  jusqu'à  la  rela- 
tion (2),  on  observera  qu'une  génératrice  de  la  surface 
est,  avec  les  premières  notations, 

x  —  fy-\-gz  —ht    —  b{x —f'y -h  g' z  —  h' t)^ 
6-(a7  —  l y  -+-  mz  —  nt)  =       x  —  ï y  -1-  m' z  —  n' t\ 

elle  s'a[)puie  sur  la  cubique  en  nn  point  B  dont  le  para- 
mètre [i  est  donné  par  la  relation 

les  équations  de  la  génératrice  deviennent 

{<^  —  b')  (X  —fy  ^  g  z  —  ht)  =  (^—  b  )   {X  —f'y  -^  g'  z  —  h't), 
(P  —  6j2  (a;  —  ly  -H  mz  —  nt)  =  (  [i  —  6')-  (x  —  l'y  -+-  m' z  —  n' t); 
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en  lenanl  compLe  di'S  valeurs  de  /,  ij",  .  .  -,  on  ohliciil, 
après  suppression  du  lacleur  h  —  h\ 

[i'^  —  {b  -\-  b'  )]x 

—  [ 2  î^^  +  2 d  |î  —  ■>.  /;//  -d(b-^b'  )\y 
-4-  f(  b  -hb'  +  2 d}l^'-—^bb'l^  —  2 bb'd]  :■ 

—  rf[(  b^b)  ,S-^  —  266'  ;i  1  /  =  o. 

On  aura  alois  la  relation  entre  les  paramètres  a,  |i,  y 
des  points  A,  B,  C,  déterminés  sui-  !a  cubique  par  un 
plan  tangent  à  la  surCace,  en  écrivant  que  le  plan 

a?  —  (■  a  -h  Y  +  i^  )J^  -*~  (  r^^  +  r'ï  "•"  ^ï  '  ^  ^  *Tr'  •  '  =  *^ 

contient  la  droite  précédente.  Comme  il  contient  déjà 
le  point  B,  de  coordonnées  [i^,  [i-,  [i ,  i,  il  suflira 
d'écrire  que  sa  tiace  sur  le  plan  z  ^  o  contient  la  trace 
de  la  droite  sur  le  même  plan;  on  a  ainsi  la  relation 


I 

a_Y  +  ^ 

ay^ 

I 

?+/> 

q'P 

aji  —  (6  -H  6') 

2  [i-^  -+-  2  d'^ 

—  'ibb'  —  d(b  —  b'  1 

rf[(6-4-6')j52_ 

■ibb'^p] 

Divisant   la  dernière  colonne  pai    (B,  et  retrancliant 
de  la  seconde  la  première  multipliée  par  j3,  on  a 

î  a  -I-  Y  ay 

i  p  q 

■2p-(b-^b')        {■id-^b-^b')'p  d[{b-\-b')'p-'ibb'] 
—  îbb'—d(b-h  b') 

cette  relation  est  triplement  linéaire  en  a,   ^,  y,  symé- 
trique en  y.  et  •'. 


=  o; 
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II. 

o.   Nous  établirons  maintenant  le  fait  suivant  : 

Lemme.  —  Les  n  éijuations 

a.  —  2  ^  cos  h  -h  Y  =  ^» 
l  ji  —  iy  cos  A  -f-  0  =  A', 
1  Y  —  '-'-5  cos  A  +  £  =  A", 

(3)  •  {   ' 

p   —  -2  7   COS/i  -i-  "l    =   A, 

T  —  -i-  co? A  +  a  =  /c, 
-  —  la.  cos  A  -1-  ^â  =  A" 

5e  réduisent  an  —  2  équations  distinctes  si  V  on  prend 

(4)  />='4^- 

Ajoutons  les  n  —  2  premières  équations  multipliées 
respertivenient  par  les  quantités 

sinA,     siiiaA,     sin'à/i,      ....     sin(«  —  2)A; 

|j  disparait  ;  y,  ^?  •  •  •  i  ?  (-lisparaissent  en  vertu  de  l'iden- 
tité 

sin(/)  —  i;  A  —  i  sin ph  cos/i  -i-  sin(/j  -i-  i)  A  =:  o; 

on  obtient 

/n.  7  -f-  n  T  -i-  a  sin  A  =:  A' 

avec 

«î  = — •sin(n  —  i)A,         n:=sin(7i  —  2)A, 


.     nh    .    in  —  3  I A 
sin  —  sin — 


A'=  A  sin  A  -f-  A 


.    A 
sin  — 

2 


Cette   équation   sera  identique   à   la   [n  —  i^f^mf  des 
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équations  données  (ninliipliée  par  sin//)  si  l'on  a 

m  —  sin/i,  ou         sin(rt  —  \)/i-i-<\uh     =  o, 

.     nh         in  —  •?.  )h 
ou         sin  —  cos —     =o: 

n   =  —  ii'mh  co^h,        ou         sin(n  —  2)/? -f- sin  2  A  =  o, 

.     nh         (  n  —  .\  )h 

ou         siii  —  cos =0; 

2  2 

, ,        /    •     ,  .    nh    .     (  n  —  3  )/> 

fc  =a:siii/i,  ou         sin — sin  =0; 

2  2 

en  écartant  la  solution  étrangère  h  :^  (2A -h  1)71,  qui  se 
piésentc!  pour  n  impair,  on  a  la  solution  véritable 

.    nh                   ,         ik- 
sin  —  =0,         h  =  • 


6.   Théorème.  —  Les  n  équations 

'  Aa;ÎY-^Bi(a-h  YJ-f-B'aY-hCi-f-G'la-r-YJ-r-D  =  o, 

\  A  Svô  -t-  B  Y  (  S  -i-  0  )  -î- =0, 

J    ? 

\  A-.j.i  —  B'x(-z  -^  a)-f- =0, 

triplement  linéaires,  seini-syinétricjues ,  se  réduisent 
à  n  —  2  équations  distinctes  sous  une  condition 
unique. 

Elles  renferment  alors  quatre  paramètres  arbitraires. 
On  passe,   en   efl'et,    des    équations    {^)    aux   équa- 
tions (5)  par  la  substitution 

ra.  -h  s  '^         r  p  -h  s 

et  inversement. 
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JII. 

7.  Théorème.  —  Sous  une  condition  unique,  il 
existe  en  nombre  doublement  infini  des  contours 
pol)  gonaiix  de  n  côtés  AB(>...T,  inscrits  à  une 
cubique  gauche  F,  et  tels  que  les  plans  a,  b^  c^  •  ■  •  ■,  ' 
de  leurs  angles  soient  tangents  à  une  surface  réglée 
de  troisième  classe,  donc  de  troisième  ordre,  passant 
par  la  cubique  ;  par  chaque  point  B  de  la  courbe  passe 
une  génératrice  BB'  de  la  surface,  et  les  plans  ABC, 
en  nombre  simplement  infini,  qui  passent  en  B  con- 
tiennent la  droite  BB'. 

La  cubique  étant  donnée,  la  surface  dépend  de  quatre 
paraaièties. 

Considérons  unconloui'  polygonal  de  «côtés  ABC  .T, 
inscrit  à  la  cubique  (i),  et  supposons  que  les  valeurs  a, 
jii,  V.  ...,•:  du  paraiiiètrt!  À  aux  sommets  de  ce  contour 
sont  assujetties  à  vérifier  les  n  relations  (5),  dans  le 
cas  où  ces  lelations  se  réduisent  à  n  —  i  relations 
distinctes;  le  contour  est  variable  avec  deux  para- 
mètres, et,  d'après  ce  qu'on  a  vu  au  début,  l'enve- 
loppe des  plans  «,  6,  c,  .  .  . ,  t  des  angles  du  contour 
est  une  suilace  réglée  de  troisième  oi'dre  passant  par 
la  cubique. 

Je  rappelle  que  la  diagonale  AC,  par  exemple,  ren- 
contre la  génératrice  BB'. 

Inversement,  la  cubique  étant  toujours  donnée,  la 
surface  réglée  du  troisième  oidre  qui  passe  par  la 
cubique  est  seulement  astreinte  à  vérifier  une  condi- 
tion de  fermeture,  variable  avec  le  nombre  n  des  côtés 
du  contour,  et  celte  surlace  dépeiid  alors  de  quatre  para- 
mètres. 
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TV. 

8.  J'ai  montré  précéclemincmt  cju'il  peut  exister  en 
nonjbre  cloul)leiuent  infini  des  létiaèdres,  des  octaèdres, 
des  icosaèdres  inscrits  à  une  cubicpie  gauche  et  circon- 
scrits à  une  (juadri'jue. 

Avec  des  létiaèdres.  on  a  des  contours  quadrangu- 
laires  ABCD,  ABDC,  ACBD,  inscrits  à  une  cubique 
gauche  et  circonscrits  à  une  quadrique,  avec  deux  para- 
mètres. 

Avec  des  octaèdres,  h^s  diagonales  étant  AA',  BB', 
ce,  si  l'on  supprime  par  exemple  les  six  arêtes  BC, 
CA,  AB  et  B'C,  C'A',  A'B',  on  a  des  (;ontours  hexago- 
naux AB'CA'BC,  etc. 

Avec  des  Icosaèdres,  les  diagonales  étant  OO',  A  A'.  ..., 
EE',  si  l'on  supprime  les  vingt  arêtes  OA,  .  .  .  ,  OE, 
O'A',  ...,  O'E',  AB,  ...,  EA,  A'B',  ...,  E'A',  on  a 
des  contours  décagonaux  AD' BE'C  A'DB'EC,  etc. 

Hors  de  ces  cas  singuliers,  si  un  contour  polygonal 
doublement  variable  est  inscrit  à  une  cubique  gauche, 
je  ne  crois  pas  qu'il  puisse  être  ciiconscrit  à  une  qua- 
drique par  les  plans  de  ses  angles.  En  edèt ,  toute 
corde  BC  de  la  cubique  fait  [)artie  d'au  moins  un 
contour  ABCDE .  .  .  de  l'espèce  indiquée,  ce  qui  donne 
au  moins  deux  plans  ABC,  BCO,  passant  pai-  BC  et 
tangents  à  l'enveloppe  des  plans  des  angles  du  contour; 
en  outre,  il  existe  au  moins  un  contour  .  .  .BMC.  .  . 
pour  lequel  les  sommets  B  et  C  sont  séparés  par  un 
auti-e;  donc,  à  moins  (jue  le  point  M  ne  soit  A  ou  D, 
l'enveloppe  est  au  moins  de  troisième  classe.  Or  il  ne 
semble  pas  que  M  puisse  être  A  ou  D  si  le  contour 
n'est  pas  emprunté  à  un  polyèdre  à  faces  triangulaires, 
inscrit  à  la  cubique  et  ciiconscrit  à  la  quadrique. 
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[Dld,  D3d] 

LES  FO\CTio\s  Mm  mmm  de  variables 

l\DÉPE\DAMES; 

Par  m.  J.  LE  ROUX, 
Professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Rennes. 


1.  11  existe  des  expressions  dépendant  d'une  infinité 
d'éléments  et  dont  les  propriétés  sont  familières  à  tous 
les  mathématieiens  :  séries,  produits,  déterminants  in- 
finis, etc.  Mais  on  peut  ètie  amené  aussi  h  considérer 
d'autres  expressions  où  des  éléments  en  nombre  infini 
figurent  sous  une  forme  beaucoup  plus  compliquée,  et  à 
étudier  la  manière  dont  elles  se  comportent  lorsqu'on 
fait  varier  les  éléments  considérés.  Telles  sont  par 
exemple  les  intégrales  des  équations  aux  dérivées  par- 
tielles, regardées  comme  des  fonctions  des  constantes 
initiales  (').  On  a  ainsi  de  véritables  fonctions  d'une 
infinité  de  variables  indépendantes.  Celles  qui  se  pré- 
sentent dans  les  applications  jouissent  de  propriétés 
extrêmement  simples,  constituant  une  extension  natu- 
relle des  propriétés  des  fonctions  de  plusieurs  variables. 


2.    Soient  Xi ,  Xo, 


une  suite  infinie  dé- 


(')  Dans  un  Mémoire  paru  récemment  au  Journal  de  Mathéma- 
tiques pures  et  appliquées,  j'ai  exposé  les  fondements  de  cette 
théorie  et  j'en  ai  fait  l'application  aux  équations  aux  dérivées  par- 
tielles. Voir  aussi,  dans  les  Travaux  scientifiques  de  l'Université 
de  Rennes  :  Les  fonctions  d'une  infinité  de  variables  indépen- 
dantes (1902);  Intégration  d'une  équation  aux  dérivées  partielles 
à  une  infinité  de  variables  indépendantes  (1908). 
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noinbrable  de  variables  indépendantes,  et 

j(:Vi,  X-y,    .  .  .  ^  X,i,    .  .  .) 

une  fonction  de  ces  variables. 

Dans  ce  qui  suit  nous  n'aurons  pas  en  vue  le  domaine 
complet  d  existence  de  la  fonction  considérée,  mais 
seulement  un  domaine  reslieint  où  la  fonction  existe 
cerlaincment  et  où  l'on  peut  la  soumettre  à  des  opéra- 
tions déterminées.  Dans  le  cas  des  variables  réelles 
nous  sup[)Oserons  le  domaine  défini  par  des  inégalités 
de  la  forme  suivante  : 

a„  et  b,i  étant  des  nombres  lixes,  indépendants  des  va- 
leurs attribuées  aux  variables  autres  que  x,i.  La  limite 
inférieure  des  difiercnees  b,i — a,i  peut  être  (gale  à 
zéro;  c'est-à-dire  que,  étant  donné  un  nombre  positif  î, 
arbitrairement  petit,  il  existe  toujours  une  infinité  de 
différences  bn — "«,  différentes  de  zéro,  et  satisfaisant 
à  l'inégalité 

i  bn—  Un  I  <  £. 

^ous  dirons  alors  que  le  domaine  est  évanouissant. 
Tel  est,  par  exeniple,  le  domaine  de  convergence  de 
la  série 

oc  Y  -r-  X^  -+-  .  .  .  -f-  X  ,1  -i-  .  .  .  . 

Un  changement  de  variables,  défini  par  la  formule 

Xn—cin 
yn=  7 ' 

bn—a,i 

remplace  un  domaine  évanouissant  par  un  domaine 
non  évanouissant.  On  peut  évidemment,  s'il  v  a  lieu, 
appliquer  cette  transformation  à  une  partie  seulement 
des  variables. 
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Pour  les  variables  complexes  nous  supposerons  de 
même  que  le  domaine  restreint  est  défini  en  assujettis- 
sant chaque  variable  x„  à  rester  à  l'intérieur  d'un  con- 
tour simple  fixe  C„,  limitant  une  aire  non  nulle  A„. 
Soit  0,1  la  limite  supérieure  des  rayons  des  cercles  inté- 
rieurs à  C«.  Si  la  limite  inférieure  des  nombres  p„  est 
égale  à  zéro,  quand  n  croît  indéfiniment,  nous  dirons 
encore  que  le  domaine  est  évanouissant.  11  est  toujours 
possible,  par  un  changement  de  variables  analogue  à 
celui  que  nous  avons  considéré  plus  haut,  de  rendre  un 
domaine  non  évanouissant.  Dans  certaines  questions 
on  peut  être  amené  à  considérer  un  domaine  mixte 
dans  lequel  les  vaiiables  se  classent  en  deux  catégories, 
les  unes  sont  réelles  (ou  représentées  par  des  points 
d'une  courbe),  les  autres  complexes  (variant  dans  une 
aire). 

3.  Je  regarde  tout  système  de  valeurs  attribuées  aux 
variables  j;,,  x-^^  •  •  •  •>  -^/m  •  •  •  eomme  les  coordonnées 
d'un  point,  que  j'appelle  le  point  x.  Une  fonction 

est  définie  dans  un  domaine  D,  si  à  tout  point  x  de  ce 
domaine  correspond  pour  la  fonction  une  valeur  bien 
déterminée. 

Une  fonction y(a:)  définie  dans  un  domaine  non  éva- 
nouissant est  continue,  si  à  tout  nombre  positif  s  on 
peut  faire  correspondre  un  nombre  v],  tel  que  les  iné- 
galités 

entraînent 

l/(a"  +  A)— /(a')|<£. 

On  a  posé 
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4.   11  y  a  lieu   maintenant  d'introduire  une    notion 
nouvelle  :  celle  àa  fonclion  convergente.  Soient 

et 

a^O-f-A         (j-O-f-A,,  xl  -+-  lu,  .  ..,x^i-^  h'\  ,..) 

deux  points  quelconques  d'un  domaine  restreint  D. 
Désignons  pary,„  (j:"  +  /^,  x^)  ce  que  devienty(a:^  +  A) 
(juand  on  v  néglige  les  accroissements  limj^\i  ^'m+'i')  •  •  • 
des  variables  d'indice  supérieur  à  m  : 

(0  'i 

Je  dis  que  la  f onction /(x)  est  coiwergente  dans  le 
domaine  D  si  la  différence 

f^or<^^h)-f,„(x'^-^h,xO) 

tend  vers  zéro  quand  ni  croît  indéfiniment. 

On  peut  alors  faire  correspondre  à  tout  nombre  po- 
sitif £  un  nombre  u,  tel  que  l'inégalité 

(  2  )  m  >  ijL 

entraine  la  suivante  : 

(3)  l/(^«+  h)  -f,„(xO-^  A,  xo)  I  <  t. 

Le  nombre  u.  devra  dépendre  en  général  des  h.  Nous 
dirons  que  la  fonction ^^(jt:)  est  uniformément  conver- 
gente dans  le  domaine  D,  si  le  nombre  'x  peut  être  choisi 
indépendamment  des  /«,  de  manière  que  l'inégalité  (3) 
soit  une  conséquence  de  (2),  sous  la  seule  condition 
que  le  poinlx°  + A  appartienne,  comme  x",  au  domaine 
considéré.  Dans  ces  conditions  la  limite  a  peut  être 
aussi  regardée,  jusqu'à  un  certain  point,  comme  indé- 


(4) 
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pendante  de  x^.  Cela  résulte  immédiatement  de  l'iden- 
tité 

/(  a",  -i-  Al,  X.2  -+-  h-i,  .  . . ,  x%  -î-  h„i.  x'jn+i  ~î~  '^«;-t-i»  •  •  •) 

La  notion  de  fonction  convergente  ne  présente  rien 
d'artificiel.  Les  intégrales  des  équations  aux  dérivées 
partielles  sont,  dans  de  certaines  limites,  des  fonctions 
convergentes  des  constantes  initiales  qui  servent  à  les 
déterminer. 

Une  fonction  peut  évidemment  être  convergente,  et 
même  uniformément  convergente,  sans  être  continue; 
de  même  elle  peut  être  définie  et  continue  sans  être 
convergente;  on  en  a  un  exemple  très  simple  en  consi- 
dérant le  prolongement  d'une  série  deTaylor  en  dehors 
de  son  cercle  de  convergence.  Considérons  l'ensemble 
des  fonctions  J'{^)  analytiques  à  l'intérieur  d'une  aire 
simple  C  entourant  l'origine.  Chaque  fonction  de  l'en- 
semble est  définie  par  les  valeurs  qu'elle  piend,  ainsi 
que  la  suite  de  ses  dérivées  pour  ^  =  o.  Désignons  par 
Xo-,  Xf,  x-i,  .  • .  ces  valeurs.  Pour  tout  point  a  intérieur 
au  cercle  de  convergence,  on  a 

..  a  OL- 

Je  désigne  cette  valeur  par 

Cp(a"0,  Xi,  X-2,    .  .  .)  =  0{X). 

Quand  le  point  a  est  extérieur  au  cercle  de  conver- 
gence, mais  intérieur  à  l'aire  C,  la  fonction  C5(x)  est 
encore  déterminée,   mais  elle  n'est  plus  convergente. 
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On  a,  (Ml  elFcl, 

2  OC- 

0,n{x,  O)  =  Xo4-  Y  ar,  -h  — 


ml 


et  celte  expression  n'a  plus  pour  limite  '•p(x)  quand  ni 
croît  indéfiiiiinent. 

o.  Toute  fonction  convergente  peut  être  représentée 
par  une  série  convergente  :  telle  est,  en  etïet,  la  série 
dont  le  tenue  général  u,i  est  de  la  forme 

où  l'on  regarde  les  x^  comme  des  valeurs  numériques 
fixes.  Si  la  fonction  ^^(a:)  est  uniformément  conver- 
gente dans  le  domaine  D  la  série  considérée  l'est  aussi. 
Cette  série  jouit  en  outre  de  la  propriété  que  chacun 
de  ses  termes  de  rang  fini  ne  contient  qu'un  nombre 
limité  de  variables,  le  nombre  de  ces  variables  crois- 
sant indéfiniment  avec  le  rang  du  terme  :  c'est  ce  que 
j'appelle  une  5e/7e  normale. 

Toute  série  normabi  uniformément  convergente  dans 
un  domaine  D  définit  une  fonction  uniformément  con- 
vergente dans  ce  domaine. 

6.  La  théorie  des  limites  s'applique  sans  modifica- 
tion aux  fonctions  convergentes  et  uniformément  con- 
vergentes. 

La  somme  ou  le  produit  dun  nombre  limité  de  fonc- 
tions convergentes  est  une  (onction  convergente. 

Le  quotient  de  deux  fonctions  convergentes  est  une 
fonction  convergente,  pourvu  que  le  dénominateur  soit 
différent  de  zéro  dans  le  domaine  considéré. 

On  peut  même  concevoir  des  séries  dont  les  termes 
soient  des  fonctions  d'une  infinité  de  variables.    .Te  me 
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coiiLeiite  d'énoncer  les  théorèmes  suivants  doul  Ja  dé- 
monstration ne  présente  aucune  difticulté  : 

I.  Une  série  dont  les  ternies  sont  des  fonctions  uni- 
forniénient  coni'ergentcs  dans  un  domaine  D  et  qui  est 

elle-même  uniformément  convergente  dans  D  repré- 
sente dans  ce  domaine  une  fonction  uniformément 
convergente. 

II.  Une  série  uniformément  convergente  dans  un 
domaine  D,  et  dont  les  termes  sont  des  fonctions  con- 
tinues dans  ce  domaine,  y  représente  une  fonction 
continue. 

7.  Supposons  maintenant  (|ue  la  fonction  désignée 
pat'  fm{x^X(i)  soit  une  fonction  analytique  des  m  va- 
riables a:,,  Xo,  . .  .,  Xm,  fjuelcjue  grand  que  soit  7?i,  le 
domaine  étant  un  domaine  restreint  de  variables  com- 
plexes. Nous  dirons  alors  que  la  foiicliony(x)  est  elle- 
même  une  fonction  analytique. 

Il  est  facile  d'étendre  ixa\  fonctions  anal)  tiques  wii- 
formément  convergentes  la  fornude  de  Taylor.  En 
effet,  la  fonction  f{x)  étant  uniformément  conver- 
gente peut  être  représentée  par  une  série  normale  uni- 
formément convergente,  dont  chaque  terme  est  une 
fonction  analytique  des  variables,  dont  il  dépend 

f{x)  =  Ua{x)  -i-  Ui{x)  -)-.  .  .-H  Un{x)  -+-.... 

Posons 

sCfi  =  x,i  -t-  hfiy 

et  supposons  les  o:^  et  les  /z„  tels  que  les  points  x'^^  +  th,i 
restent  intérieurs  au  domaine  D  lorsque  t  prend  toutes 
les  valeurs  possibles  de  module  inférieur  ou  égal  à  un. 
Les  termes  de  la  série 

f{xl-^ht)  =  Z  Un{x^-^ht) 
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sont  des  foiicLions  analytiques  de  t.,  et  la  série  est 
luiifonuéineut  eonvergente  dans  une  aire  qui  ren- 
ieriue  en  entier  le  cerele  de  rayon  un.  Donc  la  fonc- 
tion/(x^H- /«f)  est  développable  suivant  les  puissances 
croissantes  de  t  en  une  série;  qui  reste  convergente 
pour  t  =  I . 

Dans  le  développement,  le  coefficient  de  /."  est  égal 
à  l'intégrale 


ird  J  «"+1 


évaluée  suivant  la  circonférence  de  rayon  un,  ayant 
pour  centre  l'origine,  ou  suivant  tout  autre  contour 
équivalent;  nous  allons  faire  voir  d'abord,  que  ce  coeffi- 
cient est  égal  à  la  limite,  pour  m  infini,  de  l'intégrale 


Considérons,  en  efi'et,  l'intégrale 

/(  T^  -^  ht)  —  f,n  (XO  -^  ht,  .7-0  ' 


(5)  -^  A 


f/i-t-1 


La  fonction  f{x)  étaut  unifoiinément  convergente, 
on  peut  déterminer  un  nombre  m'  tel  que,  pour  m  >>  m', 
on  ait 

£  étant  un  nombre  positif  arbitrairement  petit. 

D'autre  part,  sur  le  contour  d'intégration,  le  module 
de  l  est  égal  à  U7i,  et  la  longueur  du  contour  est  égale 
à  27i;, 

Donc  le  module  de  l'intégrale  (o)  est,  dans  les  condi- 
tions énoncées,  inférieur  à  s ,  ce  qui  démontre  notre 
proposition. 

La   fonction  /,„(xo  +  Ai,  x»)   ne  dépend   que  d'un 
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nombre  limité  m  de  variables:  ou  a  donc 


1         rf,n(x'-^ht,xO) 

■}.-iJ  /«+! 


X      (,         d  .        d  ,  d 

Nous  eu  déduisous  \es  deux  propositions  suivantes  : 

i"  Dans  les  conditions  que  nous  a^^ons  considérées, 
les  polynômes  homogènes  en  h 

là  à  d    \" 

admettent  pour  limites  des  fonctions  uniformément 
convergentes  des  //,  quand  m  croît  indéfiniment. 

Eu  particulier,  la  série 

,     df        .     ôf  ,       df 

est  uniloruiément  couvergenle. 

1°  La   fonction  analytique  f^x'^  +  h)  est  dévelop- 
pable  en  série  delaylor,  par  la  formule 

/(a70-f-/0  =  Uo(^O)  -^  iu,(A,:rn)+  —  U.2(/î,  a;») +.  . . 

+  -^  U„(/(,a-o)+..., 

le  terme  \J,i(^li,  a:")  étant  défini  par  la  formule 

\  (  =  0  '  / 

Cotume  application  de  la  première  proposition,  con- 
sidérons un  produit  infini 

P  =  (i-hri)(i-i-^2)...(r-^a"/„)..., 


(  45-  ) 
et  supposons-le  uiiiforniéniciit  coiivergenl  dans  le  do- 
maine défini  par  les  inégalités 

I  ^;  I  <  P/- 

En  faisant  alors  ^^  =  o,  on  trouve  que  la  série 

doit  être  uniformément  convergente  dans  le  domaine 

1  hi  I  <  Pi. 

Cette  propriété  est  d'ailleurs  bien  connue;  il  était 
néanmoins  intéressant  de  la  rattacher  à-  notre  théorie 
générale. 

8.   Le  module  de  la  différence 

f(x)  —  f„,(x,xO) 

reste   inférieur  à  un   nombre  positif  Zm  qui  tend  ver^s 

zéro  avec  — •  Prenons  la  dérivée  de  ceUe  différence  par 
m  * 

rapport  à  l'une  des  variables  Xi.  Si  nous  supposons  que 

la  variable  Xi  soit  représentée,   dans  son  plan,  par  un 

point  situé  à  une  distance  égale  ou  supérieure  à  o,  du 

contour  de  Taire  A/,  nous  avons 


(6) 


df        df,n{x,x^) 
OXj  oxi 


Cette  égalité  fondamentale  prend  deux  formes  diffé- 
rentes suivant  que  i  est  inférieur  ou  supérieur  à  m. 

Soit  d'abord  i^ni;  f,n{x^x^)  dépend  alors  de  la 
variable  xi  et  l'inégalité  (6)  exprime  que  les  dérivées 
d'une  fonction  analytiriue  uniformément  conver- 
gente sont  elles-mêmes  des  fondions  analytiques  uni- 
formément corner  génies. 


i 
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Soit  ensuite  ^  >  m;  la  foiiclion/„j(a:,  x")  ne  contient 
plus  la  variable  Xi]  l'inégalité  (6)  se  réduit  alors  à  la 

suivante 

\dfix) 


dx. 


'^/ii+a. 


en  posant  i  =  m  -\-  a.  On  a  ainsi  une  limite  supérieure 
de  la  dérivée.  Pour  les  dérivées  d'ordre  supérieur  il 
existe  évidemment  des  limites  semblables.  On  a  en 
général 


mod 


,ir,Pr  -    ?/'i  ;>/'2  ■>Pr 


les  nombres  a,,  ao,  . .  . ,  a,-  étant  supposés  positifs. 

Dans  l'établissement  de  ces  inégalités  on  ne  suppose 
d'ailleurs  pas  nécessairement  que  la  fonction  f{x) 
dépende  d'une  infinité  de  variables.  Elles  pourraient 
s'appliquer  à  certains  problèmes,  qui  se  présentent 
dans  les  applications,  où  figurent  des  fonctions  dépen- 
dant d'un  nombre  très  élevé  de  variables,  ces  variables 
ayant  d'ailleurs  des  influences  très  inégales  sur  la 
variation  des  fonctions.  On  est  conduit  alors  à  rem- 
placer les  fonctions  considérées  par  des  fonctions 
approcliées  dans  lesquelles  certaines  variables  sont 
remplacées  par  des  constantes. 


CORRESPO\DAXCE. 


M.  C.  —  Voici  une  démonstration  géométrique  du  théo- 
rème que  M.  Troin  a  fait  connaître  dans  le  numéro  d'août 
dernier  (p.  36i)  et  qu'on  peut  énoncer  ainsi  : 

Par  les  extrémités  de  la  médiane  AM  d'un  triangle  ABC 
on  fait  passer  une  circonférence  de  cercle  (C*).  Cette 
courbe  coupe  au  point  D  la  circonférence  circonscrite  au 
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triangle  ABC  et  au  point  E  le  côté  BG  :  les  droites  AB, 
AD,  AC,  XE  forment  un  faisceau  harmonique. 

Parallèlement  à  AD  menons  la  droite  MHF  qui  coupe  AB 
au  point  H  et  AC  au  point  F,  on  a 


H  FA  =  DAC  =  DBC. 


De  même 


AHF  =  BGD. 
Le  triangle  FAH  est  alors  semblable  au  trian£;le  BDC. 


Appelons  G  le  point  où  AE  coupe  HF,  on  a 

HGA  =  DAE  =  D>IÈ. 

Le  point  G  est  alors  l'iiomologue  de  M,  donc  il  est  le  milieu 
de  HF. 

Les  droites  AH,  AG,  AF  et  la  parallèle  AD  à  FH  forment 
alors  un  faisceau  harmonique  :  c'est  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Dans  le  même  numéro  d'août  il  y  a  une  solution  analy- 
tique de  la  question  1984..  Pour  la  résoudre  géométriquement 
on  peut  dire  : 

Prenons  le  centre  O  comme  pôle  d'inversion. 

H  résulte  des  données  que  le  lieu  demandé  a  pour  transfor- 
mée une  conique  dont  un  foyer  est  le  point  O.  Inversement, 
en  prenant  O  pour  pôle,  cette  conique  a  pour  transformée  le 
lieu  demandé  :  ce  lieu  est  donc  un  limaçon  de  Pascal. 
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CERTIFICATS  D'ASTROXOMIE. 


Montpellier. 

Épreuve  écrite.  —  I.  Démontrer  la  formule  de  La- 
grange 

/(7)  =/(«) +-^  ?(«)/'(«)  + fi  D[¥n«) /'(«)]+••. 

+  ^D'-'[c."(a)/'(«)]  +  -.- 

qui  sert  à  développer  une  fonction  f{  y)  de  la  racine  y  de 

l'équation 

y  ^a^xoiy) 

(on  admettra  que  cette  équation  possède  une  racine  et  une 
seule  dans  le  voisinage  de  a  lorsque  x  est  suffisamment 
petit). 

IL  Employer  la  formule  dans  l'étude  du  mouvement 
elliptique  et  développer  l'anomalie  excentrique,  le  rayon 
vecteur  et  l'anomalie  vraie  suivant  les  puissances  crois- 
santes de  l'excentricité  e.  On  poussera  le  développement 
jusqu'aux  termes  en  e'*  inclusivement. 

Épreuve  pratique.  —  Une  étoile  de  distance  polaire 
0  =  72°9'8"  et  d'ascension  droite  M  =  4''^"'io'  est  observée 
à  a'' 25"'"'  (temps  sidéral)  en  un  lieu  de  colatitude 
X  =  43"52'2i".  Quelles  sont  ses  coordonnées  zénithales? 
Les  coordonnées  étant  trouvées,  on  vérifiera  le  résultat 
par  l'emploi  de  l'analogie  des  sinus,  et  enfin  on  cher- 
chera quelle  influence  pourrait  avoir,  sur  la  détermina- 
tion de  la  distance  zénithale,  une  erreur  de  ±i^  de  temps 
sidéral  faite  sur  l'heure.  (Juillet  1904.) 

Grenoble. 

Épreuve  écrite.  —  I.  Détermination  de  l'heure  sidérale, 
en  un  lieu  de  latitude  X,  à   l'aide  d'une   hauteur  d'une 
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étoile  dont  les  coordonnées  /R  et  (ô  sont  connues.  Circon- 
stances dans  lesquelles  il  faut  opérer  pour  réduire  au 
minimum  l'influence  des  erreurs  d'observation  et  de  lati- 
tude. 

II.  Détermination  simultanée  de  la  latitude  et  de 
l'heure  à  l'aide  de  deux  hauteurs  d'une  même  étoile  ob- 
servée à  un  intervalle  de  temps  connu.  Cas  particulier  où 
la  latitude  est  approximativement  connue. 

Epreuve  pratiqle.  —  Calcul  de  l'anomalie  excentrique 
et  de  l'anomalie  vraie,  connaissant  V anomalie  moyenne 
et  l'excentricité. 

Application  numérique  : 

M  =  332° 28' 54 ",77;         loge  =  T,  8897662. 

L'anomalie  excentrique  sera  calculée  avec  une  erreur 
absolue  inférieure  ào",i.  (Juillel  igoj.) 

Lille. 

Epreuve  théoriijue.  —  Connaissant  d'une  part  le  déve- 
loppement de  la  fonction  perturbatrice  en  série  tri^iono- 
métrique,  de  l'autre  les  expressions  des  dérivées  des  élé- 
ments elliptiques,  expressions  dont  la  première  et  la 
dernière  sont 


da 

■2     ôR 

dt   ~ 

na    dt 

dt 

dt   " 

■2    dK 
na  da 

riW 

\  —  \f\  —  e'-    R 
/la'-e         de 

7F.^^' 

—  e-^- 

na-  \/ \ 

on  demande  d'exposer  le  calcul  des  perturbations  des 
divers  ordres;  on  montrera  comment  une  modification 
dans  l'expression  de  la  longitude  moyenne  évite  l'intro- 
duction du  temps  comme  facteur  des  lignes  trigonomé- 
triques.  On  distinguera  ensuite,  parmi  les  inégalités  du 
premier  ordre,  celles  qui  sont  à  courte  ou  à  longue  pé- 
riode, et  les  inégalités  séculaires  ;  on  montrera  en  parti- 
culier que  les  inégalités  à  longue  période  affectent  sur- 
tout la  longitude  moyenne,  et  que  le  grand  axe  na  pas 
d'inégalité  séculaire  du  premier  ordre. 
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Epreuve  pratique.  —  Une  étoile  A,  ayant  pour  décli- 
naison boréale  lo",  passe  dans  le  premier  vertical  de  Lille 
en  même  temps  qu'une  autre  étoile  B  dont  la  déclinaison 
est  -t-  So".  Quelle  est  :  \°  la  différence  d'ascension  droite 
des  deux  astres;  i"  leur  distance  angulaire?  Latitude  de 
Lille  :  5o°38'44  •  (Juillet  1904.) 

Toulouse. 

Epreuve  écrite.  —  I.  Description  des  instruments  em- 
ployés en  Astronomie  pour  déterminer  avec  précision  la 
direction  de  la  verticale  {niveau  à  bulle  d'air  et  bain  de 
mercure). 

II.  Démontrer  qu'en  un  Jour  sidéral  la  position  appa- 
rente (c'est-à-dire  vue  à  travers  l'atmosphère)  d'une  étoile 
décrit  une  section  conique  autour  de  sa  position  vraie 
(c'est-à-dire  vue  à  travers  le  vide). 

Etudier  le  genre  de  cette  section  conique. 

On  prendra  pour  valeur  R  de  la  réfraction  l'expression 

R  =  A-  tangz, 

dans  laquelle  k  =  58", 3  et  z  désigne  la  distance  zénithale 
vraie  de  l'étoile. 

Épreuve  pratique.  —  On  observe  une  même  étoile  à  ses 
deux  passages  dans  un  même  vertical  d'azimut 

A  =  28"4i'52". 

Les  deux  distances  zénithales  observées,  corrigées  de  la 

réfraction,  sont 

^1  =  Gi"  ['  i5", 

-2=  19" 7'   3". 

On  demande  de  déterminer  la  latitude  du  lieu  et  la  décli' 
naison  de  l'étoile. 

On  suppose  que  les  azimuts  sont  comptés  dans  le  se?is 
du  mouvement  diurne  à  partir  du  point  sud  de  l'horizon. 

^1  est  la  hauteur  zénithale  du  passage  sud. 

(Juillet  1904.) 
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CEUTIFICVTS  D  ANALYSE  SIPERIEIRE. 


Paris. 

Épreuve  écrite.  —  I.  On  considère  l'équation  aux  déri- 
vées partielles 

d-  u        à-  u  du        ,  au 

-T—r  —  T^  -^  «  1 ^  1 1-  CH  =  o, 

ax-         ay-  ôx  ay 

où  a,  b,  c  sont  des  fonctions  continues  de  x  et  y  dans  une 
<:ertaine  région  du  plan  où  va  rester  le  point  {x^y)\  de 
plus,  dans  cette  région,  c  est  négatif. 

Démontrer  qu'il  ne  peut  y  avoir  DEUX  intégrales  de 
r équation  précédente  prenant  sur  une  courbe  fermée  C 
une  succession  de  valeurs  données  et  étant  continues  à 
V intérieur  de  G  ainsi  que  leurs  dérivées  partielles  des 
deux  premiers  ordres. 

II.   Soit  l'équation 

d^-  u        d^-  u 
^  ox^         ôy- 

où  c  est  une  fonction  holomorphe  de  x  et  y  dans  le  voisi- 
nage de  X  ^  o,  y  =^  o.  Montrer  que  l'équation  précédente 
admet  des  intégrales  de  la  forme 

12)  V(x,  y)\o^{x'-^y'-)^Çl{x,y), 

où  V  et  Cl  sont  holomorphes  autour  de  l'origine,  et  où 
P(o,  o)  a  une  valeur  donnée  g. 

Dans  quel  problème  de  la  Théorie  de  la  chaleur  ren- 
contre-t-on  l'équation  (i)  avec  c  positif?  Quelle  est  l'in- 
terprétation physique  des  singularités  correspondant  à  la 
Jorme  {i)1 

Épreuve  pratique.  —  Étant  donnée  l'équation  aux  déri- 
vées partielles 

à-  u    

dx  dy 
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trouver  l'intégrale  de  cette  équation  qui,  pour  x  =  o,  se 
réduit  à  un  et  qui,  pour  y  =  o,  se  réduit  à  ux. 

Cette  intégrale  se  présentera  sous  la  forme  d'une  série 
ordonnée  suivant  les  puissances  de  x  et  dey.  Il  faut  trouver 
la  loi  des  coefficients  de  cette  série.  (Juillet  igoS.) 

Epreuve  échitk.  —  I.  Etant  considérée  l'équation  aux 
dérivées  partielles 

à-z             dz        ,  dz  , 

a t-o—  -!-cs^-a, 


dx  dy  ôx  dy 

où  les  coefficients  a,  h,  c,  d  sont  holoniorphes  dans  le  voi- 
sinage de  5"  =  o,  _^  =  o,  démontrer  qu'il  existe  une  inté- 
grale z  de  cette  équation  déterminée  par  les  conditions 
suivantes  :  on  a 

z=f(x)         pour        ^  =  o, 
z^o(y)        pour         x  ^  o, 

f  et  Q  étant  deux  fonctions  données,  respectivement  holo- 
niorphes autour  de  X  ^  o  et  de  y  =^  o.  On  suppose  d'ail- 
leurs f{o)  =  0(0). 

II.  Etant  donné   un    contour  fermé    G,   qu'appelle-t-on 
FONCTION  DE  GrEEN 

Qfi X,  y\  a,  b ) 

relative  à  l'aire  limitée  par  ce  contour  et  au  point  (a,  b  }? 
Enoncer  les  propriétés  fondamentales  de  cette  fonction 
et  s'en  servir  pour  trouver  V intégrale  de  l'équation 

0^  u         0-u         -, 

s' annulant  sur  G  et  continue  à  V  intérieur  ;  la  fonc- 
tion fix.y)  est  une  fonction  donnée  de  x  et  de  y. 

Epreuve  pratique.  —   Trouver  la  valeur  de  l'intégrale 

dH 


f 


(  a  H-  cos6/^ 


a  désignant  une  constante  positive  supérieure  à  un. 

(Octobre  1908.) 
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Ki'REUVE  ÉCRITE. —  I.   On   considère   l'équation  différen- 
tielle (tous  les  éléments  étant  réels) 

où  fix,  y)  est  une  série  ordonnée  suivant  les  puissances 
de  X  et  y^  pour  a"  =  j^  =  o,  ne  contenant  pas  de  ternie  du 
premier  degré  en  y,  et  convergeant  pour  \x\  et  \j  \  assez 
petits. 

x"  Montrer  que  V intégrale  de  Inéquation  iij,  passant 
par  un  point  {.ro,  >'o)  suffisamment  rapproché  de  l'ori- 
gine,  et  pour  lequel  a-Q  >  o,  passe  par  l'origine. 

'2"  Montrer  qu'à  gauche  de  l'axe  Oy  il  n'y  a  qu'iyE 
seule  intégrale  passant  a  l'origine. 

II.  Etablir  que  la  ti-ansformation 

-  -  -  (t^  - 
"  ~  x\         t 

entre  les  deux  plans  z  et  t  transforme  une  circonférence 
du  plan  t.  ayant  l'origine  pour  centre,  en  une  ellipse  du 
plan  z^  ayant  pour  foyers  les  points  -^  i  et  —  i. 

En  déduire  cju  une  fonction  f(x)  de  la  variable  com- 
plexe X,  holomorphe  à  l'intérieur  d'une  ellipse  ayant 
pour  foyers  les  points  ±\,  peut  être  développée  en  une 
série  de  la  forme 

f{x)  =  I.a„Vn(x), 

les  a,i  étant  des  constantes  et  P„(r)  le  polynôme 

\x  -I-  \l x-  —  i)"  -^yx  —  \J x'- —  i)". 

Epreuve  pratique.  —  On  considère  Véquation 

(l)  X  \o^x  =  rt, 

I     ,  , , 

ou  a  est  une  constante  comprise  entre  o  et ?  logar  dé- 
signant le  logarithme  népérien  de  x  et  e  étant  la  hase  de 
ce  système  de  logarithmes. 

i"  Démontrer  que  l'écjuation  (i)  a  deux  racines  réelles. 

Ann.  de  Mathérnat.,  4°  série,  t.  IV.  (Octobre  1904.)  3o 


(  m  ) 

a"  On  fait  les  approximations  successives 


a-i^  —  a.         Xi 


1  ?  ■    •   '  1  ^  u  —    1 

loga^i  log.r„-_i 


Montrer  que  les  quantités  positives  x  vont  en  diminuant. 
Quelle  relation  leur  limite  a-t-elle  avec  l'équation  (\)'? 

(Juillet  1904. j 


CERTIFICATS  DE  (JE01IETIUE  SlPElUElillE. 


Paris. 


Épreuve  écrite.  —  Etant  donnée  la  surface  du  second 
degré  définie  en  coordonnées  rectangulaires  par  l'équa- 
tion 

X-         y-        z- 

a  b      '     c 

I"  Chercher  toutes  les  surfaces  du  second  degré  cjui  la 
coupent  à  angle  droit  en  tous  les  points  de  la  courbe  com- 
mune d'intersection  ; 

1"  Chercher  si  deux  des  surfaces  ainsi  obtenues  peuvent 
se  couper  mutuellement  à  angle  droit  en  tous  leurs  points 
communs. 

Épreuve  pratique.  —   On   donne  la  surface  définie  ptar 

les  équations 

3  :r  =  3  M  -I-  3  uv-  —  u^, 

3_r  =  3  t'  +  'i.vu^—  v^, 

z  =  u-  —  v^, 

ail  u  et  V  désignent  deux  paramètres  variables .  On 
demande  de  calculer  l'aire  de  la  portion  de  suif  ace 
correspondant  à  toutes  les  valeurs  de  u  et  v  comprises 
respectivement  entre  zéro  et  des  limites  supérieures  u^,  Vo 
de  ces  paramètres,  ainsi  que  le  volume  du  cylindre  qui 
projette  cette  portion  de  surface  sur  le  plan  des  xy. 

Vérifier  que  les  courbes  cjui  limitent  cette  portion  de 
surface  sont  planes.  (Octobre   1903.) 


(  4f)':  ) 

Kprklve  écrite.  —  On  considère  une  surface  dont  l'élè- 
j)ient  linéaire  peut  être  mis  sous  la  forme 

ds'-=  u( du-—  di'^  ). 

1"  Un  demande  de  déterminer  les  lignes  f^éodésiques  de 
cette  surface. 

2"  Si  l'on  fait  correspondre  à  chaque  point  de  la  sur- 
face le  point  d'un  plan  ayant  pour  coordonnées  rectan- 
gulaires Il  et  p,  on  obtient  une  représentation  conforme 
de  la  surface.  Quelles  sont-  les  lignes  planes  qui  servent 
de  représentation  au.r  géodésiques  de  la  surface? 

3"  Déterminer  les  lignes  géodésiques  passant  par  deux 
points  de  la  suif  ace  donnés  par  leurs  coordonnées. 

Epreuve  pratique.  —  La  projection  de  Bonne  étant  dé- 
finie par  les  formules 

p  =  a  ^-  A',  pto  =  V  sin  u, 

où  p  et  1.0  désignent  les  coordonnées  polaires  dans  le  plan 
et  u,  V  les  coordonnées  polaires  sur  la  sphère,  déterminer 
les  courbes  de  la  sphère  qui  se  conservent  dans  la  repré- 
sentation. Construire  la  représentation  de  ces  courbes 
dans  le  plan  en  donnant  à  la  constante  k  la  valeur  i. 

(Mars  1904.) 


CERTIFICATS  DE  CALCLL  DIFFEI{E.\TIEL 
ET  CALCUL  1\TEGI{AL. 


Paris. 


Épreuve  écrite.  —  I.  Etant  donnés,  dans  un  plan  P.  un 
point  fixe  et  une  droite  fixe  DD'  : 

1°  On  demande  de  déterminer  les  courbes  C  du  plan  P 
telles  que  la  distance  MQ  d'un  point  quelconque  M  de 
l'une  de  ces  courbes  à  ta  droite  fixe  DD'  soit  égale  à  la 
distance  OR  du  point  fixe  O  à  la  tangente  en  INI  à  la 
courbe  G. 
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2"  Par  un  point  A  du  plan  P  il  passe  en  général  deux 
courbes  de  cette  espèce,  tangentes  en  ce  point  A  à  deux 
droites  distinctes  A^,  A^'.  Trouver  le  lieu  géométrique  des 
points  A  pour  lesquels  ces  deux  droites  At,  Xt'  sont  confon- 
dues et  étudier  la  for/ne  des  courbes  C  correspondantes 
dans  le  voisinage  du  point  A. 

N.  B.  —  On  prendra  pour  origine  le  point  O,  l'axe  O y 
étant  parallèle  à  la  droite  DD'. 

II.  Démontrer  que  l'équation  différentielle  linéaire 

d-  y  dy 

•'d^^-^''^^-^'!^d^-^^^'  =  ''' 

où  II  et  y  sont  deux  nombres  entiers  positifs,  admet  pour 
intégrale  un  polynôme  y  =  P(^).  En  déduire  qu'elle  admet 
une  seconde  intégrale  de  la  forme 

y  =  e^Çl{x), 
Q(a7)  étant  aussi  un  polynôme. 

lipREUVE  PRATIQUE.  —  Calculer  l'intégrale  curviligne 

r  \x  \o^(x-^-  _r2  ^  —  x'^y- 1  dx  -\-{y  log ( x- ^-  y-  )  -f-  x"^  |  dy 

prise  le  long  du  chemin  A.MNP,  joignant  le  point  A,  de 
coordonnées  x  ^=  i,  y  =  o.  au  point  P  de  coordonnées  X,  Y 
en  contournant  une  fois  l'origine,  le  point  P  étant  situé 
dans  l'angle  xOy.  (Juillet  i9o3.) 

Epreuve  écrite.  —  I.  Étant  donné,  dans  un  plan  P,  un 
axe  Ox.  on  demande  de  déterminer  dans  ce  plan  une 
courbe  C,  passant  [jar  le  point  O,  telle  que  l'aire  engen- 
drée par  la  rotation  d'un  arc  OM  de  cette  courbe  autour 
de  Ox  soit  dans  un  rapport  constant  avec  l'aire  engendrée 
par  la  rotation  de  la  tangente  MT  autour  du  même  axe. 

Examiner  en  particulier  le  cas  où  k  ^  -• 

II.   Trouver  la  valeur  finale  de  la  fonction 
î<  =  arctang/i  —  z 


(  169  ) 

<ie  la  variable  complexe  z,   lorsque  cette  variable  décrit 
le   segment   de    ligne    droite    allant   du  point   5  =  o  au 


TC 


point  ^  =  i  -t-  / —  1 ,  la  valeur  initiale  de  u  étant  égale  à 

Eprkuve  pratique.  —  Calculer  l' intégrale  définie     ' 

/'' ilx^ 

j^    {x"-—  ^)s/x{\  —  x) 

(Octobre  i9o3.) 

ÉpREL'VE  KCRiTE.  —  J.  On  demande  l'intégrale  générale 
de  l'équation  aux  dérivées  partielles 

dz  „     àz  ,    .  „^ 

Soit  S  la  surface  représentée  par  l'équation  z  =  f{x, y), 
la  fonction  f{x,y)  étant  une  intégrale  de  l'équation  (i). 
Déterminer  la  fonction  arbitraire  qui  figure  dans  cette 
intégrale,  de  façon  que  les  caractéristiques  forment  une 
famille  de  lignes  asymptotiques  de  la  surface  S  et  trouver 
la  seconde  famille  de  lignes  asymptotiques. 

Les  surfaces  £  ainsi  obtenues  dépendent  d'une  constante 
arbitraire.  Trouver  l'équation  générale  des  surfaces  qui 
les  coupent  orthogonalement. 

II.  On  considère  la  fonction  de  deux  variables  complexes 

s\nx 

fi3c,y)  = 


Soient  x^),  j\)  deux  /lombres  réels  quelconques.  On  de- 
mande de  trouver  une  limite  supérieure  du  module  de 
f(x,  y)  lorsque  les  variables  x  et  y  restent  comprises 
respectivement  à  l'intérieur  de  deux  cercles  G  et  C  de 
rayon  égal  à  i  décrits  des  points  xq  et  y^  pour  centres, 
dans  le  plan  de  chacune  de  ces  variables. 

Quelles  conclusions  peut-on  déduire  dô  ce  calcul,  rela- 
tivement aux  intégrales  de  l'équation  différentielle 

dy  _         si  1137 

dx        x'-  -+-  y--h  'i 

qui  sont  réelles  pour  des  valeurs  réelles  de  la  variable? 
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Épreuve  pratique.  —  Calculer  l'intégrale  définie 


i  -1-  .ï'  \     x^  d:, 
•-  —  1 


./.   '""V— // 


1  X- 

(  Juillet  1904.) 


SOLlTIOi\S  DE  OliESriONS  PROPOSEES. 


1974. 

(  l'JOS,    [1.    2',».) 


Posons  d'une  manière  générale 

yi;=  (ni  -1-  I  )^'^rtoa""'-î-  ni'Uii  x'"-^ 

■+-  (  m  —  f  Y' a,  ,r"'-2  -i-.  .  .^  a„i, 

k  et  m  étant  des  entiers  positifs;  si  l'équation  ji'g  =  o  a 
toutes  ses  racines  réelles,  il  en  est  de  même  de  l'équa- 
tion yk=^  o,  quel  que  soit  /l,  les  deux  équations  ayant 
d'ailleurs  le  même  nombre  de  racines  positives.  En  outre, 
si  p  >  k,  toute  racine  p^'-fl'^  de  yo^^  o  est  racine  { p  —  k)"^P'<^ 
de  y  le  =  o. 

Par  exemple,  en  partant  de  ju  =  (.r  —  1  j'",  on  voit  que, 
pour  k  <i  ni, 

I  ^^      I  , 

(m  -^  \  j'-'x"'  —  ■ —  m'''x"'~' 

I 

m(  m  —  I )  ,  , 

-\ -(m  —  i)/'X'«-2  — .  .  .-h  (—1)'" 

=  (x-iy"-f^f{x), 

J\x)  ayant  toutes  ses  racines  réelles  et  positives. 

(M.  d'Ocagxe.) 

SOLUTION 
Par  M.  A.  Laurkaux. 

On  a  visiblement 


(   17»    ) 
Si  réqualion  j'/i-i  =  o  a  toutes  ses  racines  réelles,  il  en  est 
de  même  de  l'équation  a:-^' /,._,  =  o,  et  par  suite,  en  vertu  du 
théorème  de  Relie,  de  l'équation  y/^.=  o.   Or  yo=  o  a,  par 
hypothèse,  toutes  ses  racines  réelles.  Donc,  etc. 

En  second  lieu,  les  nombres  des  racines  positives  des  équa- 
tions j^o  =  o  et  //,  =  o  sont  exactement  donnés  par  les  nombres 
de  variations  que  présentent  leurs  premiers  membres,  puisque 
ces  deux,  équations  ont  toutes  leurs  racines  réelles,  et  ces 
nombres  de  variations  sont  évidemment  identiques. 

Enfin,  l'identité 'signalée  au   début,  qui,  développée,  s'écrit 


jk  =  y/.-i  ■ 


dx 


montre   qu'une    racine    multiple    d'ordre    a    de  j'/,_i  =  o    est 
racine  multiple  d'ordre  a  —  i  dej'yt=  o.  Donc,  etc. 

Remarque.  —  La  dernière  proposition  est  en  défaut  si  la 
racine  multiple  considérée  est  nulle.  Ainsi,  supposons  que  zéro 
soit  racine  multiple  d'ordre  p  de  jko=  o.  On  a 

a„i  =  ci,n-  1  =  .  .  .  =  rt„;_y,+i  =  o,  a„i—p  7^  o, 

yk  =  (  «1-4-  I  )^  «0  ^"'  —  ..  .-^{m—  p  -^\f  a,n-pXP, 

et  zéro  est  racine  />"?'"  de  jka==  o,  quel  que  soit  k. 

Autre  solution  par  M.  Letierck. 

1989. 

(190i,  p.  48.) 

On  donne  les  demi-diamètres  conjugués  ()D,  OD'  d^une 
ellipse  et  les  segments  OG,  OGi  perpendiculaires  et  égaux 
à  OD'.  Démontrer  que  les  bissectrices  de  l'angle  GDGi, 
limitées  au  diamètre  OD',  se  projettent  orthogonqlement 
sur  DG  ou  DGi,  suivant  des  segments  respectivement  égaux 
aux  demi-axes  de  l'ellipse.  (Mannheim.) 

SOLUTION 
Par  M.   P.  P, 

Soient  J  le  point  oi^i  la  bissectrice  intérieure  de  GDGj 
coupe  OD',  H  et  Hj   ses  projections  sur  DG  et  DGj.  On  a 

JG=JG,.         JH  =  JHi. 


(  472  ) 

Les  triangles  rectangles  JGH,  JGiH]   seront  donc  égaux  et 

GH  =  G,H,. 
Donc 

•2 

Or,  d'après  le  théorème  énoncé  au  même  Tome  (p.  7), 

DG  =  a  —  b.         DGi  =  a  -f-  6. 

Par  suite 

DH  =  DH,=  a. 

Même  démonstration  pour  la  bissectrice  extérieure  DJ'; 
seulement,  ici,  le  segment  DHj  étant  dirigé  dans  le  sens 
de  DGi,  tandis  que  DH'  est  en  sens  contraire  de  DG,  on  a 

•1 

Autres  solutions  de  MM.  Barisien,  Troin  et  Lez. 
1990. 

(1904,  p.  is.) 

On  considère  une  hypocycloïde  à  trois  rebroussernents 
qui  varie  de  manière  à  avoir,  avec  un  cercle  donné,  trois 
tangentes  communes  fixes.  Ses  deux  courbes  ont,  en  outre, 
trois  tangentes  communes  variables.  Quel  est  le  lieu  des 
sommets  du  triangle  formé  par  ces  trois  dernières  tan- 
gentes? (R.  Bricard.) 

SOMTION 
Par  M.  H.  B. 

Soit  O  le  centre  du  cercle  donné  C,  dont  on  supposera  le 
rayon  égal  à  l'unité.  Une  hypocycloïde  à  trois  rebrousse- 
rnents H  étant  de  la  troisième  classe,  C  et  H  ont  bien  six  tan- 
gentes communes.  Soient  m\,  m^,  ...,  /"e  leurs  points  de 
contact  avec  C. 

Appelons  H'  la  polaire  réciproque  de  H  par  rapport  à  G  : 
H',  qui  coupe  C  aux  points  mj,  m^,  ....  m^,  est  une  courbe 
du  troisième  ordre,  ayant  en  O  un  point  double  à  tangentes 
isotropes. 


(  4-3  ) 

Si  l'on  prend  comme  axes  de  coordonnées  les  droites  iso- 
tropes issues  du  point  O,  le  cercle  G  a  pour  équation 

(0  ^y  =  y, 

et,  la  courbe  H', 

(•2)        '        Xar^-h  Bj-''J-{- Cxy--^  Dj^  ^  .ry  —  o, 

A,  B,  G,  D  étant  des  coefficients  quelconques. 

L'équation  aux  x  des  points  d'intersection  de  G  et  de  G' 
s'obtient  par  rélimination  dey  entre  les  deux  équations  pré- 
cédentes, ce  qui  donne 

(3)  A^6_u.  B:r4-j-3-3H- Gar2-T-D  =0. 

Les  racines  Xi,  x\.  .  .  .  ,  x^  de  cette  équation  sont  les  ab- 
scisses des  points  nii,  in^,  .  .  .,  /«e-  H  est  visible  qu'elles  satis- 
font aux  relations 


Xi=  o, 


2^=I1^'=" 


Par  conséquent  le  point  O  est  le  harycenlre  des  points  ni^, 
m^,  •..,  '«6-  Réciproquement,  lorsque  six  points  nii,  m-i,  .... 
mg  du  cercle  G  sont  tels  que  leur  barycenlre  tombe  au  point  O, 
leurs  X  sont  racines  d'une  équation  de  la  forme  (3),  et  l'on 
peut  trouver  une  courbe  H'  qui  coupe  G  en  ces  six  points. 

Gela  posé,  supposons  fixes  les  trois  points  /^i,  /?i2,  '»3,  et 
soit  g-  leur  barycentre.  Les  points  //j^,  m^,  m^  doivent  alors 
varier  sur  G  de  telle  manière  que  leur  barycentre  soit  le  point 
fixe  fr'  défini  par  0^'  =  —  O^.  Les  milieux  des  cordes  m'^m^. 
m^mz,  /«6"U  décrivent  donc  un  cercle  G'  homothélique  à  G, 
le  centre  d'homolhétie  étant  le  point  g'  et  le  rapport  d'ho- 

mothétie  étant Le  triangle  f<jrmé  par  les  tangentes  à  G 

•A 

aux  points  m^,  mj,  «jg  (triangle  dont  les  sommets  sont  des 
points  du  lieu  demandé  )  est  par  suite  inscrit  à  un  cercle  fixe  F', 
inverse  de  G'  par  rapport  à  G. 

Mais,  de  même,  les  milieux  des  cordes  niinio,  niiViz-,  "'sWi 
sont  sur  un  cercle  G,  homothélique  de  G  par  rapport  à  g^  le 

rapport  d'homothétie  étant  —  7'  et  les  sommets  du  triangle 

formé  par  les  tangentes  à  G  aux   points  nii,  nio,  niz  sont  sur 


(  4:4  ) 

un  cercle  V,  inverse  de  G  par  rapport  à  G;  G  et  G'  sont  visi- 
blement symétriques  par  rapport  au  point  O  ;  il  en  est  donc 
de  même  de  F  et  de  F',  et  Ton  peut  énoncer  le  résultat  final 
que  voici  : 

Soient  O  le  centre  du  cercle  donné,  F  le  cercle  circon- 
scrit au  triangle  formé  par  les  trois  tangentes  fixes.  Le 
lieu  demandé  est  le  cercle  F',  symétrique  de  F  par  rapport 
au  point  O. 

1991. 

(1904,   p.   96.! 

Soient  (S)  et  (S')  deux  sur/aces  réglées  ayant  la  même 
ligne  de  striction  G,  et  telles  que  les  génératrices  G  et  G' 
de  (S)  et  de  (S')  qui  se  coupent  en  un  point  m  de  C  fassent 
entre  elles  un  angle  constant.  Toute  droite  G",  qui  passe 
f>ar  le  point  m  et  constitue  avec  G  et  G'  un  trièdre  de  gran- 
deur invariable,  engendre  une  surface  (S")  dont  la  ligne 
de  striction  est  aussi  G.  (R.  Bricard.) 

SOLUTION 
Par  M.  Emil  Hath. 

J'appliquerai  la  méthode  de  Grassmann  à  la  solution  de 
cette  question  et  de  la  question  suivante.  J'emploie  les  nota- 
lions  de  M.  Burali-Forti  {Introduction  à  la  Géométrie  diffé- 
rentielle suivant  la  méthode  de  Grassmann.  Paris^  1897). 

Si  U,  U',  U"  sont  des  vecteurs  unités  parallèles  aux  géné- 
ratrices des  trois  surfaces,  qui  passent  par  la  courbe  donnée  G. 
et  T  un  vecteur  unité  parallèle  à  la  tangente  de  la  courbe  G, 
on  a 

(i)  U2=  U'2=U"2=T2  =  I. 

La  courbe  G  est  la  ligne  de  striction  des  deux  premières 
surfaces,  on  a  donc 


(2)  T        -y-     =0, 

ds 


ds  ' 


s  désignant  l'arc  de  la  courbe  G.  Les  angles  des  vecteurs  U. 
U',  U'  sont  constants;  on  a  donc 

(3)      U|U'=const.,         U' 1  U"=  const.,         U"IU  =  const. 


(  4-5  ) 

La  dérivation  des  équations  (i)  et  (3)  donne 


(4) 


Si  nous  posons 


dV" 

-d7' 

dV 
ds 
d\l 
ds 


T  =  aU  —  a'U'-^a"U", 


o  =  U 

ds 

=  U' 

ds 

o  =  U 

d\J' 

ds 

-^U' 

ds 

U" 

■U 


d\j' 

ds 
dV" 

ds 


les  a,  a',  a"  désignant  des  nombres,  nous  avons,  en  vertu  des 
relations  (4)  et  (a)  : 


T 

du 

ds 

a'U' 

— ; h  a  L 

ds 

d{] 
Ts' 

dV 

dV 

d[}' 

T 

ds   ~ 

a  U 

-p-T-a"L" 

ds  ' 

dV"  _ 

f^U" 

^U" 

T 

ds 

a  U 

ds          ^  ^ 

ds 

d\}' 

= 

—  a  U" 

-^ a'  U" 

ds 

ds 

aa'  /     , 

dU             ,. 

dU'\ 
ds)='' 

^^ 

^r 

7?r-    U 

La  dernière  équation  T    — t—  =  o  montre  que  la  courbe  G 
^  I    ds 

est  la  ligne  de  striction   de   la   troisième   surface. 

1992. 

[190*,  p.  n6  et  m  I  ').] 

On  donne  dans  l'espace  une  courbe  G. 

1°  Définir  la  surface  réglée  la  plus  générale  dont  G  est 
la  ligne  de  striction  en  même  temps  quune  ligne  de  cour- 
bure. 

•2°  Définir  la  surface  réglée  la  plus  générale  dont  G  est 
la  ligne  de  striction  en  même  temps  qu'une  ligne  asym- 
ptotique.  (R.  Bricard.) 


(')  Les  deux  énoncés  dont  l'ensemble  constitue  la  question  1992 
ont  été  séparés  par  suite  d'une  erreur  matérielle. 


(  476) 


SOLUTION 
Par  M.  Emil  Rath. 

Considérons  un  point  P  de  la  conrbe  donnée  G  comme 
fonction  de  l'arc  s.  Si  T,  B,  N  sont  trois  vecteurs  unités, 
parallèles  à  la  tangente,  la  normale  principale  et  la  binor- 
male  de  la  courbe  G  au  point  P,  on  a 

(  T2=.  N2=  B2=i,         T|N  =  N|B  =  B|  T  =  o, 

'^'^       )  B  =  1TN,         T=|NB,         N  =  |BT, 

^    '     ds         p  ds  \p  T     /  ds        X 

(formules  de  Frenet;  -  est  la  courbure,  -  la  torsion  j. 

Soit  U  un  vecteur  unité,  encore  indéterminé,  tel  que  la 
surface  réglée  TU  admette  la  courbe  G  pour  ligne  de  stric- 
tion ;  nous  aurons 

(3)  '^\-d7='- 

Si  donc  nous  posons 

(4)  U  =  xT  -{-yN  +^B,  . 

où  X,  y,  z  sont  des  nombres  fonctions  de  s  telles  que 

(5)  U2=a72+ j2^:;2=i, 
les  formules  de  Frenet  donnent 

'      ds        \ds         p/  \ds         p         zj  \ds 

En  substituant  la  valeur  de  —j-  dans  (3),  nous  avons,  en  vertu 

de  (1), 

dx        y 


(7) 


ds 


P 


1°  Pour  que  la  courbe  donnée  soit  asyniptotique,  il  faut  et 

il  suffit  que  le  vecteur  U  soit  parallèle  au  plan  osculateur  de 

la  courbe,  et  par  conséquent  perpendiculaire  à  la  binormale; 

on  a  donc 

U  I  B  =  o         ou         z  =^  o. 


(   177  ) 

Si  nous  posons  donc  x-  =  coso,  y  =  sino,  (7)  donne 

(8)  sincsI-T^ )  =  o. 

En  supposant  sincp  ^  o,  nous  avons 

(/O  I 

as         p 
et,  en  intégrant 

.  .  r'ds 

(9) 


Jl      fis 
0       p 


cpo  est  la  valeur  de  o  pour  *  =:  o.  La  génératrice  passant  par 
le  point  P  de  la  surface  réglée  cherchée  est  donc  définie  par 
le  vecteur 

(10)  U  =  cosu  F -t- sinçN, 

©  étant  donné  par  la  formule  (9). 

'2°  Pour  que  la  courbe  donnée   C  soit   une   ligne  de  cour- 

r/R 
bure,  il  faut  et  il  suffit  que  T  soit  parallèle  à   — ;— >   R  dési- 

ds 

gnant  un  vecteur  unité  parallèle  à   la   normale  de   la    surface. 

Le  plan  tangent  est  parallèle  au  bivecteur  UT:  on  a  donc 

R  l"T 


modUT 
ou,  en  vertu  de  (4)  et  (1), 


(M)  ^/r^-z^R  =  zy-j'B. 

En  dérivant  et  en  tenant  compte  des  formules  de  Frenel, 
on  a 

dz  dy  y-  —  z^ 

r— f/R  z^       -^'ds^^lh  -.        ,     ,. 

v^^^'^^T^^-pT- j,-j. (r>-^B). 

Pour  que  —^  soit  parallèle  à  T.  il  faut  que  l'on  ait 

dz  dy        r-—z'-  y  ds 

(i2j     y-j z-f =  0        ou        f——= 

'     -^  ds  ds  -.  /  z\^        1 


(  4:8  ) 

ds 

Si  nous  |)Osons  —  =<:/'!/  (angle  de  torsion),   on   a,  en  inté- 


grant, 


arc  tan?  —  =  i' 


La   constante   c   est    la    valeur    de    arc  tang —   pour    5  =  0 

y 

et  'h  =  0.  Rn  substituant  à  di  -h  c  la  grandeur  'V,  on  a 
(i3)  -  =  tang'V. 

y 

Des  équations  (5)  et  (7)  on  tire 

dx  cas 'h'  d  s  .  C    dscos'h' 


\/i  —  x-  ? 

(ci  est  la  valeur  de  arc  sin.r  pour  s  =  o), 

,    ,,  .     ,      ,'^  ds  cosdi 

(i4) 


r 


Cl 


■'"if 


La  surface  cherchée  est  définie  par  la  relation  (4);  les 
nombres  x.  y,  z  étant  donnés  par  les  équations  (i3)  et  (i4)- 

1993. 

(  lîHli,    p.    Ili    I 

Soient  m  et  m  deux  points  d'une  ellipse  E.  Sur  la  nor- 
male en  ni  on  porte,  extérieurement  à  l'ellipse,  une  lon- 
gueur mp,  égale  au  demi-diamètre  conjugué  de  celui  qui 
aboutit  en  m.  Soit p'  le  point  analogue  que  l'on  peut  con- 
struire sur  la  normale  en  ni . 

Démontrer  que,  si  la  tangente  en  ni  contient  le  point  p, 
la  tangente  en  m  contient  le  point  p' . 

(R.  Bricard.) 

SOMTION   ANALYTIQUE 
Par    iM.    E.-N.    Bauisien. 

Si  l'ellipse  E  a  pour  équation 

b-x--~-  a-y-—  a"-  b-  =  o, 

et  si  o  et  o'  sont  les  angles  d'anomalie  excentrique  en  m  et  ni, 
on  sait  que  les  points  p  et  p'  sont  situés  sur  le  cercle  de  Chasles 


(  179  ) 

oonceiilrique  à  E  et  de  rayon  (a-t-b).  Les  coordonnées  de  p 
et  p'  sont 

(  T  =  i  a -h  b)  co^o,  \  a"  =(«-;- 6  )  ces ç', 

(  j-  =  (a  -i-  6)  sin'^,  {  y  —  ( a  -~-  b)  sino' . 

Les  tangentes  à  E  en  m  et  /?«'  ont  ponr  équations 

6a;cos'-p  -+-  ay  sino  =  ab, 
bx  coso'  -4-  ay  sin  ti'  =  ab. 

On  voit  que  la  condition  pour  que  la  tangente  en  m  passe 
par  p  est  Ja  même  que  si  la  tangente  en  ni  passe  par/:»'.  Cette 
condition  est 

( a  -^  b)(b  cosj>'  coso'-f-  a  sino  sino' j  =  ab. 

Remarques.  —  On  a  encore  les  propriétés  suivantes  : 

J.  Le  lieu  du  point  de  rencontre  des  tan,^entes  en  ni 
et  m'  est  l'ellipse 

b (  ïb  -{-  a) X' -^  a{ia  -^  b)y-  =^  ab(a  -h  b)-. 

IL  Le  lieu  du  point  de  rencontre  des  droites  pp'  et  mm' 
est  la  kreuzcurve 

b^ (q. a  -^  b).r-  -^  a^ ( a  -^  -2 b  )y^  =  c* x-y^. 

Soient  pi  le  symétrique  de/?  par  rapport  à  m,  p\  le  symé- 
trique de  p'  par  rapport  à  m.  On  trouve  encore  : 

in.  Le  lieu  du  point  de  rencontre  des  droites  pp'  et  p\p'x 
est  la  kreuzcurve 

b^(ia  -+-  b )x^^  a^{a  -+-  2b )y-=  («  ^-  b)-x-y-. 

\\  .  Le  lieu  du  point  de  rencontre  des  droites  pip\  et  mm' 
est  la  kreuzcun-e  IL 

Autres  solutions  analytiques  de  M.  D.  Tabakoff,  de  M.  Troin  et 
de  iM.  Lkz. 

SOLUTION    GÉOMÉTRIQUE 
Par  M.  Thie. 

On  sait  que  si  Ion  porte,  sur  la  normale  en  m  à  une 
ellipse    E,    et    de    part    et    d'autre    du   point    m,   deux   seg- 


(  48o  ) 

ments  inp,  inq,  égaux  tous  deux  au  demi-diamètre  conjugué 
de  celui  qui  aboutit  en  m  (le  point  p  étant  extérieur  à  l'el- 
lipse), les  points  p  el  g  se  trouvent  respectivement  sur  les 
cercles  de  Ghasles,  de  ravons  a -\- b  et  a  —  b,  a  el  b  étant 


les   demi-axes   de  E.   On  sait   aussi  que  op  et  oq  sont  éga- 
lement inclinées  sur  les  axes  de  E. 

Soient  p'  et  q'  les  points  analogues  relatifs  au   point  ni  :  si 
le  point  p  est  sur  la  tangente  à  E  en  «i',  on  a 

pp'  =  pq'. 

Mais  les  deux  triangles  poq',  p  oq  sont  égaux,  comme  ayant 

op  =  op\  oq  =  oq' ,         poq' ^  p"(J- 

pq'=  pq. 

pp'=  p'q. 


Donc 

Il  en  résulte 


Par  suite  le  point  p'  se  trouve  bien  sur  la  tangente  en  m 
à  E.  c.    Q.    F.    D. 


EURATA. 


Numéro  de  janvier  1904,  pages  22  et  24,  dans  le  Mémoire  de 
M.  FoNTENÉ  :  Sur  le  système  articulé  de  M.  Kenipe,  la  figure  de 
la  page  24  doit  porter  le  n°   li,  et  la  ligure  de  la  page  22  le  n"  12. 


(  48.  ) 

[K14b] 

SlIR  LES  POLYÈDRES  DE  GE^RE  un  ; 

Par  m.  a.  DELTOUR. 


1.  Dans  un  article  récemment  inséré  aux  Nouvelles 
Annales  ('),  M.  G-  Fontené  a  signalé  l'inlérèt  que 
présentaient,  pour  une  extension  possible  à  l'espace 
du  théorème  de  Poncelet,  les  polyèdres  homogènes  de 
genre  un,  c'est-à-dire  ceux  dont  toutes  les  faces  sont 
des  polygones  ayant  un  même  nombre  x  de  côtés,  et 
dont  tous  les  angles  solides  ont  un  môme  nombre  j'^  de 
faces. 

Jl  ne  saurait  exister,  a  priori,  que  trois  classes  de 
polyèdres  de  genre  un  homogènes,  pour  lesquelles  on  a 
respectivement 

^  =  4,       ^  =  4, 

^  =  3,       y  =  ^\ 

^  =  6,       r  =  3- 

On  peut  donner  aux  polyèdres  de  ces  trois  classes  les 
noms  lespectifs  de  polyèdres  télragonaiix,  pol)  èdres 
trigonaux,  polyèdres  hexagonaux,  et  la  question  sui- 
vante se  pose  : 

Existe -t-il,  dans  chaque  classe,  une  injinité  de 
polyèdres  ? 

La  réponse  est  aflirmative  en  ce  qui  concerne  les 
polyèdres  tétragonaux,  ainsi  que  l'a  montré  M.  Fontené 
(^loc.  cit.).  Quant  aux  polyèdres  trigonaux  et  aux  po- 

(')  Même  ïonie,  p.  433. 
Ann.  de  Mathémat.,  4"^  séi'ie,  t.  IV.  (Novembre  1904.)         3i 


(  482  ) 
lyèJres  hexagonaux,  la  question  ne  paraît  pas  avoir  été 
traitée  jus(ju'ici,  et  le  but  de  la  présente  Note  est  de 
combler  cette  lacune. 

Je  vais  montrer  que,  pour  toute  valeur  de  8^7, 
on  peut  construire  nu  moins  un  polyèdre  trigonal  à 
S  sommets.  Il  eu  résultera  innnédiateuient,  par  corré- 
lation, que  l'on  peut  construire,  pour  les  mêmes  valeurs 
de  S,  an  luoius  un  polyèdre  hexagonal  à  S  faces. 

2.  Soient  donnés  S  poiuts,  dont  quatre  quelconques 
ne  sont  pas  dans  un  uiême  plan,  et  que  je  désignerai 
par  les  nombres 

Cil  f       ^2î        *  •  '  1        ^S' 

Considérons  les  deux  triangles 

aia^a',     et     aya^a,,, 

et  tous  ceux  que  l'on  peut  en  déduire  par  permutation 
circulaire  des  sommets. 

Je  forme  ainsi  2 S  triangles  (T)  (S  dans  chaque  caté- 
gorie). Je  dis  que  ce  sont  les  2S  faces  d'un  polyèdre 
trigonal^  ayant  pour  sommets  les  S  points  donnes. 

Pour  le  démontrer,  il  faut  d'abord  reconnaître  que 
chaque  côté  d'un  triangle  (T)  quelconque  appartient 
à  un  second  triangle  (T)  et  à  un  seul. 

Considérons,  par  exemple,,  le  ti'iangle  quelconque  de 
la  première  catégorie 

(11  est  bien  daii'  que,  dans  cette  notation,  un  indice  qui 
dépasse  S  doit  être  remplacé  par  cet  indice  diminué 
de  S.) 

Le  côté  a^afij^x  de  ce  triangle  appartient  au  triangle 
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de  la  sccoiule  catégorie  et  n'appartient  à  aucun  autre 
triangle  (T), 

Le  coté  afia/,^3  du  même  triangle  appartient  au 
triangle 

de  la  seconde  catégorie  et  n'appartient  à  aucun  autre 
triangle  (T). 

Eniin,  le  côté  a/i^,  a/ij^^  appartient  au  triangle 

(^h+l  «/i+3  «/i+V 

de  la  seconde  catégorie  et  n'appartient  à  aucun  autre 
triangle  (T). 

On  reconnaîtra  de  même  que  chaque  côté  d'un 
triangle  de  la  seconde  catégorie  appartient  à  un 
triangle  et  à  un   seul  de  la  première  catégorie. 

II  faut  ensuite  vérifier  que  chaque  point  a^  est 
sommet  de  six  triangles,  et  que  ces  six  triangles  sont 
les  faces  d'un  véritable  angle  hexaèdre  (non  décomposé 
en  deux  anyles  trièdres). 

Oi-,  on  le  voit  immédiatement  :  les  six  triangles  en 
question  sont  les  suivants  : 

«/i«/j+i<^A+3.     «/t-i«/i«/2-!-5,     «/j_3rt/,_2a/,         (r*  catégorie) 

et 

«A«A-(-2«/i+3,     «/j-2«/i'^/?+i,     «/i-3«/i-i«/i         (a*  catégorie); 

ils  sont  les  faces  de  l'angle  hexaèdre 

«A  (  ci/i+i  a/i+3  <^/i+2  a  h- 1  aii-i  (iii-2  )■ 

G.    ().   F.   D. 
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[A3aa] 
SUR  L'EXISTEXCE  DES  RACINES  DE  L'ÉOUATÎOX  ALGÉBRFOUE; 

Par  m.  s.  STAMATIADIS. 


1.   Soit  le  polynôme 

f{z)  =  A„z"-^  A„_i^"-i-(-., .  +  Xiz  -h  Ao. 

En  posant 

A„  =  a/i  (  co?  0),,  -f-  i  sin  a)„  ), 
) 

Ao  =  «0  (costoo  -f-  i  sin  ojo) 

et 

z  =  r(cos<f -^  i  sino), 

le  poljnome  devient 

f(z)  =  a,i  /-"[cosfcon-t-  no)  -4-  i  sin(u>„+  «cp)]  -+-. . . 

-T-  «1  /■[c()s(wi-t-  Ci)  -+- 1  sin(a)i  +  cp)]  -i-  ao(cosa)û+  sin  Wy). 

Les  coordonnées  du  point  M,  qui  représente  sur  le 
plan  la  valeur  du  polynôme,  sont 

X  =  a,i/'''  cos(a)„-i-  «  o)  -+-.  .  .-i-  ai  r  cos(toi  -f-  cp)  +  ao  cosojo, 
y  =  a„/'"  sin  (oj„+  nç.)  -T-.  .  .+  aj  r  sin  ( aj,H-  ç)  h-  ao  sin  too- 

Considérons  la  courbe  décrite  par  ce  point,  lors(jue, 
r  ayant  une  valeur  constante,  <p  augmente  de  o  à  2-,  et 
soit  8  raccroissement  que  prend  l'argument  0  du  poly- 
nôme sur  cette  courbe. 

2.  Pour  une  valeur  de  1'  suffisamment  petite,  et 
pour  toute  valeur  inférieure  à  elle,  on  a  ^  =  o. 
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En  effet,  le  module  du  j)olyiiome 

peut  devenir  aussi  petit  que  l'on  veut.  Prenons  /'  assez 
petit  pour  avoir 

|/(^)-Ao|<!x<|Ao|, 

pour  toute  valeur  de  o,  et  écrivons  un  cercle  de  rayon  ;j. 
avec  le  point  Aq  pour  centre;  toute  la  courbe  sera  com- 
prise dans  ce  cercle,  qui  ne  comprend  pas  l'ojigine  ;  par 

suite  on  aura  ^  ^  o. 

3.  Pour  une  valeur  de  r  suffisauimeiit  grande,  et 
pour  toute  valeur  supérieure,  on  a  H  ==^  2n~. 

1°  Nous  allons  montrer  d'abord  que,  pour  une  telle 
valeur  de  /•,  o  augmentant  de  2-,  chacune  des  fonc- 
tions X  et  y  s'annule  in  fois. 

En  posant 

^        ««-1  r"-'  >in  (  to„_,  -\-  n  —  i  o  )  -^ .  .  .  —  «o  siii  to,, 

0  = ■ » 

au  r" 

a,i-\  r"-^  cos(a)„_i  -h  n  —  io)-J-...-J-<7o  costo,. 


on  a 

sin  (to,,  -h  n'c) 


tangB 


X        cos(aj„-f- «cp  j -i- î 
On  peut  prendre  /•  assez  grand  pour  avoir 
(a)  -—  a„ /•"  >  an-i  /■"-'  -+-...  -f-|?i  /'  -H  ao  ; 

on  aura  alors,  à  plus  forte  raison, 

|ô|<-^        et         h|<-^ 

V/-2  \/2 

pour  toute  valeur  de  'J. 
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Les  valeurs  de  o  qui  rendent  sin(to,j-4-  ncs)  allerna- 

tivemenl  é^al  à  -j-  i  et  à  —  i  sont  distantes  de  — •  A  ces 
^  n 

valeurs  correspondent  des  valeurs  de  sin(a)rtH-  710)+  0 

alternativement  positives  et  négatives  et,  comme  cette 

fonction  est  continue,  elle   s'annule  chaque   fois  entre 

deux    de    ces    valeurs    consécutives.    Par   consé{|uent, 

9    augmentant    de    27:,    cette    fonction    s'annule    bien 

2  72  fois. 

Elle  ne  s'annule  que  2 n  fois.  —  En  effet,  soient  '^,, 
02  deux  valeurs  consécutives  de  '^  pour  lesquelles 
sin(a)rt  + /z'i)  est  respectivement  égal  à  +  i  et  à  —  i. 

Tant  qu'on  a 

I  sinfton-f-  rt'f  )  I  >  -p> 

sin(oj„-!- /l'j)  H- 0    ne    peut    s'annuler,    puisque    |8| 
est  ■<  -p;  cela  ne  |)Ourrait  donc  arriver  que  lorsque 


sin(c)j„+ «'j)    varie   de    H — —à -•    Nous   allons 

montrer  (jue,  dans  cet  intervalle,  sin  [l^)„ -{-  fio)  +  0 
a  sa  denvee  n  cos( to„  +  wj)  H — r- constamment  néga- 
tive, d'où  l'on  déduira  que  cette  fonction  ne  peut  s'an- 
nuler plus  d'une  fois. 


En  effet,  de 


on  tire 


et 


|sin(oj„4-  n<i)  \  <  — = 

V/2 


1  C0S(W„H-  rtO)  I  >  -— 


I  ncos(ca„-4-  «cp;  |  >  -— 

V2 
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D'auLit;  part 

(rt  —  i)«,,-.i/'"-'  cos((x),i_i  -I-  n  —  I  cp) 
^  (  n  —  9. )a„_o/-"^-  cos(aj„_2H-  n  —  •>. ç)-t-.  .  .-t-  a,  /•cos(< 


par  conséquent 

{n  —  i)a„_,  r"-i  -+-  (n 


< 


2)a„_,r«-2 


Or,  l'iilégalilé  (a)  donne,  a  fortiori, 

(il  —  i  )i'/„-i  /•"-!-+-  (n  —  •i)a„-ir"--~. .  . 
na„r" 


/^ 


d^ 
do 


< 


/T 


d^ 


a  le  sijrne  de  son 


Donc  la  dérivée  «  cos(iL)„+ /ic;)    , 

premier  terme;  d'ailleurs  ce  premier  terme  est  négatif; 
car,  l'arc  augmentant  de  o,  à  cp^,  sin(oj,j+  z/'-p)  décroît 
de  +  I  à  —  1 ,  par  conséquent  cos(w„  +  Ji'^)  est  négatif 
dans  tout  rinlervalie  'o^  . .  .'o^- 

On  conclut  (|ue,  o  augmentant  de  27:,  la  fonc- 
tion sin(cL),, -t-  no)  +  à,  par  conséquent  aussi  y,  qui  a 
toujours  le  même  signe  qu'elle,  s'annule  in  fois  et  ne 
s'annule  (|ue  in  fois. 

On  démontrera  la  même  chose  pour  x. 

1'^  Les  zéros  de  x  el  de  y  alternent.  —  11  s'agit  de 
monlier  que,  entre  deux  zéros  de  x,  il  y  a  toujours 
un  zéro  dej)  ,  et  inversement. 

Soient  cp,,  cp^,  '-^3  trois  valeurs  consécutives  de  o  qui 
rendent  sin(to,jH-  ncp)  respectivement  égal  à  +  i,  —  i, 
4-  I.  Entre  ces  trois  valeurs  il  j  a  deux  valeurs  »',  '^ 
qui  annulent  la  fonction  sin(coj4-  no)  -\-  S,  et  qui  font 
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par  conséquent 

I  sin(w„-!-  no)\  =  |  o  |, 
c'est-à-dire 

I  sin(w„+  «9)  I  <  -^• 

Mais  alors  on  a,  pour  les  mêmes  valeurs  cp',  cp", 


I  cos(w„-l-ncp)  I  >  -— , 
v/2 


donc  aussi 


I  cos(w„-i-  no)  \>\z\. 

Donc,  pour  ces  valeurs  '^',  '^",  la  fonction 
cos(oj„-i-  no)  -i-  z 

a  le  signe  de  son  premier  lerme.  D'ailleurs  ce  premier 
terme  est  négatif  poui-  cp',  positif  pour  cp".  Car  dans 
l'inteivalle  ci,.,.c52,  qui  comprend  cp',  l'arc  croissant 
de  Ci,  à  cp2 ,  sin(a)„-(- /2cp)  décroît  de  +i  à  — i, 
donc  cos ((!)„+  /icp)  est  négatif;  on  voit  de  raêiiie  qii'il 
est  positif  pour  cp".  Donc  cos(tOrt  +  7zcp)  +  e,  par  con- 
séquent aussi  J7,  prend,  pour  cp',  cp",  deux  valeurs  de 
signe  contraire,  et,  par  suite,  s'annule  pour  une  valeur 
intermédiaire  de  cp. 

On  voit  de  même  que,  en  Ire  deux  zéros  de  x,  il  y  en 
a  un  de  y;  donc  les  zéros  ;dlcrnenl. 

3"  On  voit  en  outre  que,  lorsque  y  arrive  à  zéro 
par  des  valeurs  positives,  x  est  négatif.  En  effet,  pour 
la  valeur  c^',  y  arrive  à  zéro  par  des  valeurs  positives, 
et  l'on  vient  de  voir  que,  pour  cette  valeur  cp',  x  est 
négatif.  On  verra  de  même  que,  lorsque  y  arrive 
à  zéro  par  des  valeurs  négatives,  x  est  positif.  Inver- 
sement, lorsque  x  est  positif  avant  de  s'annuler  pour 
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une  certaine  valeur  de  o,  j^est  positif  pour  celte  valeur 
de  cp  et,  si  y  est  négatif,  x  est  aussi  négatif. 

On  conclut  en  somme  que,  C5  augmentant  de  2  7C,  le 
point  M(x,  j>')  rencontre  les  axes  des  coordonnées  dans 
l'ordre  suivant  :  la  partie  positive  de  Taxe  des  x^  la 
partie  positive  de  l'axe  des  y,  la  partie  négative  de 
l'axe  des  x^  la  partie  négative  de  l'axe  des  y.  Et, 
comme  M  rencontre  chacun  des  axes  in  fois,  on  voit 
qu'il  accomplit  autour  de  l'origine  n  circonvolutions 
dans  le  sens  positif;  par  conséquent  : 

Pour  r  assez  grand,  et  pour  toute  valeur  supé- 
rieure, on  a  ^  =  2nr^. 

4.  Supposons  que  r,  en  partant,  de  zéro,  croît  d'une 
manière  continue,  et  considérons  les  valeurs  corres- 
pondantes de  8. 

Si  entre  deux  valeurs  /•,,  /o  de  r  il  n'y  a  aucune 
racine  du  polynôme,  8  conserve  dans  cet  intervalle 
une  valeur  constante. 


On  a,  en  cllet, 


y 

=  arc  lang  — 


et 


ou  b:( 


?-2-^  y 

d  ave  tang  — 


en  posant 


tjrp. 

'  =   /         T-  "^(^^  r)  do, 
.L        do        ' 


Y 
(T(cp,  r)  =  arc  tang  — • 


Considérons  la  fonction — !t('j,/')=:  '~ ^'  Comme 

Oo    ^  »  '    '        x'^-T-  y- 
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ou  a  par  supposilioii  x-  +  }  -  ^  o  pour  loule  valeur  de  œ 
dans  l'inlcrvalle  /j  . .  .z^,  el  cointne  or,  y,  x',  j'  sont  des 
foiu'tious  continues  de  o,  la  fonction  est  elle-même  finie 
et  continue  dans  cet  intervalle;  par  conséquent  l'inté- 
grale 


£ 


est  fonction  continue  de  sa  limite  ^.  Or  cette  intégrale, 
à  la  constante  près,  n'est  autie  chose  que  a-(çp, /•)•, 
donc  o-(c2,  /•)  est  fonction  continue  de  cp  dans  l'inter- 
valle. Il  s'ensuit  que  la  valeur  de  l'intégrale  fJ  est  bien 
leprésentée  par  la  dififérence 

6  =  a(-27:,  /•)  — a(o,  /•), 

dans  le  mèm<;  intervalle.  Or  cette  différence  est  con- 
stante; en  effet,  sa  dérivée  par  rapport  à  /•  est 

dy  àx\  /     ày  dx\ 


les   indices  signifiant  la   valeur  qu'il   faut  donner   à   cp 

dans   chaque    parenthèse.    Cette  dérivée  est  égale  à  o, 

car    les    dénominateurs    sont    constamment    différents 

de  o,  landis  que  d'autre  [)art  chacune  des  fonctions  jc^ 

dx      dy  ^  ,  1  - 

V,    — j    -^^   nrend,  pour  0  =  0  et  ©  =  271,   les  mêmes 

valeurs. 

5.  Si  e/ilre  les  valeurs  /•,,  /o  il  j  a  une  racine  du 
polynôme,  r  augnieiitanl  de  i',  à  /"o,  V angle  B  augmente 

de  2TC. 

Soit  p  la  racine,  le  polynôme  s'écrit 

f{z)  =  f,{z){z.-p), 
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le  poljiioiucy,  (z  )  n'ayant  aucune  racine  entre  /•)  et  /v. 
Donc,  en  appelant  0,  l'accroissement  que  prend  l'argu- 
ment de  ce  polynôme  y,(z),  lorsque  o  croît  de  2-, 
d'après  le  n"  4,  Oi  aura  une  valeur  constante  entre  ;•( 
et  /'•>.  Mais,  d'autre  part,  l'accroissement  de  l'argument 
du  binôme  z  —  />,  /'  auguKmtant  de  i\  à  r.^,  augmentera 
de  27:. 

En  ellet,  les  valeurs  de  z  —  p^  pour  une  valeur  con- 
stante de  /■  et  pour  ',5  =  0,  . .  . ,  27:,  sont  représentées 
par  une  circonférence  décrite  autour  du  point  — p  avec 
un  rayon  égal  à  la  valeur  de  /■. 

Comme  on  a,  par  supposition, 

r,<\p\<r,, 

on  voit  (]ue,  pour  ;•  ^ /•, ,  cette  circonférence  ne  com- 
prend pas  l'origine,  tandis  que  pour  j- ^=  7-2  elle  com- 
prend l'origine.  Donc,  pour  ;-,  l'accroissement  de 
l'argument  de  z  —  p  est  égal  à  o,  tandis  que  pour  Vo 
il  est  égal  à  27:.  D'ciilleurs,  l'argument  de  f(z)  étant 
égal  à  la  somme  des  arguments  de  ces  facteurs /")  (z) 
et  (z  —  />),  on  conclut  que  8  augmente  de  27:. 

On  démontrerait  de  même  que,  si  entre  /', ,  /'o  il 
V  a  îii  racines  du  polynôme,  /•  variant  de  /',  à  /;>, 
0  augmente  de  2/7/7:. 

S  il  V  a  des  racines  égales,  on  voit  qu'elles  comp- 
teront comme  autant  de  racines  distinctes. 

11  est  clair  aussi  que,  inversement,  si,  /•  variant  de  /•( 
à  /"o,  0  augmenl»;  de  2///7:,  il  y  a  ///  racines  du  poly- 
nôme dans  cet  intervalle. 

Des  n°^  3  et  5  ou  conclut  que  le  polynôme  a 
//   racines. 
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[Kl,  K13] 
SIR    LA   DISTINCTION   AXALYTIQIE   DES    RÉGIOIVS 
DÉTERMI^ÉES   PAR    U   TRIANGLE    OU   PAR   M 
TÉTRAÈDRE; 

Par  m.  Ch.   BIOGHE. 


Étant  données  les  équations  des  côtés  d'un  triangle 
il  est  facile  de  former  les  équations  qui  déterminent  les 
centres  des  cercles  tangents  aux  trois  côtés.  J'ai  été 
conduit  à  chercher  comment  on  pouvait  distinguer  les 
équations  qui  correspondent  au  centre  du  cercle  inscrit, 
ou  celles  qui  corres[)ondent  au  centre  d'un  cercle  exins- 
crit  déterminé.  Le  caractèie  que  j'ai  obtenu  est  assez 
simple  et  me  semble  tout  au  moins  peu  connu. 

Je  me  sers  de  cette  remarque  évidente  que  le  centre 
de  gravité  est  dans  la  région  intérieure;  or  si  les  équa- 
tions des  côtés  du  triangle  sont 

D,=  a^x  ^  biy  -\-  Ci  =  o, 
D2  =  a^x  -V-  b^y  -f-  Co  =  o, 
D3=  as.r-H  63JK-4-  C3=  o, 

et  si  Ion  désigne  par  0, ,  o^,  O3  les  déterminants  mineurs 
qui  multiplient  c,,  Co  et  c^  dans  le  développement  de 


A  = 


«1       <^l       Cl 
«3       ^3       Ci 


c'est-à-dire  si  l'on  pose 

A  =  Oj  Cl  -4-  O2C2  -+-  Ô3C3, 
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les    équations   qui   déltMiuiiicnl    le    centre   de  gravité 
peuvent  s'écrire 

D,o,=  D,^\=  D3O3. 

On  voit  alors  que  dans  la  région  intérieure  D,,  Uo,  D:, 
prennent  les  signes  de  0,,  Oo,  O3  ou  ceux  de  — 0,,  — ôo, 
-S3. 

Si  l'on  désigne  par  s,,  So^  £3  des  nombres  algébriques 
ayant  pour  valeur  absolue  i  et  ayant  les  signes  de  o,, 
Oo,  O3,  les  é(|uations  qui  déterminent  le  centre  du  cercle 
inscrit  sont 


D, 


D., 


D, 


le  centre  du  cercle  exinscrit  situé,  par  rapport  à  D,,  du 
côté  où  n'est  pas  le  sommet  opposé  à  D<,  est  donné  par 

r>i  Do  D, 


—  £1  \/a'l  -+-  b'I        1-2  \J a\  -H  b\        £3  \J a\  -\-  b\ 

Plus  généralement,  il  est  facile  d'obtenir,  connaissant 
les  signes  de  0,,  Oo,  03,  le  système  des  signes  que 
prennent  D,,  Do,  D3  dans  une  région  déterminée. 

Il  est  naturel  de  se  poser,  pour  le  tétraèdre,  des 
questions  analogues  aux  précédentes.  Si  les  faces  du 
tétraèdre  sont  données  par  des  équations 


Pr 


et  si  l'on  pose 


biy-^CiZ-r-di=o         (  t  =  ( .  2,  3j  4  )) 


Oir/i-l-  09(^2+  Oa^/s-i-  04(/i, 


b^ 

Cl 

dy 

b. 

C-i 

d-i 

bz 

C3 

ch 

^4 

Ci 

d. 

on  voit  facilement  que  le  centre  de  gravité  est  donné 
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par  les  équations 

et  la  considération  des  signes  dv.  0| ,  o.,,  à-i,  S,  permet  de 
distinguer  les  systèmes  de  signes  cpje  prennent  P,,  Po, 
P3,  P4  dans  les  différentes  régions  déterminées  dans 
l'espace  par  les  faces  du  tétraèdre. 


AGREGATION  DES  SCIENCES  ^milÉUATIQlES 
(CO.\COimS  DE  1904). 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION  DE  MATHÉMATIQUES  SPÉCIALES; 

Pak  m,  a.vâcquant, 

Professeur   au    lycée   de   Nancy. 


On  donne  un  cj  lindre  défini  en  coordonnées  rec- 
tangulaires par  V équation 

y-—ipx  =  o 

et  un  plan  dont  l'équation  est 

z  —  by  -\-\{x  —  ay)  =  o. 

1°  Calculer  les  coordonnées  du  sommet  S  de  la 
parabole  section  du  cylindre  par  le  plan.  Trouver  la 
courbe  C,  lieu  géométrique  de  ce  sommet  quand 
\  varie,  a  et  b  restant  fixes.  Montrer  que  cette  courbe 
possède  en  général  deux  points  doubles  et  peut  être 
placée  sur  deux  cônes  du  troisième  ordre. 

■2°   On  considère  la  courbe  particulière  C  obtenue 

en  posant 

a  =  I,        b  =  o. 


(  4cp  ) 

Quelles  sont,  les  telations  qui  existent  entre  les 
valeurs  de  \  qui  correspondent  aux  points  de  ren- 
contre de  C  avec  un  plan  arbitraire? 

Discuter  la  réalilé  des  points  de  rencontre  de  cette 
courbe  m'rc  un  plan  oscillateur  (/iwlconque. 

3''  Déntontrer  que,  jtnr  toute  droite  tangente  en  un 
point  A  à  C,  on  peut  mener  trois  plans  qui  lui  soient 
tangents  chacun  en  un  point  autre  que  K',  réalité  de 
ces  plans. 

Les  plans  bitangents  à  ta  courbe  C  se  partagent  en 
deux  familles  ;  démontrer  que  les  plans  de  l'une  des 
familles  sont  tangents  au  cylindre  parabolique  et 
ceux  de  Vautre  famille  ta/igents  à  une  surface  du 
second  ordre  dont  on  déterminera  le  genre. 

I.  Soient  (jro,yo^  ^o)  '^s  tooidonnées  du  sommet  S 
de  la  parabole  section  du  cylindre 

j'*  —  ap  jc  =  o 
par  le  plan  P 

z  —  by  +  ^{x  —  ay)  =  o. 

Le  point  S  sera  sommet  de  la  parabole  si  la  tan- 
gente ST  en  ce  point  est  perpendiculaire  au  dia- 
mètre SM  (le  la  parabole.  Les  équations  de  ST  et 
de  S  M  sont  respectivement 

z  —  by  -h  X(a;  —  ay)  =  o 
et 

y—yo=0, 
Z  —  by  -h  X(3r  —  ay)  =  o. 

Les  paramètres  directeurs  de  ST  sont 

—  ^0,     —P,     —p{b-+-aX)-hlyo; 
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ceux  de  SM  sont 

—  I,     o,     X. 

Pour  que  ces  deux  droites  soient  perpendiculaires, 

il  faut 

yo ■+-  À [  AjKo  —  p(b-^a'k)]  —  o. 

Les  coordonnées  du  sommet  de  la  parabole  sont  défi- 
nies par  les  équations  suivantes,  dans  lesquelles  on  a 
enlevé  l'indice  o  : 

1  y{i^\-^)—pl{b  -h  aX)  =  o, 
(i)  ]  z.  —  by-^l{x  — ay)        =  o, 

\yi-ipx  =0. 

Ou  en  déduit 

p  1  (b  -h  a  l  ) 


y 


I  -+-  A'^ 


X 


jK-   _  p'>^'^(h  -t-  rtX, 

=  y{b-^ 
\^-(b  -H  aX)\ 


-  =  6i'-M.^-«r)=7(^-^«>^-^ 


/,  -         A2(6-HaX)\ 

z  —  y[b  ^  ah ^--— -    , 

\  ■iU-\-  A2)    / 

_  _  pl(b-^a\)Ui^l-^) 

"'    "^  -2  1   l  -T-   X'^  )- 

Les  coordonnées  du   sommet  S  de  la  parabole  sont 

donc 

/  plHb-haly- 

)  p\{b^a\)         2oX(6  +  aX)f  I -i- X-) 

(^)     ^•^=— m^  =  — TîT-Uf ' 

_  plAb  -\-  a\)''-{ï  +  X2) 

~  2(I-hX-j^ 

Quand  \  varie,  a  cX  h  restant  fixes,  ces  équations 
montrent  que  S  décrit  une  courbe  unicursale  C 
d'ordre  5. 
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Si   l'on   élimine  X  entre  les  deux  premières  équa- 
tions (i  ),  on  obtient  l'équation 

^    '^    \       ^p(z-by)[b{x~aj)-a(z-by)]  =  o, 

représentant  une  surface  réglée  du  tioisième  ordi'e  S:) 
admettant  pour  droite  double  la  droite  D 

^  — ■  b  ]■  =  o, 
X  —  a  y  =  o, 

autour  de  laquelle  tournent  les  plans  P,  et  pour  géné- 
ratrice la  droite,  parallèle  au  plan  zOx,  définie  par  les 
deux  premières  équations  (i).  S3  est  donc  un  conoïde 
d'axe  D.  de  plan  directeur  zOx.  La  surface  S3  et  le 
cylindre  parabolique  ont  en  commun  la  droite  de  1  in- 
fini du  plan  zOx,  et  le  reste  de  l'intersection  est  la 
courbe  C. 

La  droite  double  D  de  S3  rencontre  le  cylindre  au 
point  O  et  en  un  deuxième  point  O';  les  points  O  et  O' 
sont,  par  suite,  points  doubles  de  C.  Les  coordonnées 
de  O' sont 

x^=i.a-p,        j'=z2ap.         z  ^  labp. 

On  peut  retrouver  ces  points  doubles  à  l'aide  des 
équations  (C).  En  efiet,  on  a  le  même  point  O  pour  les 

valeurs  difierenies  \^o.\z= du  paramètre  a,  et 

l'on  a    le    point  O'  pour   les   valeurs  de  X,  racines  de 

léqualion 

pXib^al) 

^  I  -r-  /.- 

ou 

«(•,.  +  X-2)  =  /,x. 

Pour  ces  valeurs,  x  et  z  prennent  les  inèmes  valcuis 
2a-/)  et  -zabp.  Le  point  double  O'  ne  correspond  à  des 
Ann.  de  Mathérnat.,  4'  série,  t.  IV.  (Novembre  190^.)         3^ 
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branches  réelles  que  si  l'on  a 

è2—  8a2>o. 

Si  l'on  considère  le  cône  F  de  sommet  O,  de  direc- 
trice C,  il  sera  du  troisième  oidre,  car  tout  plan  mené 
par  le  point  double  O  de  G  coupe  celte  courbe  en  trois 
autres  points  et,  par  suite,  coupe  T  suivant  trois  géné- 
ratrices. De  même,  le  cône  F',  ayant  pour  sommet  le 
deuxième  point  double  O'  et  pour  directrice  C,  est  du 
troisième  oidre. 

L'équaiion  du  cône  F  s'obtient  immédiatement  en 
remplacani,  dans  l'équaiion  (S3),  j'  par  — — ;  d'où 


(r) 
Si 


•i.x[(x  —  ayy-h  {z  —  by  )-  ] 

^y(z  —  by)[b(x  —  ay)  —  a{z  —  by)]  =  o. 

l'on  pose 

X  —  ia^p  =  X, 

y  —  lap    =  Y, 

z  —  -^abp  =  Z, 

les  équations  (i)  s'écrivent 

i    (Y-H2a/))(H-Àv)— /^Xfô-t-aX)  =  o, 

(i)'  )  Z  — 6Yh-À(X  — aYj  =0, 

(   (Y  H- 2a/?)2— 2/)(X-f- 2a2/>)  =0. 

En  faisant  une  combinaison  linéaiie  et  homogène 
en  X,  Y  avec  la  première  et  la  troisième  de  ces  é(|ua- 
tions,  puis,  remplaçant,  dans  l'équaiion  obtenue,  ).  par 
sa  valeur  tirée  de  la  deuxième,  on  obtient  l'équation 
du  cône  F',  savoir  : 


\  2(X  — aY)[(X-aY)^^-(Z  — 6Y)2] 
^^  ^  j       -^Y(Z  — 6Yj[è(X  — «Y)  — a(Z  — 


6Y)]  =  o. 


Les  deux  cônes  F  et  F'  admettent   pour  génératrice 
double  la  droite  D. 
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2.  Si  Ton  suppose  a  =  i,  i  =  o,  les  équations  (C) 
devienneuL 


(C) 


1  — X^  ~     •i(i-{-À2)2    ' 


Elles  définissent  une  courbe  C  de  cinquième  ordre 
et  unicursale.  Les  valeurs  du  paramètre  A  correspon- 
dani  aux  points  d'intersection  de  C  avec  un  plan  quel- 
conque 

UX  -T-  c  )'  -i-  H'  -  ^-  /i   =  0 

sont  les  racines  de  l'équation  du  cinquième  degré 

pu  A* -h  ■2pi-l-{l-^  X2)  -1-JD(VÀ3(2  -+-  À-  )  H-  2/1(1  -f-  À2j2=  o 

ou 

pivl^  -t-  {pu  -h  IpV  -i-  ■2h)A'* 

-H  2/>wX^+  (ipv  -+-  ^ li))^ -T-  lh  =  o . 

En  désignant  les  racines  pai'  A,,    Ao,  A35   A,,  X^   et 

posant 

Si  =  ZÀ,,         82=  SX,).,, 

on  a  les  relations 

I   Si/»tv -4-/?z<  +  2/>r -t- 2/1  =  o, 
l  S2p«'  —  2/»»'  =  o, 

(2)  '     Sg/Xr  -T-  2jDt'  -+-  4/«  =0, 

S4/?<V  =  O, 

Sspit'  -+-  2  /t  =  O. 

La  deuxième  et  la  quatrième  de  ces  relations,  savoir 

pw{'è^  —  2)  =  o, 
/?wSi  =  o, 
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équivalent,  en  supposant  (v  ^  o,  aux  relations 

S2  —  2^0, 

Si       —  o  ; 

ce  sont  les  relations   demandées,  le  plan  (u^  c,  (v,  h) 
étant  c|uelconf|ue. 

Si  tv==o,  le  plan  donné  est  parallèle  h  Oz  et  les 
valeurs  de  ).  correspondant  aux  points  d'intersection  de 
ce  plan  svec  C  sont  racines  de  l'équation  bicarrée 

(pu  +  2/>f  -\-  "2  h)  X"* -h-  i(pv  -T-  ih)\'^-\-  Q.h  =0, 

et  les  valeurs  de  ),  sont  deux  à  deux  égales  et  de  signes 

contraires. 

Les  relations 

82-2=0, 

Si         =0 
peinent  s'écrire 

A ,  /.,  ^  A ,  X3  H-  X,  X3  +  X 1  (  Xi  -f-  X5  ) 

-+-  X.2  ( Xv  ^-  X5  ;  -^  X3  (  X.  +  X5  )  -I-  X4  X3  —2  =  0, 
X,  X.XsXi 4-  X, X2X3X5 -f-  Xi XoXiXs -h  Xi X3X4X5 -H  X2X3X4X3  =  o. 

Si  le  plan  sécant  est  osculatcur  à  C  en  un  point  de 
paramètre  )v,  on  aura 

X,  =  X2=  X3=  X, 

et  les  relations  deviennent 

3 X2  +  3 X (Xi  -i-  X5  )  4-  Xi X5  —2=0, 

X3(Xi-hX3)  + 3X2XvX5  =  o 

on 

3X(Xi -i-Xs)  +  XiXj-h  3X"-  —  2  =  o, 

X  (  Xi  +  X3  )  -h  3  >-i  Xj  =  o. 
De  ces   équations  linéaires  en   À/, +  X3    et  X4X5,  on^ 


(  5o.    ) 
ccliiil 

Xi  ■+-  Xs  = 


XiXs  = 


SA 

;X2  — -2 


Les  valeurs  A-,,  Â5  correspoiidaiil  aux  points  de  ren- 
contre d'un  plan  osculateur  X  avec  la  courbe  C  sont 
donc  racines  de  l'équation 

SCrAî—a)  3X2-2 

"'^+— ^X "^—8—  =  "- 

Elles  sont  réelles  si 

9(3X^— o.)-^  _  4(3X2— '2)  ^ 
G4  X^  .s 

ou 

(3X2— 2)  [9(3X2— 2)-  3.2X2]  |o, 

(3X2— 2j(— 5X2— i8)èo, 

ou 

3X2 —  2^0, 

c'est-à-dire 


-v/î^''=-v/^ 


3.  Soient  À  le  paramètre  du  point  de  contact  A, 
[x  celui  du  deuxième  point  de  contact  B  et  ).5  celui  du 
troisième  point  de  rencontre  Ed'un  plan  bitangent  à  C 
avec  la  courbe  C.  On  aura 

Xi  =  X.>=  X, 
X3  =  Xi  =  11, 

et  les  relations  trouvées  précédemment  deviennent 

X2-1-  [ji2-|-  4X|ji  -t-  2X3 (X  -h  [jl)  —  2  =  0, 

Xa[X|JL  H-  2X5(X   -h   |JL)]   =  O. 

La  solution 

2  —  X2 

a  =  o,  A5  = 


2  A 
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donne  le  plan  mené  par  la  tangente  en  A   à  C  et  le 
point  double  O;  cette  solution  est  singulière.  Restent 
les  solutions  définies  par  les  relations 

X^-f-  \i^-\-  O'ii.  -+-  2X5 (X  -H  ji.)  —  2  =  o, 

X;JL  -4-  2X5(X-1-  (Jt)  =  o. 

En  éliminant  Ig  on  a  l'équation  en  ^ 

a-  -I-  3  X  |JL  -+-  X^  —  2  =0, 

qui  a  toujours  ses  racines  réelles,  car  on  a 
9X2—4^X2—2)=  5X2+ 8  >o. 

Il  faut  maintenant  examiner  le  cas  où  le  plan  mené 
par  la  tangente  en  A  à  C  est  parallèle  ;i  Oz,  c'est- 
à-dire  où  IV  =  o.  Ce  [)lan  sera  bitangent  à  C  si  l'équa- 
lion  bicarrée 

{pu  -+-  "ipv  -+-  •>. h )\'*-{-  '2(pv  ■+-  2  A )  X2  -(-  r>h  =  o, 

donnant  les  A  des  points  de  rencontre  de  ce  plan  avec  C, 
a  deux  racines  doubles,  ce  qui  exige 

{pv  -h  ih)- —  ih( pu  -+-  ipK'  -î-  2/1)  =  o 

OU 

pv^- —  ihii  =  o, 

équation  qui  exprime  que  le  plan  («,  v^  o,  A),  bitan- 
gent à  C,  est  tangent  au  cylindre  parabolique. 

Ce  résultat  s'apeicevait  sur  les  équations  (i),  car,  y 
étant  donné,  il  lui  corres|)ond  deux  valeurs  de  1  et, 
par  suite,  deux  points  de  C  situés  sur  la  génératrice  du 
cylindre  parabolique  définie  par  cette  valeur  de  7  ;  en 
ces  deux  points,  le  plan  tangent  au  cylindre  le  long  de 
cette  génératrice  est  tangent  à  C.  f.a  même  propriété 
existe  pour  la  courbe  C. 

Les  plans  bitangents  à  C  forment  donc  deux  familles-, 
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Tune  se  compose  des  plans  tangents  au  cylindre  et 
l'autre  famille  est  telle  que,  pai*  toute  tangente  à  C,  il 
passe  deux  de  ces  plans;  d'ailleurs  les  [)lans  de  la 
seconde  lainille  enveloppent  une  surface;  développahle, 
car  leurs  coordonnées  (//,  t^,  tv,  Ji)  sont  liées  par  deux 
relations  qu'on  obtiendrait  en  éliminant  A,  jjl  et  ).5  entre 
les  cinq  équations  (2).  Celte  surface  développable  a 
pour  directrices  la  courbe  C  et  une  surface  qui  sera  du 
second  ordre,  puisque  par  toute  droite  tangente  à  G' on 
peut  mener  denx  plans  tangents  à  cette  surface. 

On  peut  trouver  l'équation  tangentielle  de  cette  qua- 
dri(|ue  de  la  manière  suivante. 

Dans  le  cas  actuel  les  équations  (2)  deviennent 

[2 (X  -i-  \x)  +  À.-;]  pw  -+-' pu  ^-  apv  -\-  -ih  =  o, 

[Xj(X2-4-  IX^  -h  4  Xpi)  -I-  '2Xijl(X  -f-  [l)]pw  -(-  2pi>  -1-4/1   =  0, 

X2  [X"2  "k-^pW  -^  l/l   =  o, 

X--r-  [J.--H  y/^[l  -H  2X5(X  -(-  [J.)  —  2  =  0, 

[X[JH-   2X5(X  -f-  |Jl)]  Xfi  =  O. 

En  éliminant  ^5  entre  ces  équations  on  obtient 

(  X  -H  [Ji  )2  -H  X  ;j.  —  2  =  0, 

[  4  (  X  -H  [i.  )-  —   XtJL  ]piV  -{-  2(pil  ~\-  ipV  -I-  2  A  )  (  X  -I-  [Jl  )  =  O, 

[—  XfJL  (  X  |JL  -h  2  )  -H  4  X  [Jl  (X  -4-  IJL)-  ]  pw  -h  2  (  ipV  -f-  4  /'  )  (X  -i-  ,U)  =  O, 

X^  ]J?pW  -\-  ^h{\-\-  \k)   =  O. 

En  remplaçant  ()v  H-  ]x)-  par  2  —  k]x  et  en  résolvant 
les  trois  dernières  équations  par  rapport  à  m,  ç»,  (V,  on 
trouve 


2X^  \i?—  loX^  K^-t-  -'iX,a  —  16 


—  2 X'^  jji.3  -t-  5  >,-  \x-  —  6  y.  u.       4  (  X  -—  [i. )      /»  X *  |JL^ 
de  sorte  que,  en  posant 


AijL  =  a, 


(  5o4  ) 
on  peut  prendre  pour  nouvelles  coordonnées  homogènes 
d'un  plan  bitangent  à  C,  de  la  deuxième  famille,  les 
([uaulités  (m,  ç,  (v,  A)  délinies  par 

h    =/?a3, 

u    =  .2a3 — ioa2-f-22a  —  iG, 
('    =  —  2a3-f-5a2 — 6  a, 
w^=z  16(2  —  a). 

On  a  ainsi  une  représeulation  paramétrique  de  la 
surface  développable  engendrée  par  les  plans  bilangcnis 
à  C  de  la  seconde  famille.  D'ailleurs  sur  les  équa- 
tions (C)  on  voit  que  la  courbe  C  est  symétrique  par 
rapport  au  plan  z=0]  par  suite  si  (^u,  p,  (V,  A)  est 
une  solution  de  l'équation  de  la  quadrique  cherchée, 
(zA,  f,  — i'i'i  h)  en  est  une  autre;  l'équation  de  cette 
quadri(jue  ne  contiendra  pas  de  termes  en  w.  Donc,  si 
l'on  considère  les  équations 

h-    =p-OL^, 

u^  =  ( 2 a^  —  I o a- -t-  22 a  —  iG)^, 

v-    =( — 2.(x^-\-5oi- — 6a)2, 

w-  =16(2  —  a), 

uh  =/)a*(2a3  —  loa^-H  22  a  —  16), 

ç/i  =poL^( — 2a-^-i-5a2 — 6  a), 

uv  =  (2a3 —  ioa2-H  22a  • —  16)  ( —  2a3-f-  ôa^ —  6a), 

on  doit  pouvoir  déterminer  les  multiplicateurs  m^, 
nioi  •  •  •■)  '"6  de  façon  à  obtenir,  quel  que  soit  a,  l'équa- 
tion 

'^'  ,  ,  ,  h  h 

—-  -I-  /?ii  M^  ■+  in^  V-  -I-  nii  w^  -t-  niL  u h  m^  v h  m^  in>  =  o. 

/?2  P  P 

En  annulant  les  coefficients  de  a*,  a^,  .  . .,  a  dans  le 
second  membre  de  la  combinaison  linéaire  à  établir,  on 
obtient  six  équations  linéaires  pour  déterminer  les  mul-  . 


(    DOD    ) 

liplicaU'iiis.  On   Iroiivc  ainsi  par  un  calcul  facile  mais 
assez  Ion" 


i3 


7 


/?j  1  =  — 


l^ 


i3  6 

,  /726  =    - 

7  7 


Il  laul  ensuite  vérifier  que  le  ternie  indépendant  de  a 
dans  la  combinaison  linéaire  est  nul,  c'est-à-dire  il  faut 
vérifier  l'égalité 

i62/??i  -+-  'i-y.ms  =  o 

ou 

l6'  —  'r2  X  8  =  O, 

ce  qui  est. 

L'équation  tangenlielle  de  la  quadrique  demandée  est 

u-  -{-  i3  i'-  —  8  (v^  ^  6  m-  -{ (  —  -  «  -I-  1 5  f  )  -. r  =  o  ; 

P\       7  )       P- 

elle  représente  une  surface  à  centre  unique  qui  est  un 
hypeiholoïde  à  deux  nappes,  car  l'équation  s'écrit 

VP       ^ 

I    /'       q  .- 

—  -  I  —  -  a  M-  1 3  (-'  I   -1-  «2  _i_  1 3  (,2  —  8  iv-  -i-  6  Mf  =  o 


rh       i/      9            -    M"       ii5    ,      2iq             17 J    ,      o     „ 
1-  -     —  -M-4-  10  P-         -. rr«--l ^  in' —  t- — b«'-=  o, 
P         2V        7                     /J           Ï4-                 14                     4 


équation  de  la  forme 

A2^  B2_A^ 


,  w-  =  o, 


B  désignant  une  fonction  linéaire  en  «  et  (',  et  A  un 
coefficient  numérique. 
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AGRÉGATIO\  DES  SCIENCES  MATIlE.MiTIOlES 
(C0\C01RS  DE   1901). 


SOLUTION  DE  LA  Ql!ESTIO\   DE  MATlIÉMATfOlES 
ÉLÉME\TAIRES; 

Par  m.  C.  CLAPIER. 


On  donne,  clans  un  plan,  deux  points  A  et  A'  et 
une  droite  D  menée  par  K;  un  cercle  variahleV  ^  situé 
dans  ce  plan,  passe  constamment  par  A  et  A',  autour 
du  point  'variable  ^loîi  ce  cercle  rencontre  D,  on  fait 
tourner  la  tangente  en  ce  point  à  F  d'un  angle  donné  a 
dans  le  plan  orienté;  soit  A  la  droite  ainsi  obtenue. 

1°  La  droite  A  rencontre  Y  en  un  point  M'  autre 
que  M  ;  le  lieu  des  points  M'  est  une  droite  D'  que  l'on 
construira. 

Trouver  le  lieu  géomét/ique  de  la  projection  ortho- 
gonale du  point  A'  sur  A. 

2°  Démontrer  que  le  lieu  géométrique  du  pôle  P 
de  A  par  rapport  à  Y  est  une  droite  d. 

3°  Soit  df  une  droite  donnée  dans  le  plan;  cher- 
cher  si  cette  droite  peut  être  regardée  comme  lieu  d 
du  point  P,  en  choisissant  cotivenablement  la  dioite  Y) 
et  V angle  a. 

4°  Trouver  V enveloppe  de  d  lorsque  D  tourne 
autour  du  point  A,  V  angle  a  restant  constant. 

5°  Soit    T   le    triansie   dont   les  sommets  sont    le 

o 

point  P  et  les  points  de  rencontre  de  ^  et  Y  :   étudier 
le  déplacement  du  cercle  circonscrit  à  ce  triangle. 


(  307  ) 
I.  Si  l'on  fait  louiiu'i-  la  droite  D  d'un  angle  a  autour 
du  point  A,  dans  le  sens  de  l'orientation  du  plan,  on 
obtiendra  la  droite  D'.  Le  eerele  variable  F,  c|ui  [)asse 
par  les  points  donnés  A  et  A',  rencontre  les  droites  D 
et  D',  aux  points  M  et  M';  les  projeelions  orthogonales 
du  point  A'  sur  les  côtés  du  tiiangle  AiMM'  sont  sur 
une  droite  de  Simpson  jjLjjt.'  {Jig.  i).  Ainsi  la  piojection  a 

tMK.    l. 


du  point  A'  sur  la  corde  variable  MM'  ou  A  est  une 
droite;  il  en  résulte  que  A  envelop[)e  une  parabole  rn 
admettant  cette  droite  comme  tangente  au  sommet  et  le 
point  A'  comme  foyer. 

Remarques.  —  i°  Projetons  le  point  A'  en  H  sur  la 
tangente  Mf*  au  cercle  F 5  les  points  rt,  ]j.^  H  sont  sur  le 

cercle  décrit  sur  A'M  comme  diamètre.  L'angle  «[xH  est 
égal  à  a;  il  en  résulte  que  MP  enveloppe  une  parabole 
confocale  à  la  première,  ayant  avec  celle-ci  la  tangente 
commune  D.  D'ailleurs,  en  général,  si  un  angle  fixe  se 
meut  de  manière  (pie  son  sommet  décrive  une  tangente 
à  une  parabole  et  que  l'un   de  ses  côtés  touche  cette 


(  5o8  ) 
parabole,    l'autre   côté  enveloppe  une  parabole  ayant 
même  foyer  que  la  première. 

•2"  Le  milieu  Q  de  la  tangente  M.M'  à  la  parabole  ra 
insolite  dans  l'angle  DAD',  déciit  une  droite,  qui  est 
la  tangente  à  la  parabole  ra  parallèle  ;i  la  polaire  du 
point  A.  Donc  la  perpendiculaire  PQ  à  A  enveloppe 
une  parabole  TTî' confocale  à  la  précédente  ;  la  tangente 
au  sommet  s'obtiendra  en  menant  une  perpendiculaire 

à  aa'  en  son  milieu. 

II.    Supposons    que   le   cercle   Y    {fig.    2)    prenne 
Fig.  2. 


la  position  C,  qui  admet  pOiir  diamètre  AA'^  le 
triangle  MM'P  devient  le  triangle  [j.|jl'F.  Nous  avons  vu 
que  la  projection  H  de  A'  sur  MF  est  sur  la  droite  [xF, 
faisant  avec  uul'  l'angle  a;  de  même  la  projection  H'  du 
point  A'  sur  M'P  décrit  le  côté  [j.'F.  Mais,  d'autre  part, 

l'angle  HFH'  est  égal  à  l'angle  HPIF  ou  180"  —  2a;  il 
en  résulte  (jue  la  circonférence  décrite  sur  A'P  comme 
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diamèlic  passe  par  H,  W  vl  F.  L'angle  A'FP  est  drull 
et  le  lieu  du  poiiil  P  est  une  droile  fl  qu'il  esL  facile  de 
placer  lorsqu'on  a  délerniiné  le  point  fixe  F. 

III.  Inversement,  si  le  point  F  est  donné  sur  la 
droite  r/,  en  menant  par  ce  point  les  tangentes  Fa,  Fa' 
au  cercle  C,  on  en  déduira  sans  ambiguïté  la  droite  D 
et  l'angle  a. 

Pour  qu'une  droite  <7,  donnée  dans  le  plan  puisse 
être  envisagée  comme  lieu  géométrique  du  pôle  P  par 
rapport  à  A,  il  faut  et  il  suffit  que  le  point  F|,  obtenu 
en  projetant  le  point  A',  soit  en  dehors  du  cercle  C  ; 
en  d'autres  tei  mes  la  dioile  cl  i  devra  rencontrer  la 
ligne  indéiinie  AA'  eu  un  point  (jui  soit  en  deliois  du 


îegt 


lent  AA'. 


lY.    Lorsque  D  tourne  autour  du  point  A,  l'angle  a 

restant  constant,  l'angle  aFa'  reste  fixe  et  le  point  F 
déciit  une  circonférence  C  (oncentrique  an  ceicle  C. 
La  droite  d  se  meut  de  manière  que  la  projection  ortho- 
gonale du  point  A'  décrive  uu  cercle  C  extérieur  à  ee 
point;  elle  enveloppe  une  ellipse  ayant  les  points  A 
et  A'  comme  fovers. 


V.  Nous  avons  vu  (jue  les  côtés  et  la  hauteur  PQ 
variable  du  triangle  T  enveloppaient  quatre  [)araboles 
confocales;  le  centre  O  du  cercle  T  est  situé  à  1" inter- 
section de  PQ  avec  la  pi'ipendiculaire  o  au  milieu 
de  A  A'.  Le  cercle  circonscrit  au  triangle  J'  est  décrit 
sur  OP  comme  diamètre;  il  se  déplace  de  manière  que 
ce  diamètre  enveloppe  une  parabole  rn'  et  que  ses  extié- 
uiités  O  et  Pdécri\eut  respectivement  deux  droilt-s  o 
et  d. 


(  Sio  ) 
Celle  parabole  w'  admet  comme  tangenle  au  sommet 
la  perpendiculaire  KF  à  [xjj.'-,  comme  les  projections  du 
foyer  A'  sur  J  et  8  sont  situées  sur  cette  droite,  elle  est 
inscrite  dans  l'angli;  formé  par  les  droites  respective- 
ment lieux  du  pôle  P  et  du  centre  O  {Jig'  3).  Le  point  I 

Fig.  3. 


milieu  de  OP  décrit  une  tangente  IL  à  la  parabole  w' ; 
c'est  le  lieu  du  centre  du  cercle  circonscrit  au  triangle  T. 
Deux  pareils  cercles  inliniment  voisins  se  couperont  en 
deux  points  sur  une  perpendiculaire  à  L  et  réciproque- 
ment sur  loule  normale  à  L  existeront  deux  points  de 
leur  enveloppe;  celle-ci  est  une  conique  admettant 
comme  axe  de  symétrie  la  ligne  L  qu'il  est  facile  de 
placer  eu  prenant  deux  positions  paiticulières  du 
triangle  T.    ' 


CEUTIFICATS  1)E  iMÉCAXIQlE  nATIO^^ELLE. 


Paris. 

Épreuve  éckite.  —  Une  plaque  rectangulaire  {homo- 
gène) pesante  ABCD  repose  par  un  de  ses  côtés  AB  sur 
un  plan  horizontal  fixe  ÇOr,,  sur  lequel  elle  peut  glisser 
sans  frottement;  trouver   le  mouvement  de   cette  plaque 


(  5..   ) 
en  la  supposant  placée  dans  des  conditions  initiales  quel- 
conques. Examiner   en  particulier   le  cas   où  la  plaque 
part  du  repos. 

Notations.  —  On  appellera  2  a  et  2  b  les  côtés  AB  et  CD 
de  la  plaque  ;  M  sa  masse;  ï,  Tj  les  coordonnées  de  la  pro- 
jection du  centre  de  gravité  sur  le  plan  fixe  JOt);  6  l'in- 
clinaison de  la  plaque  sur  te  plan;  6  l'angle  du  côté  AB 
avec  Oi. 

ÉpREivK  PRATIQUE.  —  Un  vase  ouvert  a,  à  sa  partie  supé- 
rieure, Informe  d'un  quart  de  sohère.  Ce  vase  est  limité 
en  avant  par  une  portion  de  surface  sphérique  de  centre  O 
et  de  g"",  25  de  rayon,  en  arrière  ]>ar  une  paroi  plane  ayant 
la  forme  d'un  demi-grand  cercle  vertical,  en  haut  par 
une  demi-circonférence  de  grand  cercle  horizontale.  Ce 
vase  est  rempli  d'eau  jusqu'aux  bords. 

I"  Calculer  en  dynes  la  résultante  des  pressions  de  l'eau 
sur  le  vase  entier. 

2°  Calculer  de  même  la  résultante  des  pressions  sur  la 
paroi  verticale. 

3"  Déterminer  en  grandeur  et  direction  la  résultante 
des  pressions  de  l'eau  sur  la  paroi  sphérique. 

On  négligera  l'action  de  la  pression  atmosphérique  sur 
la  suif  ace  libre  de  l'eau  et  sur  les  parois  extérieures  du 
vase.  (Juillet  igoS.) 

Épreuve  écrite.  —  Une  plaque  carrée  homogène,  pesante, 
OABC,  est  assujettie  à  tourner  autour  d'un  des  côtés  OC, 
supposé  vertical  et  fixe.  Une  deuxième  plaque  identique, 
OADE,  est  articulée  à  la  première  le  long  du  côté  infé- 
rieur OA  supposé  commun  aux  deux,  de  telle  façon  que 
le  mouvement  de  la  deuxième  plaque,  par  rapport  à  la 
première,  ne  peut  être  qu'une  rotation  autour  de  l'hori- 
zontale OA. 

Trouver  le  mouvement  de  ce  système  : 

1°  En  le  supposant  placé  dans  des  conditions  initiales 
quelconques; 

2"  En  supposant  qu'il  parte  du  repos,  dans  une  position 
initiale  quelconque. 

On  néglige  les  frottements. 


(     5l2     ) 

Notations.  —  On  appellera  a  la  longueur  d'un  cô/e  OA; 
tl  l'angle  de  OA  avec  une  horizontale  fixe  Ox:  G  l'angle 
de  la  plaque  OADE  avec  le  plan  horizontal  fixe  xOy. 

Epreuve  pratique.  —  Un  prisme  droit  Jiomogène,  pesant, 
a  pour  base  un  triangle  équilatéral  A  CD,  dont  le  côté 
a^o"',5o.  La  hauteur  du  prisme  AB  est  h  =  2'".  Ce 
prisme  est  suspendu  par  l'arête  AB,  supposée  hoiizon- 
tale  et  fixe  :  il  peut  osciller  librement  autour  de  cette 
arête. 

Calculer,  en  secondes,  la  durée  des  oscillations  infini- 
ment petites  en  un  lieu  où  l'accélération  g  due  à  la 
pesanteur  est,  dans  le  système  C.G.S.,  exprimée  par  le 
nombre  ç)So.  (Octobre   igoS.) 

Epreuve  écrite.  —  Deux  barres  AB,  CD,  homogènes, 
pesantes,  de  même  longueur  et  de  même  densité,  sont  arti- 
culées en  un  point  B,  extrémité  de  l'une  des  barres  ei 
milieu  de  la  seconde  barre.  L'autre  extrémité  A  de  la 
première  barre  est  assujettie  à  glisser  sans  frottement 
sur  un  plan  horizontal  xOy. 

1"  On  abandonne  à  l'instant  t  =  o  le  système  dans  un 
plan  vertical,  avec  des  vitesses  situées  aussi  dans  ce  plan. 
Etudier  le  mouvement  du  système  en  admettant  que  le 
point  A  ne  puisse  quitter  d'aucun  côté  le  plan  xOy. 

1°  Les  conditions  initiales  étant  les  mêmes,  mais  le 
point  A  pouvant  s'élever  au-dessus  du  plan  xOy,  à  quelle 
restriction  sont  assujetties  les  conditions  initiales  pour  que 
le  point  A  ne  quitte  pas  immédiatement  le  plan  xOy? 

3°  Quand  cette  condition  n'est  pas  remplie,  étudier  le 
mouvement  libre  du  système. 

Epreuve  pratique.  —  U/ie  sphère  solide,  homogène,  pe- 
sante, de  densité  7  et  de  rayon  égal  à  5™\  est  lancée  dans 
l'air  immobile.  Soient  da  un  élément  de  la  su/face  de  la 
sphère,  V  la  vitesse  de  cet  élément  à  l'instant  t,  et  V/,  la 
composante  de  V  normale  à  d<^.  On  admet  que  la  réaction 
de  l'air  sur  cet  élément  est  normale  à  di,  directement 
opposée  à  V„  et  que  sa  valeur  absolue  en  unités  G. G. S. 
est  égale  à 

10+ 
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1°  Calculer,  en  unités  C.G.S.,  la  force  unique  R,  qui 
équii'aut,  à  un  instant  t,  à  la  résistance  de  l'air  sur  la 
sphère,  connaissant,  à  cet  instant  t,  la  vitesse  W  du  centre  C 
de  la  sphère.  Quelle  est  la  valeur  numérique  de  R,  si  l'on 
prend  comme  unité  de  force  le  kilogramme-poids  et  si  W 
désigne  la  vitesse  de  C  en  mètres?  {L'unité  de  temps  reste 
la  seconde  et  l'accélération  g  de  la  pesanteur  est  prise 
égale  à  9'">'i .) 

1°  La  sphère  étant  abandonnée  sans  vitesse  initiale  dans 
l'air  à  l'instant  t  =  o,  calculer  son  mouvement.  Vers  quelle 
limite  tend  la  vitesse  W  de  G?  A  quoi  est  égale  cette  vitesse 
au  bout  de  lo  secondes?  (Juillet  1904.) 


CERTIFICATS  D'ASTROXOMIE. 


Paris. 

EpRELVi-:  ÉCRITE.  —  1°  Alesurc  du  temps.  Le  candidat 
devra  définir  les  diverses  unités  {jours  et  années)  em- 
ployées en  Astronomie,  décrire  les  moyens  de  les  déter- 
miner, préciser  leurs  durées  et  leurs  variations  s'il  y  a 
lieu,  leurs  rapports  et  les  origines  à  partir  desquelles  on 
les  compte,  enfin  la  conversion  de  ces  unités  les  unes  dans 
les  autres. 

2"   Théorie  et  emploi  du  niveau  à  bulle  d'air 

ÉpRKiVE  PRATiQiK.  —  On  a  observé  le  centre  de  la  Lune, 
en  un  lieu  donné  de  la  surface  de  la  Terre;  l'ascension 
droite  observée  est 

a'  =  I  5''2'2'^o',  jti  ; 

la  déclinaison  observée  est 

0'  —  —  i4°ô'i'36",o; 

le  temps  sidéral  local  an  moment  de  l'observation  est 

^  =  S"3V"39%02; 
Ann.  de  Mathemat.,  4'  série,  l.  IV.  (Novembre  1904.)         33 
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la    pai-allaxe    horizontale    équatoriale    de    la    Lune    au 

même  moment  est 

-  =  55'  3o",3  ; 

la  latitude  géocentrique  du  lieu  d'observation  est 

cp  =  Sio  17' 24",  fi, 
et  le  rayon  vecteur  de  ce  point  est 

le  rayon  équalorial  de  la  Terre  étant  pris  pour  unité. 

On  demande  de  calculer  l'ascension  droite  a  et  la  décli- 
naison géocentrique  0  du  centre  de  la  Lune  au  même 
instant. 

Logarithmes  à  cinq  décimales.  (Juillet  igoi.) 

ÉpiiElvE  ÉCRITE.  —  I.  Aberration  de  la  lumière  :  défi- 
nition générale;  effet  particulier  de  chacun  des  mou- 
vements de  la  Terre.  Etude  spéciale  de  l'aberration  des 
fixes.  Détermination  de  la  constante  d'aberration. 

II.  Mesure  d'une  distance  zénithale  à  l'aide  du  théo- 
dolite. 

Épreuve  pratiqle.  —  Dans  un  lieu  dont  la  latitude  boréale 
est  5o",  on  a  observé  au  théodolite  une  étoile  dont  la  hau- 
teur est  de  70"  et  l'azimut  de  3oo°;  le  temps  sidéral  local 
de  l'observation  est  de  20''. 

Calculer  la  longitude  et  la  latitude  de  cette  étoile,  en 
supposant  l'obliquité  de  l'écliptique  égale  à  l'i"-!'-'. 

(Octobre  igo'i.  1 

ÉpREiVE  ÉCRITE.  —  I.  E.Tpliquer  et  calculer  l'influence  de 
la  parallare  diurne  sur  les  observations  d'un  astre.  (  On 
calculera  simplement  les  corrections  qu'il  faut  faire  subir 
à  l'ascension  droite  et  à  la  déclinaison  observées  pour  les 
ramener  au  centre  de  la  Terre.  On  suppose  d'ailleurs  la 
parallare  de  l'astre  assez  petite  pour  que  l'on  puisse 
négliger  son  carré.  ) 

II  Expliquer  les  principes  de  quelques  méthodes  em- 
ployées pour  la  détermination  de  la  parallaxe  du  Soleil. 


(  5io  ) 
ÉpRKivE  iMiATiQUE.  —  On  trouve  dans  la  Connaissance  des 
Temps  pour  1903  que  le  1"  novembre,  à  midi  moyen,  temps 
de  Paris,  les  coordonnées  géocentriques  du  Soleil  étaient  : 

Longitude •>.i-°  y^'  i5" ,  4 

Latitude o",  55 

Log  du  rayon  vecteur....  1,99663 

.On  trouve  de  plus  qu'à  la  même  date  les  coordonnées 
héliocentriques  vraies  de  Mercure  étaient  : 

Longitude 171"  18'  19",  6 

Latitude 5"48'25",  2 

Log  du  rayon  vecteur...  1,57716 

On  demande  de  calculer,  pour  la  même  date,  avec  la 
précision  des  Tables  à  cinq  décimales,  la  longitude  et  la 
latitude  géocentriques  de  Mercure,  ainsi  que  le  loga- 
rithme de  la  distance  de  Mercure  à  la  Terre. 

(Juillet   1904.) 


CERTIFICATS  DE  MATHÉMATIOIES  PRÉPARATOIRES 
A  L'ETLDE  DES  SCIE\CES  PHYSKUES. 


ANALYSE  ET  MECANIQUE. 


Lyon. 

Epreuve  écrite.  —  I.  Vérifier  que  l'intégrale  générale  de 

(  I  )  x{x  —  a)  dy  A-  b'^  dx  —  y  (^x  -h-  a  )  dx  =  o 

est 

(o.)     ixy  —  h- — m(x  —  a)-  =  o         ( /«  =  parani.  arbitr.) 

et  construire   les   courbes   (1)    en    coordonnées    rectangu- 
laires X  et   y. 


(5.6) 

II.  Etablir,  pour  o  <a"  <  i,  la  convergence  de  la  série 
ail  le  ternie  général 

I  •  0  .  5  .  .  .  (  -2  /i  —  I  ) 

Un  =  TT 

i.\.b  . .  .  in 

et  calculer,  pour  x  =  -,  la  valeur  de  la  série  à  io~^  près. 

(Novembre  igoS.j 

Toulouse. 

Épreuve  écrite.  —  On  considère  une  manivelle  OM  de 
longueur  r  animée  d'un  mouvement  uniforme  de  f  tours 
par  seconde  autour  de  O  et  une  bielle  MP  de  longueur  l 


^    \ 


articulée  en  M  à  la  manivelle  et  dont  l'extrémité  P  est 
guidée  par  une  glissière  rectiligne  Ox. 

\"  Montrer  qu'en  supposant  —  assez  petit,  le  mouvement 

du  [}oint  P  est  la  résultante  de  deux  mouvements  harmo- 
niques simples  (A)  et  (B;,  (B)  étant  à  l'octave  de  (A). 
Trouver  les  amplitudes,  les  fréquences  et  le  décalage 
relatif  de  ces  deux  mouvements  (  X)  et  (  B  ). 

i"  Trouver  la  vitesse  et  l'accélération  de  P  et  montrer 
que  l'octave  (B)  a  quatre  fois  plus  d'influence  sur  l'ac- 
célération que  sur  le  déplacement  de  P.  Étudier  l'in- 
fluence sur  l'accélération  de  la  vitesse  de  rotation  de  la 
manivelle.  Construire  les  diagrammes  du  déplacement  et 
de  l'accélération  dans  le  cas  oii  l'on  a 

r  —  o"\2,         /  =  o™.  5,        /=•• 

N.  B.  —  On  comptera  le  déplacement  de  P  positive- 
ment dans  le  sens  Ox  à  partir  du  milieu  de  la  course 
du  point  P  et  le  temps  à  partir  du  moment  où  la  mani- 
velle OAJ  est  perpendiculaire  àOx. 


(5i:) 

FipREivE  PRATIQUE .  —  Evaluer  par  la  méthode  de 
Simpson,  en  divisant  l'intervalle  d'intéf^ratioti  en  six 
intervalles  partiels,   l'intégrale 


l 


dx 


0     ^ 


Paris. 


(Novembre  1908.) 


ÉpREi  VE  ÉCRITE.  —  I.  Dans  le  plan  xOy  on  prend  sur 
les  parties  positives  des  axes  triangulaires  Ox.  Oy  deux 
points  A  et  B,  situés  à  l'unité  de  distance  de  l'origine. 
Calculer  les  valeurs  de  l'intégrale  curviligne 


I  x-  dy  —  jK-  dx. 


prise  de  A  en  B,  d'abord  le  long  de  la  droite  AB,  ensuite 
le  long  de  l'arc  de  cercle  AMB  décrit  de  0  comme  centre 
avec  l'unité  pour  rayon. 

II.  Trouver  l'intégrale  générale  de  l' équation  diffé- 
rentielle 

±-^y^x, 

dx  X 

et  construire  celle  des  courbes  intégrales  qui  passe  par  le 
point  de  coordonnées  x  =  1.  y  =  0. 

III.  Etant  donnés  trois  axes  rectangulaires  Ox,  Oy. 
Oz  on  prend  sur  (d  x  et  Ç)y  deux  points  A  et  B  tels 
que  ÛA  =  OB  =  i  et  l'on  construit  le  prisme  droit  ayant 
pour  base  inférieure  le  triangle  OAB  et  ayant  ses  arêtes 
parallèles  à  Oz.  Calculer  le  volume  limité  en  bas  par  le 
triangle  OAB,  latéralement  par  les  faces  du  prisme,  en 
haut  par  la  surface  qui  a  pour  équation 

z  =  x^-^  y^. 

Epreuve  pratique.  —  I.  Étudier  le  mouvement  d'un  pen- 
dule simple  dans  un  milieu  dont  la  résistance  est  propor- 
tionnelle à    la   vitesse.   On  admettra  que    les  oscillations 


(  5iH  ) 
ont    une   amplitude    assez  faible    pour  qu'en    appelant   f) 
Fans^le  d'écart  exprimé  en   parties  du   rayon,  on  puisse 
remplacer  sinô  par  f). 

II.  La  Terre  étant  regardée  comme  une  sphère  immo- 
bile de  rayon  R  =  GSôë"^"",  on  admet  que  son  attraction  sur 
un  point  extérieur  M,  de  masse  m,  varie  en  raison  inverse 
du  carré  de  la  distance  x  du  point  au  centre  et  que,  sur 
la  surface  de  la  Terre,  cette  attraction  se  confond  sensi- 
blement avec  le  poids  mg.  Le  point  M  étant  abandonné 
SANS  VITESSE  INITIALK  dans  Une  position  Mo  à  la  distance  x^ 
du  centre,  on  demande  de  calculer  la  vitesse  quil  acquiert 
dans  sa  chute  et  de  déterminer,  en  particulier,  la  vitesse 
avec  laquelle  il  tombe  sur  le  sol  en  A.  Calculer  numéri- 
quement cette  vitesse  dans  le  cas  où  Xq  est  très  grand  par 
rapport  à  R.  (Juillet  1904.) 


SOLUTIONS  M  QUESTIOXS  PROPOSÉItS. 


1862. 

(1900,    p.   .•ÎH4.) 


Soient  a,  lî,  '(  trois  points  animés  de  mouvements  uni- 
formel  sur  les  cotés  d'un  triangle  abc.  Les  trois  cercles 
analogues  au  cercle  «^y  se  coupent  en  un  point  d'un 
cercle  fixe.  (  E.  Duporcq.) 

SOLUTION 
Par   M.   Thie. 

Soit  m  le  point  commun  aux  cercles  «^Yi  ^Y''-  ^"  "* 

d'où 

am  p  =  -  —  c, 

ce  qui  montre  bien  que  le  point  m  appartient  au  cercle  ca^. 
Remarquons  ensuite  que  la   droite  ^Ôy  enveloppe  une  para- 
bole P,  tangente  à  ab  et  ac.  Le  cercle  a^Y  P^sse  donc  par 
le  foyery'de  P.   Le  cercle  b^^'x  passe  de  même  par  un  point 


(  •'^'f)  ) 

fixe  g'.    L'angle  /'//j  ^,;''  est  doiie  igiil  à    la   >()iuiiie   on    à   la   ilif- 
férence    des   angles    fni'(,    •(m  g,    égaux    lespeclivemenl   aux 
angles  Cwe?,  Jay,  fby  ou  a  leuis  supplémentaires. 
L'angle  /ot,,?"  est  floue  constant.  Par  suite,  etc. 


1926. 

(  1902,    p.    287.1 

Les  parallèles  aux  normales  d'un  paraboloïde,  menées 
par  les  projections  de  leurs  pieds  sur  le  plan  tangent  au 
sommet,  forment  une  congruence  linéaire  dont  les  direc- 
trices sont  les  a.ies  de  courbure  des  sections  principales 
répondant  au  sommet. 

{Ce  théorème  permet  d'obtenir  simplement  la  direction 
de  la  normale  en  un  point  donné  et,  réciproquement,  le 
point  où  la  normale  a  une  direction  donnée.) 

(M.  d'Ocagne.) 


SOLUTION 
Par  M.   R.  B. 


Soient 


(  n  )  le  paraboloïde  ; 

Os  son  axe  ; 

O  son  sommet; 

Ox  et  Oy  les  tangentes  principales  au  point  O. 

Prenons  comme   plan  de  la  figure  le  plan   ixOz),  et  soit  P 


la  parabole,  section  de  (  Il  )  par  ce  plan. 

m  étant  un  point  quelconque  de  (11),  considérons  la  [tara- 
bole  P',  intersection  de  (FI)  et  d'un  plan  parallèle  à  {yOz), 


(     020    ) 

mené  par  le  point  m.  F^e  sommet  de  P'  est  au  point  s  où  cette 
parabole  coupe  P.  Soit  st  la  tangente  à  P  en  s.  Il  existe  un 
cylindre  circonscrit  à  (H),  suivant  P,  et  ayant  ses  généra- 
trices parallèles  à  st.  La  normale  mn  à  (U)  en  m  est  normale 
à  ce  cylindre  :  elle  est  donc,  en  projection,  perpendiculaire 
à  st^  c'est-à-dire  parallèle  à  sp,  qui  est  la  normale  à  P  en  s. 

Soient  alors  sq,  mo«o  deux  droites  dont  la  figure  indique 
clairement  la  construction.  On  a 

O  «0  =  gp  =  paramètre  de  la  parabole  P, 

en  vertu  de  la  propriété  classique  de  la  sous-normale.  Donc 
le  point  no  est  fixe.  Mais  Wq '*o  n'est  autre  que  la  projection 
sur  le  plan  (xOz)  de  la  droite  considérée  dans  l'énoncé  : 
cette  dernière  droite  rencontre  donc  la  perpendiculaire  menée 
par  «0  au  plan  de  la  figure,  c'est-à-dire  l'axe  de  courbure 
de  P. 

On  verrait  de   même  que  la   droite  en    question   rencontre 
l'axe  de  courbure  de  la  seconde  parabole  principale  de  (II). 


1965. 

I  1903,  p.  nlî.l 

Rectifier  la  courbe  représentée  par 

(E.  Renaud.) 

SOLUTION 
Par  M.  C.  Alasia. 


Dans  cette  question  il  y  a  certainement  une  faute  de  copie; 
je  crois  qu'elle  doit  s'énoncer  :  Rectifier  les  courbes  repré- 
sentées par  Véquation 


,2^^2)._^2«2,2,2^2  [(^   _   ^)   +   (^    _   ^ 


=  O, 


et  c'est  sous  cette  forme  que  je  vais  la  considérer. 
J'observe  qu'elle  peut  s'écrire 

{x^'-^y^-)'*^  k"-  [(  a'-y'^  +  6- x'^  )(a'^x'^—  b'-y^-  )] 


(     ^2  1     ) 
et  se  décomposer  en  deux  facteurs  : 

(i)  (x^--hy-y^=  a^-T-^—b-^y"^, 

(-2)  {x^-hy^y=  k{a^y'--\-  b-^x-i). 

J'obtiens  donc  les  équations  des  deux  courbes  rapportées  au 
même  système  de  coordonnées.  La  courbe  (r)  est  celle  de  la 
question  1963  (résolue  p.  287)  :  je  ne  considérerai  donc  que 
la  courbe  (2),  en  suivant  les  mêmes  notations  et  la  même 
méthode,  indiquées  d'ailleurs  par  M.  Booth. 

Posant  X  =  ^  cosç,  y  =^  ^  sin  o,  l'équation  (2)  s'écrira 

«2  sin'^ti  -+-  62  cos2o  =  p-^ 
d'où 

ds-        (7*  sin2  0 -I- 6*  cos^G 
d^  ~  a2sin2e  -1-  62cos2e' 

Faisant  a-  tango  =  b-  langw,  on  a 
ds-  a-b- 


rf62        a-  cos2  w  -\-  62  sin2  to  ' 
et  alors 

rfe      62  cos2e  cos2e 

et 


diM        a-  coi-iM  cos2to        a^cos^to 

La  substitution  de  ces  valeurs  nous  donne 
ds  a^b^ 


,      —      ,  ,       .   — («2  cos2{jo  H- 62  sin2a))    2^ 

rtco         a*  cos2  to  H-  6*  sin2  w 

c'est-à-dire,  en  posant 

d'où 

et 

a-  ,1    I  —  q  sin2  eu  '  ' 

intégrale  elliptique  à  paramètre  circulaire. 

Note.  —  La  couibe  (2)  est  inverse  de  l'ellinse  — 77  +  tt  =  '1 

a  2        b' 

lorsqu'on  prend  le  centre  comme  pôle  d'inversion. 


«2.-62 

«2            -P-^ 

a 

l_  64 

av             ^ 

(5'>/'') 

63     f           dto 

,i2  c;.i2,., 
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1982. 

< 1903,  p.  48o. 

) 

a. 

b, 

c 

1                         l 

», 

p. 

Y 

a' , 

b', 

c' 

f                         1 

'      et      ■ 

1                              1 

a'. 

?'^ 

Y' 

a", 

b", 

c" 

\              i 

=<", 

P". 

y' 

Soient 


les  cosinus  directeurs,  par  rapport  à  trois  ares  rectangu- 
laires, des  arêtes  de  deux  trièdres  trirectangles.  Démon- 
trer que  le  cône  ayant  pour  équation 

{ax  -^  by  ^  cz){<xx  ^  P^K-t-y-:) 

-\-  {a  X  -^  b' y  -(-  c'  s)  (a'a?  -I-  '^' y  -^  ^(  z) 

-f-  ('  a"  X  -!-  h" y  -1-  c"  3  )  (  a"a7  -t-  ^" y  -i-  y"  ^  )  =  o 

est  de  révolution. 

Définir  géométriquement  l'axe  du  cône. 

{ R.  Bricard.) 

SOLUTION 
Par  M.   Letierce. 

Soit  M(a",  jK)  -3)  un  point  du  cône;  posons 
\  =  ax  —  by  -+-  c ^ ,         Y  =  a'.r  -i-  b'y  -i-  c' s,  Z  =  a" x  -t-  b"y  ^-  c" 5, 

X'=  aiF-H  ^j^H- Y^,  Y'=  a'a:+  ^'j -H  Y'^,  Z' =  a":*? -h  jâ"/ -}- Y"^! 

(X,  Y,  Z)  sont  les  cooidoimées  de  M  par  rapport  au  premier 
trièdre,  (X',  Y',  Z')les  coordonnées  du  même  point  par  rap- 
port au  second  et  l'équation  s'écrit 

(i)  XX'^YY'+ZZ'=o. 

L'équation  du  cône  ne  changeant  pas  quand  on  remplace  un 
des  trièdres  par  son  symétrique  par  rapport  à  l'origine,  nous 
pouvons  supposer  que  les  deux  trièdres  sont  directs. 

Cela  étant,  soit  OA  l'axe. de  rotation  qui  amène  le  second 
trièdre  sur  le  premier  par  une  rotation  0;  après  la  rotation, 
M  vient  en  M'  et  la  relation  (i)  montre  que  OM'est  perpendi- 
culaire à  OM.  Si  m  est  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée 
de  M  sur  OA,    l'examen  des  triangles  M  m  M',  MO  M',  MO  m 


(     f)23     ) 

inonlre  immédiatement  que,  si  V  est  l'angle  de  OM  et  de  OA, 


l'dii  a 

si  n  \ 


/-    •     ^ 
y  v>  sin  — 


Le  lieu  de  M  est  donc  un  cône  de  révolution   dont  on  connaît 
l'axe  OA  et  le  demi-angle  au  sommet. 

Le  cône  est  réel  si  6>  — j  imaginaire  dans  le  cas  contraire. 


1994. 

(  ISûi,  p.   ii4.) 

La  normale  au  point  M  d'une  conique  de  centre  O  a 
pour  pôle  le  point  X.  On  projette  orthogonalenient  M 
en  P  sur  la  droite  ON.  Le  cercle  mené  par  N,  P,  et  un 
point  fixe  quelconque,  passe  par  un  autre  point  fixe 
lorsqu'on  fait  varier  M  sur  la  conique.  (Canon.) 

SOLiriON    ANALYTIQUE 
Par    M.    R.-N.    Barisien. 

Supposons  que  la  conique  donnée  soit  l'ellipse 

X-         y- 
a-         o- 

Si  «p  est  l'angle  d'anomalie  excentrique  en  M,  l'équation  de 
la  normale  en  M  est 

(i)  ax  sin  o  —  by  cosci  =  c  sin  <p  coso. 

Les  coordonnées  du  pôle  N  de  cette  normale  sont 

(2)  a?,  =  — ^ ,  y\= r;—. 

e-  cos©  c-  sintp 

La  droite  ON  a  donc  pour  équation 

Y  b'^  coso 

X  a^  sin  et 


(  524  ) 

La  perpendiculaire  abaissée  de  M  sur  ON  a  pour  équation 

,     .  «3  sin  o 

y  —  b  sin  Ci  =  y- -(  x  —  a  cosœ) 

'         6*cos'i  ' 

ou 

(4)  o-^x  sin»  —  h^ y  coscp  =  (a* —  b'*)  sincp  coscp. 

Les  coordonnées  du  point  P  s'obtiennent  en  résolvant  (3) 
et  (4)  par  rapport  k  x  %\,  k  y. 
On  obtient  ainsi 

/         a'^'ia'* — 6*  )  sin-cp  cos^ 

1  a^  sin^cp  +  6^  cos'^cp 

(5)  < 

i  b^(a'* — 6^)  sino  cos^cp 

'  rt*' sin'-'^ -T- ^6  cos^m 

Remarquons  que 

TT^ï           ,            ,        «•■■  sin^o -r-  6^  COS^o 
ON    =x\^y\^  ^ ^ 


OP      ^,c\^yl  = 


c'*  sin^cp  cos-'j 
(a*  —  b'*  Y-  sin^  ci  cos'^c 


a*^  sin-  'v  -I-  6'^  cos'^  '^ 
Il  en  résulte 

(6)  ON.OP  =  ^'—^^  =^2^6-2. 

c- 

Donc,  la  puissance  d'un  cercle  quelconque  passant  par  P 
et  N  est  (a2-i-  b^). 

Il  en  résulte  que,  si  A  est  un  point  fixe  du  plan,  le  second 
point  B  d'intersection  de  la  droite  OA  avec  le  cercle  passant 
par  P,  N  et  A,  satisfait  à  la  relation 

OB.OA  =  a-^-^-bK 

B  est  donc  le  second  point  fixe  par  lequel  passent  tous  les 
cercles  APN. 

Remarques  : 

I.  La  droite  ON  coupe  le  cercle  orthoptique  de  l'el- 
lipse en  deux  points  qui  sont  conjugués  harmoniques  des 
points  P  et  N. 


(     025    ) 

II.  La  droite  MP  est  normale  à  l'ellipse 

El 


—  ^  Il  =  (ÉJHl 
a6         66        \  a<-'  — 


SOLUTION    GEOMETRIQUE 
Par  M.  Thie. 

Il  suffit  visiblement  d'établir  la  constance  du  produit  OP. ON. 
Or  considérons  le  cercle  (MNP),  qui  a  pour  diamètre  MN.  On 
peut  dire  que  ce  cercle  est  circonscrit  à  un  triangle  ayant  un 
sommet  en  N,  et  deux  sommets  confondus  en  M,  le  côté  qui 
joint  ces  sommets  étant  la  normale  en  M,  et  ce  triangle  est 
visiblement  autopolaire  par  rapport  à  la  conique  donnée.  Il 
en  résulte  (théorème  de  Faure)  que  le  cercle  (MNP)  coupe 
orthogonalement  le  cercle  orthoptique  de  la  conique,  et  l'on  a 

OP. ON  =  a-2-t-62, 
en  désignant  par  a  et  6  les  demi-axes  de  cette  conique. 

1999. 

I  19ui.   p.   316.) 

On  considère  une  ellipse,  un  foyer  F,  un  point  va- 
riable M  de  l'ellipse,  le  cercle  décrit  sur  FM  comme  dia- 
mètre et  un  cercle  fire.  Le  lieu  des  centres  de  similitude 
de  ces  deux  cercles  se  compose  de  deux  coniques.  Cas  où 
le  cercle  fixe  est  le  cercle  principal  de  l'ellipse. 

(E.-N.  Barisien.) 

SOLUTION 
Par  M.   H.  Lez. 
Soient  deux  cercles 

(i)  (ar  — X)2  -i-(y  —  ;ji)2  =  r2, 

{i)  {x  —  Vf^{y  —  ii.'f-  =  r'-^: 

les  coordonnées  des  centres  de  similitude  extérieur   et   inté- 
rieur seront  données  par  les  formules 

À/— À/'  ^' r  —  ]j.r' 

(3)  x= ^-,        y  =  - S—' 

^    '  r  —  r  -^  /-  —  r 

h' r —  hr'  ix'r~'j.r' 

(4)  ^  =  ~7. — n^'      y  =    '   • 


(    026    ) 

Oi".  si  x\  y'  sont  les  coordonnées  du  point  M,  elles  satisfe- 
ront à  l'équation  de  l'ellipse,  c'est-à-dire  qu'on  auia 

(5)  b'^x''--^  a^y'^— a^-ly\ 

et  les  coordonnées  du  centre  du  cercle  mobile  seront 

^ ,    c  ->^  x'         I    y         >     ^^^     ^  —  ^^ 

'2  '2  2  2 

Par  suite,  l'équation  (2)  devient 

ou 

(6)  x^-^y^-^  (c -r- x')x — y'y  -\-  ex'  =  o^ 
cercle  qui  est  constamment  tangent  au  cercle  principal 

x--\-y-  —  a-  =  o. 
Mais  les  formules  (3)  et  (4)  deviennent  aussi 

(c  -^-  x'  )r  —\{a  —  ex'  )  y'  r  —  u.  (  a  —  ex') 

X  — r '  y  =  ' ; 7-—-  > 

ir  —  (a  —  ex  }  or  —  (a  —  ex  ) 

(c  -\-  x'  )r  -\-\{a  —  ex')  y'  r  -\-  ii{a  —  ex') 

^  = 7 r; '  y  =  -, ; —  ') 

■ir  -^  {a  —  ex  )  ir  -^  {a  ~  ex  ) 

des  deux  premières,  on  tire 

{ir  —  a)x -^  a'/.  —  cr 

l  ^  — T^i ' 

1  r  -^  {  k  —  x)e 

I      ,       {'ir  —  a  -!-  2  A  e  —  ce ) y  -\-  (  a  -^  ce  —  ixe  )i±  ^ 
'  ^'  ^  r  ^{X  —  x)e  ' 

des  deux  autre*,  on  tire  aussi 

,      ,       i  II-  -^  a)x  —  ah  —  cr 

\    X   —  ; —  j 

\  r  —  {  L  —  X  )e 

(8) 

J      ,       {  -ir  -^  a  —  i/.e  -T-  ce  )y  —  1  a  -1-  ce  —  'ixe  )u. 

I      y'  —  1^ 1-  . 

-^  /•  —  (A  —  x)e 

Ces  dernières  égalités  se  détluisent  également  des  premières 
en  faisant 
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Les  valeurs  (7)  et  (8)  étant  des  fonctions  linéaires,  trans- 
portées dans  la  relation  (5),  elles  flonneront  évidemment  des 
coniques  pour  le  lieu  des  centres  de  similitude  extérieur  et 
intérieur  des  deux,  cercles. 

Dans  le  cas  où  le  cercle  fixe  (i)  se  confond   avec  le  cercle 

principal, 

a  =  X  =  o         et         r  ^=  a\ 

alors  les  formules  (7)  et  (8)  se  transforment  en 

/      ,       aix  —  c  )  a(x  —  ae) 


(9) 


et 


(10; 


a  —  ex  a  —  e.r 

(a  —  ce  )y  b'-y 


a  —  ex  a(a  —  ex) 

,      a(2>x  —  c)  adx  —  ae) 

a  ^r-  ex  a  -h  ex 

'6a  -f-  ce)y        a{3  -i-  e^)y 


y  = 


Portant  les  valeurs  (9)  dans  la  relation  (5),  on  trouve,  pour 
le  lieu  des  centres  de  similitude  extérieurs,  le  cercle  principal 

x--\-  y^  —  a-  =  o, 

ce  qui  était  à  présoir,  puisqu'il  enveloppe  tous  les  cercles  mo- 
biles. 

De  même,  dans  la  relation  (  j  ),  remplaçant  x\  y'  par  les 
valeurs  (10),  on  obtient,  |)()ur  le  lieu  des  centres  de  similitude 
intérieurs,  l'ellipse 

(  ^a"^ —  b-  )-y--^  b'-{  8(7- -h  b-)x'-  —  Sa'-b-cx  —  a-b*  =  o, 

,  ■  /^a-c 

avant  son   centre  sur  le   çjrand   axe  en  x  =  — r-  et  pour 

^  a  a-^  -H  62        ^ 

foyers  l'origine  O  et  le  point  x 


8rt--i-  b- 


Autres  solutions  de    M.    TabaIvOFF,    de   M.    Alvakez    Ude    et  de 
M.  Letierce. 
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QUESTIONS. 


2001.  L'hyperboloïde  déterminé  par  l'axe  d'une  quadrique 
de  révolution  et  par  deux  droites  conjuguéi's  par  rapport  à 
cette  quadrique  est  équilatère.  (  R.  Bricard.) 

^  2002.  On  considère  dans  un  plan  un  quadrilatère  ABCD 
circonscrit  à  un  cercle  de  centre  O.  On  mène,  par  les 
points  A,  B,  G,  D,  . .  .  îles  perpendiculaires  aux  droites  OA, 
OB,  OC,  OD.  Le  point  0  est  sur  la  directrice  de  la  parabole 
qui  touche  les  quatre  droites  ainsi  obtenues. 

(  R.  Bricard.) 

2003.   On  sait  que  les  permutations  différentes  de  m  lettres 

dans  lesquelles  il  y  en  a  />  égales  à  a.  q  ^  b,  r  À  c,  .  .  .,  t  k  l 

sont  au  nombre  de 

ml 


p\  q\  r\  .  .  .  t\ 


S'il  s'agit  de  combinaisons  n  à  n  de  m  lettres  distinctes, 
leur  nombre  est  donné  par  la  formule 

m  {in  —  \).  .  .{ni  —  /i  -t-  i  ) 


Que  devient  ce  nombre  lorsqu'on  a  aussi  p  lettres  égales 
à  a,  q  à  b.  . .  . ,  t  à  l?  (  Audibert.) 

2004.  Soit  une  ellipse  de  foyers  F,  F'.  En  chaque  point  M 
de  l'ellipse  on  prend  sur  la  normale  en  M  deux  points  N 
et  N'  tels  que 

MN  =  MN'  =  /MF. MF'. 

On  considère  les  cercles  de  centres  N  et  JN"  et  de  rayons  NM 
et  N'M.  Les  tangentes  communes  à  chacun  de  ces  cercles  et 
à  l'ellipse  rencontrent  la  tangente  en  M  à  l'ellipse  en  quatre 
points  P,  Q,  P',  Q'  dont  le  lieu  se  compose  d'une  ellipse  et 
d'une  hyperbole.  (E.-N.  Barisiex.) 
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[D2b,  I9a] 

SIR  LES  SÉIUES  DE  LA  FORME  ^a^cK^; 
Par  m.  HADAMARD. 


En  reprenant  une  dénionstralion  relative  aux  pro- 
priétés de  la  fonction  de  Rietnann 


j'ai  été  conduit  à  en  examiner  de  plus  près  le  méca- 
nisme. Je  suis  arrivé  ainsi,  relativement  aux  séries  de 
la  forme 


(I)  F(^)=2' 


où  les  ).„  sont  des  nombres  réels  et  les  a,i  des  nombres 
positifs,  à  quelques  remarques  qui  peuvent  avoir  leur 
utilité. 

1.  Soit  A  la  valeur  de  F(/>),  p  étant  un  nombre  réel 
(compris,  bien  entendu,  dans  la  région  de  convergence 
de  la  série).  Donnons  à  5  la  valeur  complexe  p-{-if/  et 
considérons  la  quantité 


A 

On  a 


Yip^iq)  ^J'(q)-^i'f{q)  =  ^ -^  ir,. 


Ann.  de  Matkéniat.,  I\'  série,  t.  IV.  (Décembre  1904.)        i*4 
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en  désignant  par  a„  la  quantité  a^e'^-P  et  par  8„  l'ar- 
gument —  ^v/'/-  Oii  3  d'ailleurs  visiblement 

|/(^)  +  îo(5')|<A. 

Cliangeons  ^  en  2^  et  comparons  aux  expressions  (2) 
les  suivantes  : 

?(25')  =  'ni  =  2x  ^'"^^"• 
Pour  cela,  nous  considérerons  la  quantité 

Y  \  a„(/i  cos6„-+- Asin6„H- /)2, 

où  //,  A,  /  sont  trois  nombres  réels  quelconques.  Si  Ton 
remarque  que  l'on  a 

A^cos26,j-+-  h^sm^h,,  = 1 COS26,,, 

■2  2 

cette  quantité  s'écriia 

/lt^/,i  A2X2 

/^  H 1 ç  1  -I-  /j A r, i  +  2  hlt-i-i kl r, 

22  ... 

=  (/  +  /,  J  _^  A-ri )^  +  (-î-^  -  ^2  j  hi 

-^  On  -  ■-'^  ^^  )  hk  -+-  (-1^  -  v] -^  A-2. 

Oi-,  la  quantité  précédente  est  essentiellement  posi- 
tive. Donc,  il  faut  que  cette  forme  quadratique  soit 
définie;  par  conséquent,  que  l'on  ail 

(3)  ?i>2r— ■, 
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La    première   inégalité,   qui  est  d'ailleurs   comprise 
datis  la  seconde,  exprime  le  résultat  suivant  : 

5/  ;  est  positif,  et  que  l'on  pose 


o  <  6  <  - 

ï,  =  cos'!/,  (o<'^,i7r), 

on  aura 

(  i)  '\'i  =  'i'T>- 

2.  Quant  à  l'inégalilé  (4),  tîHe  nous  montre  que,  le 
point  (^.  Tj)  étant  donné,  le  point  (  Ç| ,  '/"i  i  )  est  intérieur' 
au  cercle  C  dont  un  diamètre  est  situé  suivant  la  droite 
r,,  =  2^r, ,  les  abscisses  de  ses  extrémités  étant  2  ç-  —  i , 

I  2  Tj  - . 

Considérons  le  module  p  =  \/;-H-  r,-  de  -^V(p -{-iq) 
et  le  module  p,  ==  ^  çj' +  y,;'  de  —F[p  -h  ^iq)- 

Le  centre  du  cercle  C,  à  savoir  le  point  (ç- — r,-,  2^7|), 
est  situé  à  une  distance  o^  de  l'origine;  le  rayon  du 
même  cercle  est   i  —  z- . 

Si  donc  p-  est  plus  petit  que  -,  le  cercle  C  contient 

,,     .   .        .  .      ,  .  .       .  1/2 

1  origine  a   son   inieneur;  mais  si  c  >  — ?   tout  ponil 

de   ce  cercle  est  à  une  distance  de  l'origine   au  moins 
égale  à  20-  — ^  i .  On  arrive  donc  à  l'énoncé  suivant  : 

Si  l'on  pose 

p   =1^  -^ir^l    =  cosy, 
Pi=  Içi—  ^'■'iil  =  COS/j 

et  c/ue  l'angle  7  soit  inférieur  à  -7?  on  aura 

7.1 -'^X- 
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3,  Il  t;st  clair  maintenant  qu'on  peut  appliquer  à 
plusieurs  reprises  les  deux  propositions  que  nous  ve- 
nons d'énoncer  et  qu'on  obtient  ainsi  les  suivantes  : 

Si  l'on  pose 

J\q)  =  CO?,[<\{q)], 

\f{q)-^i^{cj)\  =cos[-/_(^)], 
t)ii  a 

(6)  ' 

la  première  inégalité  supposant  toutefois  que  le  second 
membre  est  plus  petit  que  —  ;  la  seconde,  que  son  se- 
cond membre  est  plus  petit  que  -  • 

Enfin,  dans  les  deux  inégalités  précédentes,  on  peut 
faire  grandir  h  indéfiniment.  On  a  sensiblement,  pour  q 
très  petit, 

<;t,  par  suite, 


{p)        ¥'Hp^ 


(P)         P'ip) 

Si,  dans  ces  relations,  on  change  q  au   ^^    pour  re- 
porter le  résultat  obtenu  dans  les  inégalités  (6),  on  a 


/iq)^COs(q^^Ç^ 


iP) 


,/.,.-..>C.)iâcos(,/^)-(^))7 
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pourv'u  que  V argument  du  cosinus  soit  plus  petit  que  t: 
dans  la  première  inégalité,  plus  petit  que  -  dans  la 
seconde. 


[R9b] 

SUR  IX  POI\T  DE  LA  THEORIE  DES  PERClSSIO\S; 

Par  m.  HADAMARD. 


Lorsqu'un  point  matériel  vient  choquer  élastique- 
nient  une  surface  fixe,  le  nouveau  mouvement  qu'il 
prend  est  donné  [lar  la  règle  classique  relative  à  la 
réflexion.  La  composante  tangentielle  de  la  vitesse  ne 
change  pas;  la  composante  normale  change  de  sens  en 
gardant  sa  valeur  absolue. 

Les  choses  se  passent  d'une  manière  notablemeiW 
plus  conxpliquée  dans  le  choc  de  deux  solides  quel- 
conques. On  peut  se  demander  cependant  s'il  n'existe 
pas,  là  encore,  une  relation  simple  correspondaiit  à 
celles  que  nous  venons  de  rappeler. 

Ce  rôle  est  joué  par  la  pro[)Osilion  suivante  : 

La  percussion  normale  qui  s'exerce  entre  deux- 
corps  qui  se  choquent  élastiquement  est  double  de 
celle  qui  s'exercerait  si  les  corps  étaient  mous. 

Pour  démontrer  qu'il  en  est  ainsi,  désignons  par 
(h,,  Vi,  iVi)  la  vitesse  d'un  point  quelconque  M/  de  l'un 
OU  de  l'autre  des  deux  solides:  désignons,  d'autre  part, 
par  (a/,  ,3/,  y/)  l'augmentation  que  subirait  cette  vitesse 
si  Ton  appliquait,  au  solide  qui  contient  ce  point  sui- 
vant la  normale  au  point  de  choc  A  et  dans  le  sens 


(  534  ) 
intérieur,  une  percussion  égale  à  l'unité  (les   percus- 
sions subies  par  les  deux  corps  étant,  par  conséquent, 
en  sens  opposés).  La  vitesse  consécutive  à  l'application, 
dans  les  mêmes  conditions,  d'une  percussion  P  sera 

(  «,-i-  a,P,  ('/-f-  ^&,P,  «'/-+-  Y,P). 

Dans   le  choc   élastique,  la   percussion  P  devra  être 
telle  que  l'on  ait 


(I)      < 


i   ^m^i a,  4-  a,- P )2  +  ( Vi  +  ^,- P  f^  (  «•,•  +  y,- P  )2] 

< 


la  sommation  étant  étendue  à  tous  les  points  des  deux 
corps  et  les  /??/  désignant  les  masses.  C^eci  donne 

2  V mi(cti u,  +  p,- (■/  —  Y/  wi) 
(■>.)  P= 

t 
Pour  calculer  la  valcnr  de  P  si  le  choc  a.  lieu  à  la 
façon  des  corps  mous,  nous  appliquerons  le  théorème 
de  Carnot.  La  perle  de  force  vive  [c'est-à-dire  la  diffé- 
rence des  deux  membres  de  la  relation  (i)]  sera  égale  à 
la  force  vive  due  aux  vitesses  perdues,  c'est-à-dire  à 

P22'"'(^'  +  ^'+ï')- 

Or  le  terme  ainsi  décrit  vient  doubler  le  terme  en  P^ 
de  l'équation  (i).  11  vient  bien 

^niii  a,  Ui -+-  ^;- i>i -+-  Y,  Wi ) 

P  =.—  ■== , 

2/«,(a?+p?  +  Y/) 

valeur  qui  est  la  moitié  de  la  précédente. 
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Il  est  clair  que  le  même  raisonnement  s'applique 
toutes  les  fois  que,  dans  un  système  quelconque,  il  y  a 
choc  simple,  c'est-à-dire  que  toutes  les  percussions  qui 
prennent  naissance  sont,  a  priori,  proportionnelles  les 
unes  aux  autres. 

Or,  c'est  ce  qui  arrive  dans  tous  les  problèmes  où  la 
délinition  du  choc  élastique  peut  être  donnée  sans 
sortir  du  point  de  vue  où  se  place  la  théorie  des  pei- 
cussions. 

Donc,  dans  tous  ces  cas,  l'énoncé  donné  plus  haut 
répond  à  la  question. 


[MHb] 

SUKFACES  ALGÉBRIQUiS  :  POINTS  SI^GILIEIIS; 

Par  i\I.  LANCELOT, 

Professeur  au  lyct-e  de  Dastia  (Corse). 


Soit  une   suifac(^   algél)riqu(^  S  de   degré  m,    repré- 
sentée, en  coordonnées  (  arlésiennes,  par  ré(|uation 

f(x,  y,  ^)  =r  o 

et  un  point  M(j:,  j)^,  s)  de  cette  surface. 

Une  droite  D  passant  par  ce  point  a  pour  équations 

\  -  X  __  X  —y  _  Z  —  z  _ 

U  t'  w 

ou 

\  =  X -^Xii,         Y=j'+X»',         Z  =  z-\-\iv^ 

et  les  \  des  points  où  elle  coupe  la  surface  S  sont  les 
racines  de  l'équation 

f{x  -f-  A  M,  y  -+-\v^  z  -+-  Àir  )  =  o. 
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Développons  cette  équation  par  la  formule  de  T.iylor, 
Eu  coordonnées  homogènes,  les  coordonnées  courantes 
diin  point  de  la  droite  peuvent  s'écrire,  uv  et  w  étant 
les  paramètres  directeurs  de  la  droite  ]J, 

T-i-AU,     y-h^.i',     â;h-Xh'.     /-hX.o. 
I)  où  l'équalion  en  )., 

/(x  -I-  X  a,  jK  +  Xt',  z  -+-  hw,  t  -H  >wo)  =»o 


+  -y  ^  "  /i  -+-  *'  f'y  +  "'  f'z^^'-  .ft  )>/') 
Hevenoiis  aux  cooidonnées  cartésiennes 

-^  —  (  "  /i  +  ''fy  +  '^'/c  )c2)  H-  •  • . 
X/' 


Le  point  M  étant  sur  la  surface,  f{x.y^z)^=  o; 
Téquation  en  ).  a  donc  toujouis  au  moins  une  racine 
nulle. 

Points  simples.  —  Supposons  que  les  coordonnées  du 
point  M  considéré  sur  la  surface  n'anuulcnl  pas  les  trois 
dérivées  premières  ;  c'est-à-dire  que  l'on  n'ait  pas  siniul- 
tanéuient 

Dans  ce  cas.  pour  une  droite  quelconque  passant  par 
ce  point,  le  coefficient  de  ). 
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n'i'St  pas  nul.  l  ne  sciili'  dt'S  racines  de  l'éqnalioii  en  >. 
esl  nulle  el.  vin  seul  des  points  d'inlersection  do  la  droite 
et  de  la  surface  se  trouve  situé  eu  M.  Le  point  M  est  dit 
point  sinifi/e  de  la  surfa(;e. 

Si  l'on  priMid  pour  ii,  t-,  tr  un  système  de  solutions 
de  l'équation  linéaire 

«/.c+  ^f'y^  "'/;=  ", 

le  coelHcient  de  A-  est  nul.  Deux,  au  moins,  des  racines 
de  l'équation  en  \  sont  nulles,  et  deux  des  points  d'in- 
tersection de  la  droite  et  de  la  surface  sont  confondus 
avec  le  point  M.  La  droite  est  dite  alors  tangente  à  la 
surface  au  point  M. 

Il  y  a,  en  un  point  M,  une  infinité  de  tangentes, 
ayant  pour  paramètres  directeurs  les  systèmes  de  l'équa- 
tion linéaire  homogène  à  trois  inconnues 

Pour  avoir  le  lieu  de  ces  droites,  éliminons  u,  t',  w 
entre  cette  équalion  et  celles  de  la  droite 

\  —  x        Y  —y  _  Z  — 5 

u  V  w 

II  vient 

(X-a.)/;+(Y-j-)/;  +  (z-«)/^=o. 

Le  lieu  des  tangentes  à  une  surface  en  un  point 
simple  xyz  est  donc  un  plan,  que  l'on  nomme  plan 
langent  en  ce  point. 

Thkorème.  —  La  tangente  à  une  courbe  que Iconcpie 
tracée  sur  la  surface  et  passant  par  I\J,  ayant  M  pour 
point  de  contact,  est  tangente  à  la  surface. 

Cu-,  les  (coordonnées  courantes  d'une  courbe  tracée 
sur  la  surface  étant  exprimées  en  fonction  d'un  para- 
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mètre  f,  X(?),  Y(t.),  Z(£)  satisfont,  (|uel  que  soit  t,  à 
l'équation 

(I)  /(X,Y,  Z)  =  o. 

La  courbe  passant  par  le  point  M,  on  aura,  pour  une 
valeur  t^  du  paramètre, 

X(/o)=^,         Y(/o)=J^,         Z(/o)=-, 

et  la  tang^ente  à  la  courbe  en  ce  point  est  la  droite 

X  -  ^        Y  —y        Z  —  z 


(D) 


\'{to)        Y'{to)        Z'ito) 


Mais,  la  fonction  de  t,/(X,Y,  Z),  est  identicjuement 
nulle;  il  en  est  de  même  de  sa  dérivée;  donc 

Les    paramètres   directeurs   de   la  droite  D   satisfont 
donc  à  ré([uation 

obtenue  en  faisant  t  ^  t^  dans  la  précédente. 

La  tangente  en  M  à  une  courbe  tracée  sur  la  surface 
et  passant  par  M  est  donc  tangente  à  la  surface. 


Le  plan  langent  à  une  surface  en  un  point  simple  M 
est  donc  le  lieu  des  tangentes  en  M  aux  courbes  tra- 
cées sur  la  surface  et  passant  par  ce  point. 


Tangentes  osculatrices.  Points  oi  dinaires,  parabo- 
liques. —  Soient  w,  p-,  tv  les  paramètres  direcleuis  d'une 
tangente.  On  a 

(i)  «/x+«'/j-+-'^/c=  o. 

En  généial,  ils  n'annulent  pas  le  cocllicicnt  de  A-, 
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et  la   tangente  coupe,  en  général,  la  surface  en  deux 
points  seulement  confondus  en  M. 

Trois  de  ces  points  d'intersection  avec  la  surface 
seront  confondus  en  !M  si  les  trois  (juantités  «,  p»,  w 
satisfont  de  plus  à  ré<piation 

(2)  (".a-^^-A-^^'/zh-o 


De  telles  tangentes  sont  dites  oscidatrices.  Elles 
coupent  la  surface  en  trois  points  au  moins  confondus 
avec  le  point  M. 

On  a,  pour  déterminer  les  paramètres  directeurs  des 
tangentes  osculatrices,  les  deux  équations  (i)  et  (2) 
respectivement  du  premier  et  du  second  degré,  et  ho- 
mogènes. 

En  général ,  ces  équations  ont  deux  systèmes  de 
solutions.  Le  j)oint  M  est  dit  alors  point  ordinaire, 
et  il  y  a ,  en  un  point  ordinaire,  deiLC  tangentes 
osculatrices. 

Considérons  u,  »^,  iv  comme  les  coordonnées  homo- 
gènes d'un  point  d'un  plan  :  la  détermination  des  tan- 
gentes osculatrices  revient  à  celle  des  points  d'intersec- 
tion d'une  conique  et  d'une  droite.  Pour  déterminer 
les  conditions  de  réalité,  on  forme  l'équation  tangen- 
tielle  de  la  conique;  elle  est 

/i-      Jjry     Jxz        " 

Jyx    fy"-      fyz      '     '  _  ^ 
flx     fzy      fz'-        ^v 
U  V  w  o     \ 

i"  Les  tangentes  osculatrices  sont  donc  imaginaires 


l'on 
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y»-      Jxy     Jxz  J  X 

fyx     Jy-       fyz  J  y 

Jzx     Jzy     J'"-  Jz 

fx       fy        fz  O 


>o. 


La  surface  est  dite  alors,  concave  au  point  M,  ou  le 
point  M  point  elliptique. 

2"  Les  tangentes  osculatrices  sont  réelles  si  ce  déter- 
minant est  négaiif;  la  surface  est  dite  avoir  des  cour- 
bures opposées  au  point  M,  ou  le  point  M  point 
hyperboliifue. 

3°  Les  tangentes  osculatrices  sont  confondues  si 
l'on  a 

/■>'  Jxy  Jxz  J  X 

fyx  fh  fh  fy 

fzx  fly  fl^  fz 

f'x  fy  fz  O 

Le  point  M  est  dit  alors  point  parabolique. 

Sur  toute  surface,  il  existe  une  courbe  lieu  de 
points  paraboliques,  déterminée  par  l'équation  de  la 
surface  à  laquelle  on  joint  l'équation  précédente.  Cetie 
courbe  s  appelle  ligne  parabolique. 

L'équation  de  la  ligne  parabolique  peut  être  déve- 
loppée; elle  s'écrit  alors 

(fy^f^-fP  )fx-  -  •  •  •  -^■^{fy^fl-^-flxfly)f!.f ;■-+-■.  ■  =  o. 

Soit  771,  le  degré  de  la  surface.  S.  Cette  seconde  équa- 
tion représente  une  surface  S,  dont  le  degré  est 

2 (  «i  —  -i )  -h  1  ( m  —  I )  =  n(  2fii  —  3  ), 

et  par  suite  la  ligne  ])arabolique,  qui  est  l'intersection 
des  surfaces  S  et  S,  est  de  degré  (e/i  général) 

1  m  (  ■>.  m  —  3  ) . 
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l^a    ligne   paraboli(|iie   sépare,   sur   une   surface,   le-s 
points  elliptiques  de  points  hyperboliques. 

Exemples.  —  Soit  une  (piadrique  à  centre 
On  a 


/^  =  -^ 

A^, 

y  V  = 

2B^, 

A 

=  2GZ, 

/:'^  =  2A, 

fh= 

2B, 

fl^    =2  G, 

fxy  =  O, 

fy-^- 

o, 

'  nx  =  ^- 

déterminant 

2  A 

o 

o 

•iKx 

o 

2B 

o 

iBy 

o 

o 

2G 

■iCz 

2  A.r 

..Bj' 

iCz 

o 

ou 

i6(A^BGa;2-4-  B^AGjK^H-  G2BA22), 

i6ABG(Aa72  +  Bj/2+G^2^. 

J^a  surface  auxiliaire  s  [de  degré  2(2^  —  3)  =  'j] 
est  le  cône  asymptote  de  la  quadrique.  La  ligne  para- 
bolique est  donc  la  conique  à  l'infini  de  la  quadiique. 
[Elle  doit  être  comptée  deux  fois,  les  deux  surfaces 
étant  tangentes  le  long  de  cette  courbe,  et  est  alors  de 
degré  0.771(21/1  —  3)  =  4]-  I^-i 

A:z'2-t-B^2-+-G^2=  ,. 
Le  déterminant  a  donc  toujours  le  signe  de  ABC.  Donc  : 

i«  ABC>o  : 

Ellipsoïde (A  >  o,  B  >  o,  G  >  o) 

Hyperboloïde  à  deux  nappes  .     A>o,     B<o,     G<o 


Tous  les  points  sont  alors  des  points  elliptiques. 
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2°  ABC  <  o  : 
Hyperboloïde  à  une  nappe. . .     A  >  n,     B  >  o.     C<o 

Tous  les  points  sont  hypeiboliques. 

Autre  J orme  de  In  condition  pour  qu'un  point  soit 
parabolique.  —  Supposons  l'équation  de  la  surface 
résolue  par  rapport  à  une  des  variables  r 


Alors 


?(-^,  r) 


^f  _       ,            à\f  _  ^ 

di 

L  = 

f'i 

à'f 

ÔZ                    '               05'^ 

dz 

dx 

âzdy 

Un  a  le  déterminant 

d-^z 

o 

dz 
dx 

Ox  dy 

O'-z 

à^z 

0 

dz 

ày 

A  = 

or  Oy 

o 

o 

o 

—  I 

dz 
ox 

dz 

—  1 

o 

Développons   par   rapport   aux  éléments  de  la  iroi- 

sièine  colonne  : 

d-^z  d^-z  dz 

dx-  dx  dy  dx 

d- z  d^z  dz 


dx  dy       dy'^         dy 
o  o  —  I 


Développons  par  rappoit  aux  éléments  de  la  dernière 
igné  : 


A  = 


d-^z         d'-z 


dx-        dx  Oy 
d-  z  f^-  z 

dx  dy       dy  ^ 
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d-iz  d^z  diz 

ou,  en  posant  - — ;  :=  /',   - — r-  =  -^i    -r-;  =  f -^ 

1°  A>o  : 

rt  —  5-<o         (point  elliptique). 

2"  A  ■<  o  : 

rt  —  5-  >  o         (  point  hyperbolique  ). 

3'-  A  =  o  : 

rt  —  s- =:  o         (point  parabolique). 

Remarque.  —  Peut-il  arriver  que  le.s  deux  équations 
de  la  ligne  pai'abolique  se  réduisent  à  une  seule,  ou  que 
tous  les  points  d'une  surface  soient  paraboliques? 

On  aurait  alors 

rt  —  s-  =  o, 

identiquement.  C'est  l'équation  aux  dérivées  partielles 
des  surfaces  dont  tous  les  points  sont  paraboliques.  On 
sait  que  c'est  celle  des  surfaces  développables.  Donc 
tous  les  points  des  surfaces  développables  sont  para- 
boliijues;  et  les  surfaces  développables  sont  les  seules 
dont  tous  les  points  soient  paraboliques. 

Intersection  d' une  surface  et  d' un  plan  passajit  au 
point  ordinaire  M  de  la  suif  ace.  —  Soient  la  surface  S  : 

/(X,Y,Z)  =  o; 
M(x,  j',  z)  un  de  ses  points.  On  a 

f^^^y,  ^)  =  o, 

Jjci  fy>  Jz  ^^  sont  pas  tous  nuls,  et  soit 

a(X  — a')-f-p(Y— r)-^Y(Z— x;)  =.  o 

un  plan  P  passant  pai'  M. 
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Une  droite  passai) L  par  M  el   située  dans  le  plan  P 
a  pour  équations 

X—  r       Y-r       7.  —  Z       , 


avec  la  condition 


et  coupe  la  courbe  d'intersection  aux  points  dont  les  A 
sont  les  racines  de  l'équation 

/(  a-  -}-  X  «,  j  +  X  t',  ^  H-  À  tv  )  =  o. 

Cette  équation  est  celle  aux  \  des  points  où  la  droite 
coupe  la  surface.  Donc,  la  droite  coupe,  en  général,  la 
section  plane  en  un  point,  et  un  seul,  situé  en  M  :  le. 
point  M  est  un  point  simple  de  l'intersection. 

Si  l'on  choisit  la  droite  telle  que 

"/r-+-  ^'/y-^-  »'fz=  O, 

elle  coup»^  l'inlerseclion  en  deux  points  confondus 
en  M  :  elle  est  alors  située  dans  le  plan  tangent  et  est 
tangente  à  l'intersection. 

Comme,  en  général,  le  coefficient  suivant 

n'est  pas  nul,  le  point  M  est  un  point  ordinaire  de  l'in- 
tersection. La  tangente  en  ce  point  est  déterminée  par 
les  deux  équations  : 

Si  les  paramètres  directeurs  de  la  tangente  en  iM 
à  lintersecliou  annulent 

c'est-à-dire  si,   u^  v^  w  étant  les  paramètres  directeurs 
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duac  langeule  osculalrice,  ou  a 


<r  =  o, 


ou,  si  le  plan  sécant  passe  par  une  des  deux  tangentes 
osculatt'ices,  la  tangente  à  la  section  plane  coupe  la 
section  en  trois  points  confondus,  et  le  poinl  JNl  est  un 
point  d'inflexion  sur  la  section. 

Ainsi,  en  un  point  ordinaire,  un  plan  sécant  coupe 
la  surface  suivant  une  courbe  ayant  ce  point  pour 
point  ordinaire. 

Un  plan  passant  par  une  tangente  osculalrice 
coupe  la  surface  suivant  une  courbe  avant  un  point 
d'inflexion  en  ce  point. 

Ces  résultats  ne  s'appliquent  pas,  si  les  deux  écpia- 
tions  linéaires 

a  M  -)-  p  i'  -4-  Y  «'  =  Ô7         uf'jc  -H  vf'y  -f-  wfl  =  o 

sont  identiques  ;  ou  si 

4  =  4  =  -^, 

Jx         J  y  fz 

c'est-à-dire  si  le  plan  P  considéré  est  le  plan  tangent 
à  la  surface.  Dans  ce  cas,  quelle  que  soit  Ja  droite  D 
considérée  dans  le  [)lan  P,  le  coetFicient  de  s  est  nul,  et 
une  droite  quelconque,  située  dans  le  plan  P,  coupe  la 
section  de  la  surface  en  deux  points  confondus  en  M. 
Si  l'on  choisit  «,  (^,  w  de  façon  que 

(  Uf'x  -+-  ^f'y+  ^f'z  )C2)  =  O, 

c'est-à-dire  si  l'on  prend  pour  droite  D  une  tangente 
osculatrice,  un  troisième  point  d'intersection  de  la 
droite  et  de  la  section  est  situé  en  M. 

Donc  :  La  section  d'une  surface  par  le  plan  tan- 
gent en  un  point  ordinaire  a  un  point  double  en  ce 
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point,    les  deux  tangentes  étant ^  les  tangentes  oscu- 
latrices  à  la  surface. 

Points  d^ inflexion.  Points  méplats.  —  On  a  vu  que 
les  tangentes  osculatrices  sont  données  par  les  deux  équa- 
tions 

Ces  équations  sont,  en  général,  deux  systèmes  de  solu- 
tions réelles,  iniaginaiies  ou  eoiifondues^  et  il  y  a,  en 
généial,  deux  tangentes  osculatrices. 

Il  peut  arriver  (jue  ces  deux  équations  soient  consé- 
quences lune  de  l'autre.  Il  faut  pour  cela  que  la  forme 
quadratique  (2)  contienne  la  forme  linéaire  (i)  en  fac- 
teur, ou  que 

"Va"  -t-  v^y^  -+-  w^y;',  -H  2  uvf'j,y  -+-  -2  vw/i-,  -H  1  wufi^ 

=  ("/i+ «^/;+ «'/r)  (Au -+- Bp  +  Gif), 
ce  qui  donne 

A/;+B/^  =  /^,.      B/i+c/;=/;:,,      G/;.-^A/i=f^^. 

Éliminons  A,  B,  C,  il  reste  les  équations  de  condition  : 


Jx  Jy 


—  Jxy 


fUfy'  ~^  f'y^  /«■■  ~  frfyfu)  i 

f;j^-^fhf^-nnfyz, 

/e'  fx'  ~^  f.r-  Jz     ^^  JzJxJ  IX- 

Soit  M  un  point  d'une  surface  satisfaisant  à  ces 
trois  relations  5  et  w,  v,  w  les  paramètres  directeurs 
d'une  tangente  en  ce  point.  On  a 

i^fx-^vf;.-\-wfl^o, 
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el  par  suile 

Dans  l'équation  aux  À  des  points  d'intersection  de  la 
droite  avec  la  surface,  le  pretniei-  coefKcient  qui  ne 
s'annule  pas  (en  général)  est  celui  de  X', 

("/x-^i-./;+«v/i)(3), 

de  sorte  que,  en  un  tel  point,  une  tangente  quelconcjue 
eoupe  la  surface  en  irois  points  confondus. 

Si  l'on  achève  de  déterminer  la  tangente  par  l'équa- 
tion 

(  "/r  +  v/y  +  'v/1  )(3i  =  O, 

la  tangente  coupera  la  surface  en  quatre  points  con- 
fondus. 

De  telles  tangentes,  dites  surosculatî'ices,  étant  déter- 
minées par  deux  équations  du  premier  et  du  troisième 
degré,  il  y  a,  en  général,  trois  tangentes  suroscula- 
trices. 

De  tels  points  sont  dits  points  rf  inflexion  de  la  sur- 
face. 

Ainsi,  soit  M  un  point  d'inflexion  d'une  surface; 
une  droite  quelconque  passant  par  M  coupe  la  surface 
en  un  seul  point  situé  en  M.  Une  tangente  à  la  surface 
coupe  la  surface  en  trois  points  confondus  en  M;  el  il 
existe  trois  tangentes  surosculalrices  coupant  la  surface 
en  quatre  points  confondus  en  M. 

Les  trois  tangentes  surosculatrices  peuvent  être  : 

1°  Réelles  et  distinctes; 

2°   Une  réelle,  deux  imaginaires; 

3"   Une  réelle,  deux  réelles  confondues; 

4°  Trois  réelles  et  confondues. 

U'oùqnatre  sortes  de  poiais  d'inflexion  d'une  surface. 
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Considérons  un  plan  passant  par  un  point  d'inflexion. 
La  même  mélliode  que  précédemment  montre  que  : 

1°  Un  plan  quelconque  passant  par  M  coupe  la  sur- 
face suivant  une  courbe  ayant  en  M  un  point  d'in- 
flexion ; 

2°  Un  plan  quelconque,  passant  par  une  des  trois  tan- 
gentes surosculatrices  en  M,  coupe  la  surface  suivant 
une  courbe  ayant  en  M  un  point  méplat  du  second 
ordre  ; 

S**  Le  plan  tangent  en  M  coupe  la  surface  suivant 
une  courbe  ayant  en  M  un  point  triple,  les  trois  tan- 
gentes en  M  étant  les  trois  tangentes  surosculatrices. 

Autre  forme  des  conditions  pour  (juun  point  soit 
d'inflexion.  —  Mettons  l'équation  de  la  suiface  sous 
la  forme 

Les  trois  équations  qui  expriment  qu'un  point  soit  uu 
point  d'inflexion,  deviennent 

OU 

p  =  o,  t  =  o,  pqs  —  o. 

l^es  solutions  /;  :=  o  et  ^  =  o  ont  été  introduites  par 
le  fait  qu'on  a  multiplié,  pour  les  rendre  entières,  les 
équations  par 

11  reste  donc  les  conditions 

/•  =  o,         s  =  o,         /  =  o 
pour  exprimer  qu'un  point  est  un  point  d'inflexion. 
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Remarque.  —  Ou  voit  ainsi  que  tout  point  cl'in- 
llexiou  salisfail  à  la  relation 

it  —  52  —  0 

ou  que  tout  point  (Vinflexion  se  trouve  sur  la  ligne 
parabolique. 

Théorème.  —  Tout  point  d'inflexion  est  un  point 
double  de  la  ligne  parabolique. 

Remarquons  d'abord  que,  en  un  point  simple  (ordi- 
naiie,  parabolique  ou  d'inflexion)  les  trois  dérivées 
partielles  y^|.,  f'    f.  de  l'éfpiation 

de  la  surface  ne  sont  pas  nulles  :  soit 

Or,  en  décrivant  l'équation  successivement  par  rap- 
[)Ort  à  X  et  à  y,  on  a 

p  ^\  q  sont  donc  finis;  on  peut  donc  développer  ./■  par 
la  formule  de  Taylor. 

Prenons  le  point  (x,y,  x;)  pour  origine,  et  le  plan 
tangent  en  ce  point  pour  plan  des  xy.  Le  plan  tangent 
ayant  pour  équation 

on,  comme  a:  =  o,  j'  :=:  o,  ^  =  o,  ,  i- 


(  55o  ) 
il  s'ensuit  qu'alors 

p  =  o,        g  =  o; 

de  sorle  que  l'équation  de  la  surface  se  met  alors  soim 
la  forme 

z  =  (rx'-^  ïsxy  -+-  ty^) 

I        I àr     ^       ^  àr      „  „  df         „        ât        \ 

1.2.3  \âx  dy      ■  dx    -^         ày -^    ) 

Les  deux  tangentes  osculatrices  sont  les  droil<'s 
z  =  o,         rar^-t- asoy -1- /  K^  =  o. 

Si  le  point  est  d'inflexion, 

/  =  o,         s  =  o,         t  =  o, 
et  il  reste 

I       fàr     ,  dr     „  ^  àt        ^        dt      A 

y  =  —     — -  ^*  -+-  3  :r-  a-^y  -H  3  — -  xy^  +  t-  ?        -H  •  .  .  , 

•^         1.1.3  \()x  ày      -^  dx    -^  f^K       / 

s  =  (  a  a'3  -i-  3bx-y  ->!-  3  c  arK-  -i-  «j^/^  )  -\- .  .  . . 

Mais 

/)  =  3aa^2_^_5è xy  -^  ic y^-\- . .  ., 

g  =  3bx^-{-6c  xy  -+-  3  dy^  -+-..., 
r  =  &ax  -h  6 by     -)-...,, 
s  =  Çybx  -t-  6  c  jK     -1- .  . . , 
t  =  6  c  37  +6  cr>'     -+-.... 

L'origine  est  point  d'inflexion  (/•  =  o,  5  =  0,  i  =  o 
pour  X  ■=■  o.,  y  =  o,  z  ■=  o)]  alors  la  ligne  parabolicjue 
a  pour  équation 

;•«  — 52  =  o, 

et  l'ensemble  des  termes  du  plus  bas  degré  est 

36  (  a  a?  -f-  by  )  (ex  -h  dy  )  —  36(  bx  -h-  cy  f . 
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Donc  In  ligne  /xiraho/irjiui  a  ^origine  pour  point, 
double. 

Remarque.  —  Pour  qu'un  point  soit  d'inflexion,  il 
faut  que  ses  coordonnées  satisfassent  aux  quatre  équa- 
tions 

f{x,y,z)  =  o, 

et  aux  trois  équations 

fx'*fy''^fy'^fx    =^  JxJ y  fxyi 

f;^f^'^fif7=fyfzf;.. 

Jz^fx   ~^Jx^Jz    ^^  Jz  JxJzx- 

En  général,  étant  donnée  une  surface  algébrique  par 
son  équation  ponctuelle,  ces  quatre  équations  sont  in- 
compatibles. En  général,  une  surface  algébrique  n'a 
pas  de  points  d'inflexion. 

Exemple.  —  Soit  la  surface 

x">^y"-^  z"'  —  a'". 

Ligne  parabolique.  —  On  a 

/',.  =:  mx'"-',  f'y  =  /«_/'«-',  /,'  =  »/;;'«-', 

/*,=  m(m  —  i).r'"— ^        f"'-=  m{m  —  i)y"'-^,        /i' i  =  ni{m  —  i)z"'-^, 

fyz  =  o,  fl^  =  o,  /;^  =  o. 


L'équation  de  la  ligne  parabolique  est 

rn{m  —  i)a7'"-2  o  o 

o  /n(  ni  —  i)y"'~^  o 

o  o  ni(rn  —  i)z"'--     mz'"-^ 

ma?'»-i  iny"*-^  niz'"-^  o 


nix"^-^ 

niyin-i 
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ou 

-+-  m'' (m  —  l)2  37'«-2_;J/'«-2  52/«-2  ^  q, 

ou 

■        a;'"-'^y"'-'^z"'--(x"'-i- y"^-h  z'")  =  o. 

Supposons  m  =  3  : 

La  ligiu^  parabolique  se  compose  des  sections  de  la 
surface  par  les  plans  de  coordonnées,  plus  de  la  ligne  à 
l'infini  de  la  surface. 

Points  d'inflexion.  —  On  a,  pour  recherdicr  les 
points  d'inflexion,  les  (jualre  écpiations 

x^-+-y^-\-  z^  =  a^,         •f'yi-'f^  ^y)  =  f'î 

3:y^  +  yx^=  o,  yz{y  -^  z)  =  o, 

zx{z  -f-  37  )  =  o  ; 

on  trouve  trois  points  d'inflexion  réels 

^  =  o,  y  =  o,  z  —  a, 
X  =  o,  y  —  a,  -  =  o, 
X  =  a,        j'  =  o,  z  =  o. 

Points  méplats.  —  11  peut  arriver,  plus  générale- 
ment, qu'en  un  point  simple  (  /'^.,  /^,  f'^  n'étant  pas  tous 
nuls),  toute  solution  de  l'équation 

annule  non  seulement 

( «A  +  vf^. 4-  iv/i)(2)  =  o, 

mais  encore  les  coefficients  suivants  jusque  (et  j  com- 
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pris) 

coefficient  de  X. 

Le  point  est  dit  alors  point  méplat  d'ordre  p  —  2. 
En  un  tel  point,  une  tangente  r/nelconque  coupe  la  sur- 
face en  i^p  —  2)  points  confondus. 

Si  l'on  achève  de  déterminer  la  tangente  par  l'équa- 
tion 

on  obtient  ainsi  (/^  +  0  tangentes  surosculatrices , 
coupant  la  surface  en  (/^  +  •  )  points  confondus.   ^ 

Comme  dans  le  cas  des  points  ordinaires,  on  dé- 
montre que  ; 

1°  Un  plan  quelconque  passant  par  un  point  mé- 
plat M  d'ordre  p  —  2  coupe  la  surface  suivant  une 
courbe  ayant  en  M  un  point  méplat  du  mêuie  ordre 
p-i\ 

2"  Un  plan  quelconque  passani  par  une  des  (/?  +  i) 
tangentes  surosculatrices  en  un  point  méplat  M  d'ordre 
p — 2  coupe  la  surlace  suivant  une  courbe  ayant  un 
point  méplat  d'ordre  p  —  i  ; 

3"  L«;  plan  tangent  à  une  surface  en  un  point  mé- 
plat d'ordre  p  —  2  la  coupe  suivant  une  couibe  ayanl, 
en  un  point  multiple  d'oidie  /^ -h  1 ,  les  tangentes  à 
celte  couibe  étant  les />  +  i  tangentes  surosculatrices, 

,j      Exemple.  —  Soit  la  surface 

Le  même  calcul  que  pour  la  surface  x^  H-j  ^  +  z^  =  q 
montre  qu'elle  a  pour  points  d'inflexion  les  points 


07  =  0, 

JK  =  o, 

Z"' 

!—  a'«  =  0, 

X  =  0, 

Y  m  _ 

-  a'«  =  0, 

^  =  0, 

a'«  =  0, 

y  =  o, 

^  =  0. 
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qui  sont  tous  des  points  méplats  d'ordre  ni  —  3.  Le  plan 
tangent  au  point  x  =  o,  j' =  o,  z=^a,  par  exemple, 
coupe  en  effet  la  surface  suivant  la  courbe 

z  -.  a, 

x'f-h  j"'"  =  o, 

qui  a  un  point  multiple  d  ordre  m  au  point 

de  contact. 

Cet  exemple  montre  l'existence  de  points  méplats 
d'ordre  aussi  élevé  que  l'on  veut. 


[LH7ea] 

siiu  i;exte\8ion  a  lespace  du  théorème 

DE   PORCELET; 

Pau  m.   R.  BRICARD. 


1.  Dans  un  article  réceininent  inséré  aux  Nouvelles 
Annales  ('),  M.  G.  Foiitené  a  signalé  l'intérêt  que 
paiaissent  devoir  présenter  les  polyèdres  homogènes  de 
genre  un,  pour  l'extension  à  l'espace  du  théorème  de 
Poncelei,  relatif  aux  polygones  inscrits  et  circonscrits 
à  des  (jiiadriques. 

M.  Foiilené,  à  l'appui  de  ses  vues,  a  considéré  des 
polyèdres  tétragonaux,  ayant  un  nombre  de  sommets 


(')  Même  Tome,  p.  433. 

Consulter  aussi  l'article  de  M.  Dellour  (même  Tome,  p.  48i)  pour 
le  sens  des  expressions  employées  dans  la  présente  Note. 
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égal   ;i   pq  (/>  et  q  étant  deux  nombres   entiers  dont 
chacun  est  au  moi  us  égal  à  3). 

J'envisagerai  un  pojjèdnî  tétragonal  à  huit  souiniels, 
dans  cette  Note  qui  a  pouf  but,  moins  d'avancer  la 
question  que  de  montier,  pai-  la  considéralion  d'un 
exemple  particulier,  la  nature  des  difficultés  auxquelles 
on  doit  s'attendre,  et  dont  le  théorème  plan  de  Poncelet 
ne  [)ouvait  donner  itiée. 

Il  faut  d'abord  établir  l'existence  d'un  tel  polyèdre. 
Considérons,  à  cet  ellet,   la  ligure  i  qui  représente  un 

Fig.  I. 


tore,  projeté  orthogonalement  sur  son  plan  équatorial. 
Mar(|U()ns,  lespectivement  sur  le  parallèle  maximum 
et  sur  le  parallèle  minimum,  les  ((ualre  points  a,  è,  c,  d 
et  les  quatie  points  a',  A,  c',  d' .  Menons,  à  la  surface 
du  tore,  les  huit  lignes  suivantes  : 

ab\     bc\     cd\     da' 

et 

ad\     ba  ,     cb' ,     de'; 

les  quatre  premières  (traits  pleins)  étant  tracées  sur  le 
demi-tore  supérieur,  et  les  quatre  autres  (traits  ponc- 
tués) étant  tracés   sur  le  demi-tore  inférieur).  11  est 
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visible  que  ces  liiiil  lignes,  et  les  parallèles  maximum  ni 
minimum,  décomposent  la  surface  du  tore  en  huit  qua- 
drilatères curvilignes,  assemblés  quatre  par  quatre  au- 
tour de  chaque  sommet. 
Ces  quadrilatères  sont 

^    ■  i 

{  abc'b',      bcd'c',      cda'd',     dab' a\ 
(  'T\ 

{  aba'd',     bcb'a',     cdc'b',      dad'c'. 

Cherchons  maintenant  à  construire  un  polyèdre  tétra- 
gonal  organisé,  au  point  de  vue  de  la  connexion,  comme 
la  figure  précédente.  Désignons  encore  par  rt,  «',  .  .  ., 
d^  d'  les  sommets  de  ce  poljèdre.  Ses  huit  faces  seront 
les  quadrilatères  du  Tableau  (T).  Il  faut  que  ces  qua- 
drilatères soient  tous  plans. 

Considérons  une  arèti;  (|uelconque  du  polyèdre,  «è, 
par  exemple.  Elle  appartient  aux  deux  faces  planes 

abc'b'.     abo'd'. 

Donc  ab  rencontre  a[d'  et  b' d \  ab  rencontre  de  plus, 
évidemment,  ad  et  bc.  On  voit  de  même  que  chacune 
des  droites  cd .,  a' b' ,  c'd'  rencontre  les  quatre  droites 

ad,     bc,     ad',     b' c' , 
et  l'on  parvient  à  cette  conclusion  : 

rtf?,  bc,  ad',  b' c'  sont  quatre  génératrices  d'un 
même  système  d'un  hyperboloide  (H);  ab.,  cd,  a' b' , 
c'd'  sont  quatre  ^génératrices  du  même  hjperboloïde 
et  de  l'autre  système. 

Réciproquement,  traçons   sur  un   hyperboloide  (H) 

quatre  génératrices   quelconques  d'un   môme   système 

.,  et  quatre  génératrices  quelconques  de  l'autre  système 
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{Jig-    2).    Parmi   les  seize  points  de  renconire  de  ces 
géiiéralrices,   prises   deux  à   deux,    marquons-en   huit, 
<7,  a',   .  .  .,  d^  d\  telles  (jue  <  hacpie  généiatfice  eu  cou—' 
tienne  deux  et  deux  seulement.  Les  huit  (juadiilalères 
du  Tableau  (T)  sont  tous  visiblement  plans  et  consti- 


Fig.  2. 


tuent  les  huit  faces  du  polyèdre  tétragonal  à  huit  som- 
mets ('  ). 

2 .  Le  problème  de  construire  un  tel  poljèdre 
inscrit  à  une  quadrique  (Q)  et  circonscrit  à  une 
quadrique  (Q')  paraît,  au  moins  triplement  indéter- 
vnné.  ¥-.i\  ell'et,  le  polyèdre  dépend  de  1-  paramètres 
[9  correspondant  au  choix  de  l'hjperboïde  (H),  8  au 
choix  des  huit  génératrices].  En  outre,  ses  sommets 
forment  un  système  ponctuel  de  Lamé,  et  ses  faces 
un  système  tangenticl  de  Lamé,  c'est-à-dire  cpie  toute 
quadrifjue  contenant  sept  sommets  contient  le  huitième, 
et  que  toute  (juadiicjue  tangente  à  sept  faces  est  tan- 
gente  à  la  huitième.    On  le   voit  immédiatement,   en 


(')  Ce  polyèdre,  inscrit  à  Ihyperboloïde  (H),  lui  esl  également 
circonscrit  :  en  effet,  toutes  les  faces  contiennent  deux  génératrices 
de  (H). 
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remarquant  que  les  sommets  peuvent  être,  de  diverses 
manières,  répartis  quatre  par  quatre  sur  deux  plans,  et 
que  l'on  peut  énoneer,  pour  les  faees,  un  fait  corrélatif. 
Le  problème  de  construire  un  tel  polyèdre  inscrit  à 
une  quadrique  (Q)  et  circonscrit  à  une  autre  qua- 
drique  (Q')  paraît  donc  bien  tiiplement  indéterminé, 
quelles  que  soient  (Q)  et  (Q'),  parce  qu'il  ne  fait 
entrevoir  que  quatorze  conditions  distinctes  entre  les 
17  paramètres  dont  dépend  le  polyèdre.  Il  y  aurait  li(;u 
d'examiner  si,  contrairement  à  la  vraisemblance,  les 
c|uadri(|ues  (Q)  et  (Q')  ne  satislbnt  pas  à  une  relation, 
et  si,  dans  certains  cas  particuliers,  l'indélerminalion 
ne  peut  pas  être  plus  grande  qui;  dans  le  cas  général. 


BIBLIOGRAPHIE. 


Leçons  d'électuicité;  par  E.  Carvallo.  —  lu -8". 
Paris,  Librairie  Polytecbnique,  1904. 

Dans  ses  Leçons,  comme  dans  son  Livre  de  la  collection 
Scientia,  M.  Garvallo  s'est  inspiré  de  iMaxw^ell  :  «  Mon  Imt, 
dit-il,  est  de  répandre  une  méthode  d'enseignement  que  je 
crois  être  celle  de  l'avenir;  cette  méthodi;  cherche  la  clarté 
dans  une  exposition  bien  ordonnée  des  lois  expérimeniales  et 
dans  leur  identification  avec  les  lois  de  ta  Mécanique.  » 

Chapiïbe  I  :  Le  courant.  —  La  formule  mécanique 
(i)  \V  =  FS, 

où  F  est  la  force,  S  le  déplacement,  W  l'énergie,  a-t-elle  son 
équivalent  en  électricité?  La  loi  de  l'équivalence  le  long  du 
circuit  (expériences  de  Favre)  donne  d'abord  la  notion  de  la 
quantité  W.  La  loi  de  Faraday  introduit  la  quantité  0  .  un 
circuit  contenant  uniquement  des  générateurs  et  des  récep- 
teurs chimiques  offre  en  effet  le  caractère  d'une  machine  à 
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liaisons  complètes  comme  le  treuil,  et  le  nombre  de  valences 
rompues  ou  établies  depuis  le  début  de  l'expérience,  nombre 
qui  est  le  même  dans  tous  les  appareils,  esta  tout  instant  une 
véritable  coorafonne'e  électrochimique  ;  la  variation  de  cette 
coordonnée  pendant  un  temps  donné  est  le  a'e/?/ace/«e/i^  élec- 
trochimique. On  peut  d'ailleurs  définir  ce  déplacement  par 
l'ampèremètre;  on  cesse  de  le  qualifier  à'électrochimique,  ei 
l'on  dit  simplement  le  déplacement  électrique  q.  On  écrit 
alors 

(i')  E  =  —  ou  \V  =  Ey, 

et  l'on  donne  à  E  le  nom  de  force  électromotrice. 

La  loi  de  Joule  introduit  l'idée  de  résistance,  et  conduit  à 
la  formule 

E  —  R  i  =  o  : 

comme  dans  son  Livre  de  Scientia  (  n"  16)  l'auteur  considère 
—  Rf  comme  une  force  de  frottement,  dont  le  travail  résis- 
tant, —  Ri  X  q  ou  —  Ri2/,  est  dégradé  en  chaleur  de  Joule. 

Chapitrk  11  :  Distribution  des  courants.  —  Les  problèmes 
de  dynamique  sont  ramenés  par  le  théorème  de  d'Alembert  à 
des  problèmes  de  statique,  et  ceux-ci  se  résolvent  par  le  théo- 
rème des  travaux  virtuels;  si  le  degré  de  liberté  du  système 
est  p,  on  obtiendra  p  équations  permettant  de  calculer  les 
p  coordonnées  du  système  en  fonction  du  temps,  les  conditions 
initiales  étant  connues.  Si  l'on  prend  en  particulier  pour  l'un 
des  mouvements  virtuels  le  mouvement  réel,  on  a  l'équation 
des  forces  vives;  cette  équation  suffit  lorsque  le  degré  de 
liberté  du  système  est  un;  dans  le  cas  général,  il  faut  y  joindre 
p  —  \  équations  obtenues  au  moyen  de  /?  —  i  mouvements 
vraiment  virtuels. 

Dans  le  domaine  de  la  Physique,  on  appellera  coordonnées 
d'un  système  toutes  les  grandeurs  variables  qui  contribuent 
à  définir  son  état  à  chaque  instant;  le  déplacement  du  sys- 
tème sera  l'ensemble  des  changements  de  ses  coordonnées. 
Et  de  même  que,  pour  les  problèmes  où  le  degré  de  liberté 
est  un,  les  physiciens  emploient  avec  succès  le  principe  de  la 
conservation  de  l'énergie,  légitimé  par  la  vérification  expé- 
rimentale des  conséquences  que  l'on  en  tire,  de  même,  pour 
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les  problèmes  de  la  nature  où  le  degré  de  liberté  est  p,  on 
peut  essayer  de  généraliser  la  méthode  des  travaux  virtuels, 
sauf  à  soumettre  les  conclusions  obtenues  au  contrôle  de 
l'expérience. 

C'est  dans  cet  ordre  d'idées  que  M.  Carvallo  expose  la  so- 
lution du  problème  des  réseaux  conducteurs.  La  loi  des  bifur- 
cations de  Faraday,  connue  sous  le  nom  de  premier  théorème 
de  Kirchhoff, 

\  i  ^  o     autour  d'un  point, 

montre  que  l'établissement  d'un  pont  dans  un  réseau  conduc- 
teur introduit  un  degré  de  liberté  dans  le  système,  et  cette 
remarque  donne  le  moyen  d'organiser  un  système  de  coor- 
données non  surabondant.  Le  second  théorème  de  Kirchhoff, 

/  i  e  —  ri  )  =  o     sur  un  contour  fermé, 

regardé  comme  loi  des  travaux  virtuels  pour  le  système  par- 
ticulier des  courants,  donne />  équations  si  le  degré  de  liberté 
du  système  est  p  :  on  les  écrit  à  mesure  que  l'on  introduit 
lesjD  coordonnées  dont  on  vient  de  parler. 

Ces  théorèmes  de  Kirchhoff,  joints  à  la  loi  de  Joule,  donnent 
la  formule  de  Ohm  pour  l!expression  de  la  résistance.  Mieux 
encore,  les  deux  lois  de  Kirchhoff  se  généralisent  pour  des 
plaques,  pour  des  corps  dont  les  trois  dimensions  sont  sen- 
sibles; il  devient  possible  d'étudier  la  distribution  des  cou- 
rants dans  des  conducteurs  de  forme  quelconque,  et  l'auteur 
établit  à  ce  sujet  les  équations  de  Kirchhoff  qui,  complétées  par 
les  forces  électromotrices  d'induction,  conduisent  à  celles  de 
Maxwell. 

Chapitre  III  :  Électroma^nétisme.  —  Vecteurs,  cycles, 
flux.  Loi  élémentaire  de  l'électromagnétisme  (forme  de  Max- 
well). Loi  de  Pouillet.  Formule  de  Laplace.  Travail  et  fonction 
des  forces  électromagnétiques.  Les  aimants. 

Chapitre  IV  :  Induction  électromagnétique.  —  Tandis 
que,  dans  ce  qui  précède,  on  suppose  atteint  l'état  de  régime, 
de  sorte  qu'aucune  force  d'inertie  n'apparaît,  il  en  apparaît 
une  dans  le  phénomène  de  la  self-induction.  Considérons  le 
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courant  d'une  pile  dans  un  circuit  dont  le  coefficient  de  sell- 
induction  est  L;  le  travail  total  de  la  force  clcctromotrice  dt; 

self-induction,   — '- -r  '  comparable    à  —in-ri  dopiiis  l'éta- 
dt  dt 

blisscmont  des  contacts  jusqu'au  moment  où  l<'  régime  est 
établi,  est Lt^  :  ce  travail  résistant  est  emprunte  à  la  pilt" 

2 

et  diminue  d'autant  la  chaleur  de  Joule;  quand  on  arrête  le 
courant,  l'énergie  ^ — Lt^  est  restituée  en  chaleur  de  Joule; 

-hi^  est  l'énergie  propre  du  courant  comme    la   force    vive 

est  l'énergie  propre  du  volant.  Plus  loin  la  force  électroma- 
gnétique est  comparée  à  la  force  centrifuge. 

Les  deux  lois  de  KirchbofT  sont  étendues  au  circuit  magn('- 
tique. 

Hystérésis. 

Chapitre  V  :  Electrostatique.  —  Extension  des  théorèmes 
de  Kirchhoffaux  réseaux  contenant  des  condensateurs.  Diélec- 
triques. Energie  électrostatique,  comparable  à  celle  d'un 
ressort  bandé.  Induction  et  potentiel  électrostatiques. 

Théorie  de  Maxwell  :  le  diélectrique  doit  propager  des 
ondes  de  déplacements  électriques  comme  l'air  propage  les 
ondes  sonores;  expériences  de  Hertz;  télégraphie  sans  fil. 
Vitesse  de  propagation  des  ondes  électromagnétiques;  expé- 
riences de  iM .  Blondlot.  Théorie  électromagnétique  de  la 
lumière. 

On  voit  assez,  par  ce  compte  rendu,  que  l'auteur  s'est  efforcé 
surtout  de  faire  comprendre  l'électricité  en  s'aidant  de  la  mé- 
canique. «  Je  veux  montrer,  dit-il,  que  l'application  des  mots 
déplacement  ç,\.  force  aux  phénomènes  électriques  est  légi- 
time; que  leur  usage  et  l'adaptation  de  la  loi  des  travaux 
virtuels  ne  consacrent  pas  l'illusion  d'une  analogie  purement 
formelle.  C'est  l'idée  de  ce  cours.  Vous  la  trouverez  dans  Max- 
well. )i  Et  plus  loin  :  «  La  signification  du  mot  moment  a  été 
malheureusement  restreinte  depuis  Galilée.  La  protestation  de 
Lagrange  a  été  impuissante  à  combattre  celte  diminution  de 
la  pensée  de  Galilée,  pensée  qu'il  faut  au  contraire  rendre 
universelle,   car   elle    embrasse    l'ensemble   des   phénomènes 

Ann.  de  Malliémat.,  4"  série,  t.  W .  (Décembre  190^.)  36 
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naturels,  pourvu  que  le  mot  déplacement  soit  entendu  dans 
son  sens  le  plus  large.  » 

Je  puis  assurer  à  ceux  qui  liront  ce  Livre  qu'ils  y  trouveront 
ample  matière  à  réflexion  :  ce  n'est  pas  un  mince  éloge. 

g.  fo.nte.nk. 

Leçons  élémektaires  sur  la  théorie  des  croupes 
DE  TRA?<SFORMATioivs,  pi'olessées  à  l'Uiii\ ei'si l('' de  Mes- 
siiie,  par  M.  G.  Jivanti;  liaduiles  par  A.  Boulanger. 
Paris,  Gaiillii(;r-\  illars,  1904. 

La  théorie  des  groupes  occupe,  dans  tous  les  périodiques 
mathématiques,  une  place  importante  et  bien  justifiée.  Elle 
n'avait  pourtant  pas  été,  jusqu'à  ce  jour,  présentée  au  public 
français  sous  une  forme  didactique.  Le  livre  que  nous  annon- 
çons vient  ainsi  combler  une  lacune  regrettable.  Il  remplacera 
avantageusement  une  traduction,  à  première  vue  plus  di  sirable, 
du  grand  Traité  de  Sophus  Lie  :  Théorie  der  Transfornia- 
t  ions  g/- lippe  n.  Je  dis  avantageusement,  car  l'Ouvrage  de  Lie, 
évidemment  plus  complet,  est  malheureusemont  trop  touffu 
et  parfois  prolixe.  Au  contraire,  M.  Vivant!  a  su  condenser 
dans  son  petit  livre  presque  toute  la  matière  des  2000  pages 
de  Lie,  sans  jamais  tomber  pour  cela  dans  l'obscurité. 

Je  n'aurais  à  faire  que  quelques  critiques  de  détails.  L'ex- 
pression, malheureusement  aujourd'hui  classique,  de  transfor- 
mation infinitésimale ,  ne  me  paraît  pas  répondre  à  la  ten- 
dance générale  qui  consiste  à  remplacer  l'emploi  des  infiniment 
petits  par  celui  des  différentielles  ou  des  dérivées.  De  même 
que  l'on  parle  du  mouvement  hélicoïdal  tangent  à  un  mouve- 
ment donné,  pourquoi  ne  pas  adopter  l'expression  de  trans- 
formation linéaire  tangente  à  un  groupe  donné.  Les 
équations 

Xi  =  .r,  -\-  tf^ixi,  ...,x„), 


X.„  —  X,i  -^  t  J n  (  3"i ,    .  .  . ,  Xn  ) 

déterminent  pour  t  très  petit  la  transformation  infinitésimale 
du  groupe  dont  les  trajectoires  F  sont  définies  par  les  équa- 
tions : 

dx  I  dx  :, 
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Mais  elles  représentent  aussi,  quel  que  soit  l'ordre  de  gran- 
deur de  t,  un  ensemble  de  transformations  dont  les  trajcc- 
toiios  sont  des  clroiles.  tangentes  aux  courbes  F,  ce  qui 
justifierait  notre  dénomination. 

A  rexem|)le  de  Lie,  M.  Vivanti  a  cru  devoir  se  restreindre 
aussi  à  la  considération  des  fonctions  analytiques.  La  facilité 
qui  en  résulte  pour  quelques  démonstrations  est  évidente.  Il 
me  semble  qu'on  a  cependant  un  peu  abusé  de  ce  prétexte 
dans  un  grand  nombre  de  sujets  touchant  à  la  Géométrie  et  à 
la  Physique  mathématique.  En  dépit  du  vieil  adage  que  «  la 
nature  ne  fait  pas  de  sauts  »,  il  n'e«t  déjà  pas  certain  (comme 
l'a  fort  bien  fait  remarquer  M.  Baire)  qu'on  soit  en  droit  de 
se  limiter  flans  ces  sortes  de  questions  à  l'usage  des  fonctions 
continues  et  dérivables. 

A  plus  forte  raison  ne  doit-on  pas  étudier  exclusivement  le 
cas  où  les  fonctions  que  l'on  considère  sont  liolomorphes  ; 
c'est  à  peu  près  comme  si  l'on  voulait  supprimer  de  la  Géo- 
métrie l'étude  du  cercle  sous  prétexte  que  son  ordonnée  n'est 
pas  partout  une  fonction  holomorphe  de  l'abscisse. 

Ces  observations  une  fois  faites,  nous  ne  saurions  trop 
insister  sur  le  grand  mérite  de  M.  Vivanti  qui  est  d'avoir  pu 
rendre  claire  et  accessible  une  théorie  dont  les  parties  élevées 
ne  semblaient  pouvoir  être  abordées  qu'après  un  long  effort. 

L  habile  traduction  de  M.  Boulanger  doit  prendre  aussi  sa 
part  de  nos  louanges.  Maurice  Frêchet. 


CERTIFICATS  D'ALGEBRE  SIPERIELRE. 


Nancy. 


Épreuve  ÉciirrE.  —  1.  Enoncer  et  déniunttei-  la  propriété 
fondamentale  d'une  série  uniformément  convergente  dont 
les  termes  sont  des  fonctions  analytiques  d'une  variable 
complexe,  holomorphes  à  l'intérieur  d'une  aire  donnée. 

II.  On  considère  les  courbes  (F)  jouissant  de  la  pro- 
priété qu'en  chacun  de  leurs  points  M(.r.  j',  z)  elles  soient 
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tangentes  à  l'inie  des  arêtes  du  cône  (C)  dont  l'équation 
est 

(,)  (Z-zr--/izi\-x){Y-y)  =  o; 

i"  Montrer  que  la  recherche  de  ces  courbes  se  ramène  à 
l'intégration  du  système 


(2) 


dy  —  A  dx  —  o , 
dz  —  u  d.v  =  o, 


où  u  est  une  variable  auxiliaire  nouvelle  et  A  une  fonc- 
tion à  déterminer  de  x,  y,  z,  u.  En  déduire,  sans  aucun 
signe  d'intégration,  les  équations  de  la  courbe  (F)  la  plus 
générale. 

i"  Former  l'équation  aux  dérivées  partielles  des  sur- 
faces jouissant  de  la  propriété  que  le  plan  tangent  en 
l'un  quelconque  de  leurs  points  est  tangent  au  cône  (C) 
correspondant  à  ce  point.  Démontrer  que  les  courbes  ca- 
ractéristiques de  cette  équation  aux  dérivées  partielles 
sont  définies  par  les  solutions  singulières  du  système  (2). 

Eprkuve  pratique.  —   Calculer  la  valeur  de  l'intégrale 


f 


v/9  3'-H  I  I  (4^  -f-  l)*  _ 

(3  2-^ -+-5  3  —  2)2     ^"  ■ 


1°  Le  long  de  la  circonférence  de  centre  O  et  de  rayon  i; 
2"  Le  long  de  la  circonférence  de  centre  O  et  de  rayon  3. 

(Juillet  1904. j 

Epreuve  écrite.  —  I.  Série  de  Laurent. 

II.  Etant  donnée  une  fonction  analytique  f{z)  =  u  -i-  iv 
de  la  variable  complexe  z  =  x  -h  iy,  telle  quon  ait 

(u  -f-  8a;3)r 

calculer  les  dérivées  partielles  du  premier  ordre  de  u  et 
de  Vy  et  en  déduire  f{z). 
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Épreuve  pratique.  —  Calculer  l'intégrale 

dz 


f  \. 


par  la  méthode  des  résidus.  (Novembre  1904.) 

CEUTIFICATS  D'ANALYSE  SUPÉRIEURE. 


Nancy. 


Épreuve  écrite.  —  On  donne  une  équation  irréductible 
F(.3,  «)  =  o,  F  étant  un  polynôme  entier  en  z  et  m,  de 
degré  m  par  rapport  à  u.  Soit  T  la  sur/ace  de  Rieniann 
correspondante,   qui  sera  supposée  à  connexion  multiple. 

\°  Trouver  l'expression  du  genre  p  de  cette  surface; 

•1°  Transformer  T  en  une  surface  simplement  connexe  à 
l'aide  de  ip  coupures: 

3°  Soit 


/         '^{z.u)dz 

'-'7..  11. 


une  intégrale  abélienne  quelconque  attachée  à  la  relation 
donnée;  trouver  les  diverses  valeurs  que  prend  cette  inté- 
grale lorsque,  les  deux  points  (zq^  U())et(z,  u)  restant  fixes, 
on  fait  varier  le  chemin  d'intégration  sur  la  surface  T  ;  dé- 
finir les  modules  de  périodicité  de  l'intégrale  v. 

Épreuve  pratique.  —  z  et  u  étant  liés  par  la  relation 

u^-=  z'^—i, 

on  considère  la  fonction  rationnelle  de  z  et  de  u 

I   u  -4-  v^Ts 


on  demande  de  la  représenter  par  une  somme  d'inté- 
grales de  première  et  de  deuxième  espèces,  c' est-à-dire 
de  la  décomposer  en  éléments  simples. 

(Juillet  1904.) 
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ÉpKKivE  KCRiTE.  —  Soit  J\z,  u  )  =  o  une  équation  irré- 
ductible qui  définit  u  comme  fonction  algébrique  de  z, 
F(z,  u)  désignant  un  polynôme  de  degré  m  en  z  et  u.  On 
suppose  que  les  m  directions  asymptotiques  de  la  courbe 
représentée  sont  distinctes  et  qu'aucune  n'est  parallèle  à 
l'axe  des  u;  on  suppose  de  plus  que  la  courbe  n'a  d'autres 
singularités  que  des  points  doubles  à  tangentes  dis- 
tinctes : 

i"  Trouier  l'expression  générale  des  intégrales  abé- 
liennes  de  première  espèce  attachées  à  la  courbe; 

i"  Démontrer  que  le  nombre  de  ces  intégrales  qui  sont 
linéairement  indépendantes  est  égal  au  genre  p; 

3°  Définir  les  intégrales  normales  de  première  espèce; 
montrer  qu  elles  sont  au  nombre  de  p  distinctes,  établir  la 
propriété  de  leurs  modules  de  périodicité  relatifs  aux  cou- 
pur  es  b  de  la  surface  de  Riemann. 

Ephelve  l'HATiQLb;.  —  On  donne  l'équation 

u^  —  3  «  -!-  2  3(5  —  2)  =  0, 

qui  définit  u  comme  fonction  algébrique  de  z: 
i"   Troui'er  les  points  singuliers  de  la  fonction  u\ 
2"  Déterminer    la   fornie    des    développements    de    ses 

branches  dans  le  domaine  de  chacun  de  ces  points  ; 

3"  Calculer  les  premiers   coefficients  de  chacun  de  ces 

développements.  (Novembre  1904.) 

Grenoble. 

Epreuve  écrite.  —  Etant  donnée  la  fonction  pa,  d'inva- 
riants 4  a*  et  o,  on  considère  les  courbes  (G)  définies  par 

I  Xi'  u 


pu  —  pa  pu-^pa 

pa  étant  réel  : 

1"  Indiquer  sommairement  les  différentes  formes  des 
courbes  (C). 

1°  Points  d' inflexion  d'une  courbe  (G;;  réalité;  équa- 
tion donnant  les  valeurs  de  pu,  u  étant  l'argument  d'un 
point  d'inflexion;  montrer  que  le  lieu  des  points  d'in- 
fiexion,  quand  a  varie,  se  compose  de  droites. 
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3"  Asymptotes  d'une  courbe  (C),  à  quelle  condition  doit 
satisfaire  pa  pour  que  les  asymptotes  soient  d'injlexion? 
Pour  combien  de  courbes  (Cj  a-t-on  des  asymptotes 
réelles? 

4"  M  étant  un  point  d'argument  u  d'une  courbe  (C),  on 
considère  l'aire  balayée  par  OM  lorsque  u  vai'ie  de  zéro 
à  une  limite  réelle  u  :  méthode  poui-  calculer  cette  aire 
lorsque  a  est  une  demi-période.  Calcul  de  cette  aire  pour  a 
quelconque. 

5°  L'aire  obtenue  étant  représentée  par  '-^(u),  pour 
quelle  valeur  de  a  la  fonction  o("j  est-elle  uniforme? 
Pôles  de  ^{u  ). 

Epreuve  pratique.  —  Exprimer,  à  l'aide  des  fonctions 
elliptiques,  les  coordonnées  d'un  point  variable  de  la 
courbe 

xy--^  Ix^  —  y-  —  zx-  —  5  J"  =  o, 

en  se  sericint  successivement  des  notations  de  Weierstrass 
et  de  Jacobi.  Cette  courbe  comprend  un  ovale  :  aire  de 
cet  ovale.  (Juillet  1904.) 

Paris. 

Épreuve  écrite.  —  I.  Etant  donné  le  système  d'équa- 
tions différentielles 


dxi        ..  dx„ 

dt  ^    ^  '  dt 


où  les  seconds  membres  sont  des  séries  entières  à  coeffi- 
cients réels  en  x^-,  x^,  ....  x,i  et  où  les  termes  non  écrits 
sont  de  degrés  supérieurs  à  un,  qu'entend-on  en  disant  que 
la  position  a^i  ^  o,  ^"2=0,  ....  x,i=o  est  stable  ou  in- 
stable? .Montrer  que,  si  les  A  sont  tous  négatifs,  il  y  a 
stabilité  et  que,  au  contraire,  il  y  a  instabilité  si,  parmi 
les  A,  il  en  est  de  positifs. 

U.    On  considère  l'équation  fonctionnelle 

ry 

9(7)  =    /     f{^)''i(.^^y)dx, 
où  ^(y)  et  '^(,x,y)  sont  des  fonctions  continues,  données 
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quand X  et  y  varient  de  o  à  a,  et  où  l'on  suppose  cp(o)  =  o. 
Montrer  qu'il  existe  une  fonction  f{x)  continue  de  o  à  a 
et  une  seule,  satisfaisant  à  cette  équation  fonctionnelle. 

Éprelve  pkatiqle.   —  On  demande  de  trom^^er  le  volume 
limité  par  la  surface  fermée 

On  se  servira,  pour  faire  le  calcul,  des  coordonnées  po- 
laires de  l'espace.  (Octobre  1904.) 


HERTIFICATS  DE  CALCIL  DIFFEUEXTIEL 
ET  CALCUL  IXTÉGHAL. 


Nancy. 


Épreuve   écrite.    —    I.    On   considère   l'intégrale   curvi- 
ligne 

=  I  (  7-2 -i-  z^  )  dx  -^  iz^-^  x'^)  dy, 


1 


prise  le  long  d'une  courbe  (G)  partant  de  l'origine  des 
coordonnées  et  aboutissant  au  point  {x,  y)\  z  désigne  une 
fonction  de  x  et  y. 

Déterminer  la  fonction  z  la  plus  générale  telle  que  l'in- 
tégrale I  ne  dépende  pas  de  la  courbe  {C),  mais  seulement 
de  son  extrémité  {x,  y).  Déterminer,  en  particulier,  parmi 
toutes  ces  fonctions,  celle  qui  se  réduit  à  y^  pour  x  =  o. 
Calculer  la  valeur  de  l'intégrale  curviligne  I  correspon- 
dante. 

II.  On  considère  en  coordonnées  rectangulaires  la  sur- 
face dont  l'équation  est 

x''-— re- 


calculer  l'aire   de    la  portion   de  cette  surface  qui  se 
projette  sur  le  plan  des  xy  à  l'intérieur  de  la  courbe  dont 
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/'équation  en  coordonnées  polaires  rapportée  à  Ox  comme 
axe  polaire  est 

r  =  a  v/cosO. 

III.  On  considère  la  surface  représentée  par  Véquation 
(i)  zx''-  —  py''-=o, 

où  p  est  une  constante. 

I"  Déterminer  sur  cette  surface  le  lieu  des  points  où  la 
normale  fait  un  angle  donné  avec  Oz. 

2"  Déterminer  sur  la  surface  une  courbe  telle  qu'en  cha- 
cun de  ses  points  le  plan  formé  par  la  tangente  à  la 
courbe  et  la  normale  à  la  surface  soit  parallèle  à  Oz. 

3°  Trajectoires  orthogonales  aux  surfaces  représentées 
par  l'équation  (i)  quand  p  varie. 

Épreuve  pratique.  —  Calculer  l'intégrale 

—  pour         cp  =  3a°46'. 

j    \/i  —  2.r  coscp  -+-  x^ 

(Novembre  loci.) 

Marseille. 

Épreuve  écrite.  —  Trouver  toutes  les  surfaces  tel/es  que 
le  plan  tangent  en  chaque  point  M  rencontre  un  axe  OZ 
en  un  point  équidistant  du  point  de  contact  M  et  d'un 
point  fixe  O  pris  sur  OZ. 

Épreuve  pratique.  —  Intégrer  l'équation 

(x  -+-  i5j')  dx  -+-  {-ly  —  l 'ix  )  dy  =  o, 

en  employant  un  facteur  intégrant. 

(Novembre  1904.) 

Grenoble. 

Épreuve  kcuite.  —  Sur  la  normale  principale,  en  chaque 
point  M  d'une  hélice  circulaire  S,  et  dans  le  sens  de  la 
concavité,  on  porte  une  longueur  constante  MMi  z=  l  et  l'on 
considère  la  courbe  Sj,  lieu  du  point  Mj. 


/ 
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On  demande  de  déterminer  l  de  façon  que  les  courbes  S 
et  Si  jouissent  de  l'une  des  quatre  propriétés  suivantes  : 

1°  Les  courbes  S  et  Si  ont  même  courbure; 

■î°  Elles  ont  même  torsion  absolue; 

3"  Les  tangentes  MT  et  MiTi  aux  points  correspondants 
sont  rectangulaires  ; 

4"  Lu  tangente  MiTi  à  S]  en  Mi  est  parallèle  à  la  binor- 
male  MH  à  la  courbe  S  en  M. 

Épreuve  pratique.  —  1"  Intégrer  l'équation 

ix^  dy  =  j'3  dx  -f-  Ix'^y  dx. 
2"  Intégrer  V équation 

x{x'^-^y'^)p-\-iy^{px-r-qy  —  z)  =  o, 
et  déterminer  une  surface  intégrale  passant  par  le  cercle 

CC^^y-2=   R2,  Z  =   C. 

(Juillet  1904.) 

Paris. 

Epreuve  écrite.  —  I.  Etant  donné  un  système  de  deux 
équations  différentielles  du  premier  ordre 

énoncer  et  démontrer  le  théorème  fondamental  de  Cau~ 
chy,  relatif  à  l'existence  des  intégrales  de  ce  système. 

Qu'entend-on  par  intégrale  générale  et  par  intégrale 
PREMIÈRE  du  système  (A.)? 

II.   Soit  y  =  '^{3P,  G)  l'intégrale  générale  de  l'équation 

différentielle 

dv 
(i)  -^^y^^ay^b  =  o, 

où  a  et  b  sont  des  fonctions  de  x.  Démontrer  que  l'on  a, 
quelle  que  soit  la  constante  G, 

/<ù{x,  C)  dx  =^ lou  vX l  o,  dx. 
■2      -  àL        2  J 


(  ^"-'  ) 

Application. —  Soient  y^,  y^^  y^  trois  intégrales  particu- 
lières de  l'équation  (i);  en  déduire  une  formule  donnant 
l'intégrale  générale  de  l'équation  linéaire 

d'^z  dz        , 

Épreuve  pratique.  —  Soit  R  le  quadrilatère  curvi- 
ligne ABGD,  limité  par  les  arcs  AB,  BC,  CD,  DA  appar- 
tenant respectivement  à  quatre  paraboles  P),  Pj,  P3,  Pv 
ayant  pour  foyer  l'origine  et  représentées  en  coordonnées 
rectangulaires  par  les  équations 

(Pi)  y'^—  4^  — 4  =  o, 

(Po)  y^ — ix — 1=0, 

(P3)  jK^+e^  — 9  =  0, 

(PO  y^^\x—\  =  o. 

On  demande  de  calculer  l'intégrale  double 

Y  dx  dy 


i  -^  x)-  \/x-  -i-y'^ 

étendue  à  la  région  R. 

N.  B.  —  On  peut,  par  exemple,  remplacer  l'intégrale 
double  par  une  intégrale  curviligne,  ou  employer  le  chan- 
gement de  variables  dé ji ni  par  les  formules 

x  —  u-  —  p2^       y  —  i-  w^- 

(Octobre  1904.) 

Poitiers. 

Épreuve  écrite.  —  I.  Déterminer  la  fonction  f(x^  y)  de 
manière  que,  en  éliminant  -x  et  '^  de  l'équation 

3  =  aa--H  ^y  —f{x-,y), 

on  obtienne 

z  =px-\-qy  -^f{x,y). 

II.  Trouver  l'équation  aux  dérivées  partielles  du  second 
ordre,  indépendante  des  constantes  -xet^  de  la  fonction  F 
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à  laquelle  satisfait  la  fonction  z  définie  par 


^  =  «^+P7+f(J) 


III.  Trouver  la  surface  S  la  plus  s;énérale  satisfaisant 
à  l'équation  aux  dérivées  partielles 

z  =  px-^qy-^a  ~. 

et  déterminer  la  surface  particulière  S  contena?it  la  courbe 

z  =  o,         x^ -\- y^ -{-  3axy  =  o. 

I\  .  Chercher  les  projections  sur  le  plan  xOy  des  lignes 
asjmptotiques  de  la  surface  S  et  de  la  surface  E. 

V.  Dans  ce  dernier  cas  on  obtient  des  lignes  droites  et 
des  coniques.  Déterminer  le  cercle  osculateur  à  l' une  de 
ces  coniques,  le  point  de  contact  étant  Vorigine  des  coor- 
données. 

ÉpREtVK  PRATIQUE.  —  \.  A  tout  point  {x,  y )  du  plan  cor- 
respondent X,  jjL,  de  façon  que  l'on  ait 


a2— X        b^—l  '■  a"-— IX        lA  —  ix 

Entre  quelles  limites  sont,  en  général,  X  et  jjl? 
Entre  quelles  limites  varient  \  et  \l  quand  le  point  {x.,y) 
est  à  Vintérieur  de  l'ellipse  E  ayant  pour  équation 

a^  f)- 

II.  Transformer  l'intégrale  double 

J  f¥{x,y)dxdy 

en  prenant  pour  variables  indépendantes  X  et  [x. 

III.  Comme  application ,  calculer  l'intégrale 


ff 


dx  d] 


v/(a:---T- j-H-  rt^-H  b'^)'^—  4  (a- —  !>- )x- 


étendue  à  tous  les  points  intérieurs  à  l'ellipse  E. 

(Juillet   1904.) 
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SOLlilOXS  DE  QLESriOXS  PROPOSÉES. 


1996. 

(  190i,  p     192.) 


La  caustique  par  réjlexion  d'une  ellipse  pour  des  rayons 
parallèles  au  grand  axe  est  une  sextique  unicursale  dont 
l'aire  est 

'ir.b(5a-^  —  b'^) 

i6a 

a  et  b  étant  les  demi-axes  de  l'ellipse. 

(E.-N.  Barisien.) 

SOM  rioN 

Piir    M.    l.ETIERCE. 

Soient  M(acoscp,  6sin:i)  un  point  de  l'ellipse,  ni  le  coeffi- 
cient angulaire  du  rayon  réfléchi  en  ce  point. 
On  détermine  m  en  écrivant  que  la  direction 

b  cos'j.a*  -I-  a  sincp  .y  =i  o 

de  la  tangente  à  l'ellipse  en  M  satisfait  à  l'équation 

ni(y-  —  X- }  -+-  1  xy  =  o 

des  bissectrices  des  droites 

y  z=  o.         y  —  mx  =  o, 
ce  qui  donne 

•xab  sino  coso 


b'^  cos-'i  —  a-  sin"-© 

L'équation  du  rayon  réfléchi  en  M  est  donc 

(  'laè  sinci  cos«>..7- —  (a- sin^cp  —  h-  cos^o)y 

/  — 6  sin  o  (a- -;- c- cos  cp)  =  o. 

Cette  équation,  jointe  à  celle  obtenue  en  la  dérivant  par 
rapport  à  cp,  détermine  l'enveloppe  cherchée.  L'équation 
dérivée  est 

(  2a6(cos-o  —  sin2c5)a7  -7-  2(a2_)_  ^2)  sinci  cosoy 
(2)     ] 

(  — 6  cos'i(a--t- c^ — 3c- sin^cp)  =  o. 


(  5:4  ) 

(i)  et  (2)  résolus,  par  rapport  à  x  et  y,  donnent 


(3) 


a- =  £-^  [3^/2  — (a2-+-62)cos2o], 
/  y.  a 


En  remplaçant  sin'-a  et  cosç  par  leurs  valeurs  en  fonction 
de  ^  =  langi5  on  voit  que  la  courbe  (3)  est  une  sextique 
unicursale. 


Calcul  de  l'aire  : 
i\b 


S  =  - —      ;     siii*cs[/j-  —  (^  a- -1- 6-)  sin^o]  o^Q 
•2 

=  /     sin'oa.i /     sin^cpacû. 


Posant 


on  voit  que 


1^1     sin*  Ci  d'^, 
2 

I'=    /     sinfitpf/o, 
T 

r  =  I —    /     sin'*cp  cos-(û  c?^. 


Intégrant    par    parties   l'intégrale   du   second    mennbre,    on 
obtient 


r  ■  I 

/     sin^o  cos^ci  c?o  =  -  r. 


Par  suite 

et  alors 

(4) 


-I'- 


^  _  bib^—  :-)an^ 


(  ^75  ) 

Or 

cos4<f  =  cos*aç  —  sin^acp  =  i  —  4('  —  %  cos-tp)  -t-  8  sin^<p, 
d'où 

8 


sin*cp  =  -  (cos4  'f  —  4cos2cp  -f-  3) 


el 


3Tt 


I=g    /     (cos4cp  ~   4  cos2cp  +  3)<r/cp  =— ^; 


IV-quation  (4)  donne  alors 


S  = 


i6a 


C'est  l'expression  cherchée. 

Les  expressions  (3)  perniellent  de  construire  la  courbe  sans 
difficulté. 

En  éliminant  sincp  et  cos'^  entre  ces  deux  équations  et 

sin^cp  -I-  cos-cp  =  1, 
on  voit  que  l'équation  cartésienne  de  la  courbe  est 

-+-  ■j.-c-(a--i-  b-  )  {la'^  —  h'^)b*y'^ 

X  [  4  «2  62  :r2  -i-  (  «2  4_  h-^  yiyi  —  b^i  a^  —  b'^f] 

—  27  6'»(2a- —  b-Yy""'  =  o. 

1997. 

(  laOi,  p.  24". ) 
Démontrer  l'idenlité 

a    .    l  a\ 

2"  COS"  —  Sin  \  T  -\-  Il  — 

=rsina;  +  G,',  sin(a7  -i-  a)  -t-  G,'  sin(a7  -+-  ia)  -+-... 
-+-  Gf,'  sin(.r  -^  pa)  -h.  .  .^  C',\  sin  (a-  +  na), 

')H  G/,,  G;-,,  .  .  .,  G"  so/i(  fcs  coefficients  binomiaux. 

(G.  BOURLET.) 


(  576) 


SOLUTION 

Par  M.   Letiep.ce. 


De 


a 

cos'*  —  — 

2 


sin  Kr  -I-  n  — 


et 


on  lire 

a    .    , 
2"  COS"  —  sin  l  X  ^  n 


a    .    /  a\ 

i"  cos"  —  sin  Kr  -r-  n  —  I 

2  \  2  / 

1    r      e'-^-   (  I  -H  G  A  e'«    -i-  C;-,  e2m    _,_...  _|_  c^  e/^'»    + . . .  _i-  G;j  e«'«    )  ' 
~  ïi  [  —  e-'> ( I  +  C/t e-'«  +  G 2  e~2'«  + . . . h-  Gf; e-/"« -^ ...-+-  Gf, e-"'« ) 

- • 

OU  enfin 


a    ■     , 
•i"  cos"      sin     a;  +  rt  — 


=  sina:-  -f-  G,jSin(^  +  a)  4-  G^sin(a7  +  2rt)-h 
-+-  G^sin(a7  -\- pa)  +. . .+  G^sin(a-  -4-  «a). 


C.   Q.    F.   D. 


(  -^77  ) 
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NOUVELLES  ÂNiNALF.S   DE  MATHÉMATIQUES. 


iN»  1.  SUPPLÉMENT.  Janvier  190i. 


CHRONIQUE, 

L'Académie  royale  des  Sciences  de  Belgique  annonce  pour  le 
concours  de  1904  la  mènne  question  déjà  proposée  pour  J902  : 

«  Contribution  à  la  théorie  algébrique  et  géométrique  des  formes  de 
degré  n,  re  >  3.  » 

La  valeur  du  prix  est  de  600  francs.  Les  manuscrits  doivent  être 
entre  les  mains  du  secrétaire  de  l'Académie  avant  le  i*""  août  1904. 

L'Académie  décerne  tous  les  cinq  ans  le  prix  Charles  Lagrange,  de 
1200  francs,  à  l'auteur  du  meilleur  Ouvrage  mathématique  ou  expéri- 
mental qui  contribue,  d'une  manière  importante,  à  la  théorie  mathé- 
matique du  monde.  Les  manuscrits  doivent  être  déposés  avant  le 
i*'  janvier  igo5. 

L'Académie  américaine  des  Arts  et  des  Sciencea  a  élu  comme 
membres  étrangers  honoraires  M.  Cliarles-Emile  Picard,  de  Paris,  à  la 
place  de  H.-A.-E.-A.  Paye,  décédé,  et  M.  Joseph  Lnrraor,  de  Cam- 
bridge, à  la  place  de  Sir  George-Gabriel  Stokes,  décédé. 


Les  journaux  annoncent  que  le  Comité  scientifique  du  Congrès  des 
Arts  et  des  Sciences  de  l'Exposition  de  Saint-Louis,  composé  du 
D''  Newcomb  (^Yashington),  du  professeur  Hugo  Munsterberg  (Harvard 
University)  et  du  professeur  Albion  Small  (Chicago),  a  fait  son  rapport 
le  i4  octobre  au  directeur  des  Congrès,  M.  Howard  Rogers,  et  au 
président  M.  Nicolas  Alurroy  Butler,  président  des  affaires  administra- 
tives. Les  membres  du  Comité  étaient  en  Europe  il  y  a  cinq  mois  et 
114  des  invitations  adressées  aux  notabilités  du  monde  des  lettres  et 
des  sciences  ont  été  acceptées. 


BULLETIN    BIBLIOGRAPHIQUE. 


RECUEILS    PÉRIODIQUES    RÉCENTS. 

Annales  de  la  Faculté  des  Sciences  de  Toulouse,  fascicule  II:  1903.— 
Tliéoric  des  formes  à  cocflicients  entiers  décoinposabies  en  facteurs  linéaires; 
pur  M.  .r.  StouJJ'.   —  l'exposé  de  la  méthode  de   iM.  G.  Glasenapp  pour  la  ré- 

N.  A.  —  Suppl.  I 


duclion  des  observations  des  éclipses  des  satellites  de  Jupiter;  par  M.  Nicolas 
Stoyanoff.  —  Recherches  sur  l'Hydrodynamique,  IV"  Partie;  par  M.  P.  Diihem 
{suite  et  fin).  —  Sur  les  courbes  de  traction  du  caoutchouc  vulcanisé; 
par  MM.  H.  Bonasse  et  Z.  Carrière.  —  Étude  expérimentale  des  actions  pho- 
tographiques; par  M.  C.  Camichel. 


OUVRAGES    RÉCENTS. 

Robin  (G.)-  Chargé  de  Cours  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Paris.  —  Théorie 
nouvelle  des  fonctions,  exclusivement  fondée  sur  l'idée  de  nombre,  publiée 
sous  les  auspices  du  Ministère  de  l'Instruction  publique,  par  L.  Raffy,  Pro- 
fesseur adjoint  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Paris,  i  volume  in-8;  hjoS  (Paris, 
Gauthier-N'iliars). 

Les  objets,  que  l'on  déduit  par  abstraction  des  êtres  concrets  que  nous  pré- 
sente la  nature,  forment  par  leurs  groupements  de  nouveaux.'  objets  ;  ces 
objets  sont  équivalents,  c'est-à-dire  peuvent  se  substituer  les  uns  aux  autres; 
si  l'on  prend  l'objet  foi-mé  de  n  objets  équivalents  pour  unités,  chacun  de  ces 

derniers  est  appelé  —et  l'on  admet  que  tout  objet  unité  peut  être   considéré 

comme  formé  par  la  réunion  d'un  nombre  illimité  d'objets  équivalents.  Telles 
sont  les  conditions  imposées  aux  objets  considérés  et  au  niojen  desquelles 
l'auteur  constitue  la  Tliéorie  des  fractions;  le  nombre  est  ici  le  nombre  entier 
et  la  fraction,  envisagés  comme  des  noms  donnés  aux  objets;  le  nombre  irra- 
tionnel n'intervient  jamais  dans  le  développement  de  l'Analyse,  telle  qu'elle 
est  exposée  dans  cet  Ouvrage.  Les  notions  de  limite  et  (^infiniment  petit 
sont  également  rejetées  comme  étant  des  postulats  relatifs  aux  grandeurs,  et 
que  la  considération  du  nombre,  telle  que  l'auteur  la  conçoit,  ne  permet  pas 
d'accepter  quand  il  s'agit  du  nombre  et  non  des  grandeurs. 

Toute  la  théorie  repose  sur  la  notion  de  suite  convergente;  une  telle  suite 
est  rationnelle  SI  elle  a  pour  limite  (au  sens  ordinaire)  un  nombre  entier  ou 
fraction naiic,  irrationnelle  dans  le  cas  contraire;  deux  suites  sont  équi- 
valentes si  la  suite  formée  par  les  différences  des  termes  de  même  rang  a  pour 
limite  zéro. 

Si  à  un  nombre  x  d'un  intervalle  (a,  b)  on  fait  correspondre  une  suite 
convergente  connue,  ainsi  que  toutes  les  suites  équivalentes,  l'ensemble  de 
ces  suites  définit  une  fonction  de  x  dans  cet  intervalle,  et  l'on  désigne  par_/(  .r ) 
un  terme  quelconque,  pris  à  partir  d'un  rang  suffisamment  élevé  dans  l'une 
des  suites  qui  correspondent  à  x. 

Ce  qui  précède  suffit  à  indiquer  dans  quel  esprit  cette  Théorie  est  constituée  : 
au  lieu  d'utiliser  la  notion  de  nombre  irrationnel,  l'auteur  introduit  cons- 
tamment une  quelconque  des  valeurs  suffisamment  approchées  de  ce  nombre 
et  il  serait  aisé  de  rapprocher  cette  théorie  de  la  théorie  habituelle,  en  uti- 
lisant la  définition  de  Weierstrass;  il  est  intéressant,  au  point  de  vue  des 
applications,  d'avoir  constitué  un  tel  corps  de  doctrine  :  si  le  symbole  irra- 
tionnel introduit  une  grande  homogénéité  dans  les  démonstrations,  il  risque 
de  masquer  certains  détails  relatifs  aux  approximations,  qui  seules  inter- 
viennent dans  les  applications  de  l'Analyse;  ceci,  d'ailleurs,  est  vrai  encore  du 
nombre  rationnel,  qui  peut  être  considéré  comme  défini  par  une  suite  ration- 
nelle. Je  ne  crois  pas,  d'autre  part,  que  l'étudiant  éprouve  la  moindre  diffi- 
culté à  s'assimiler  les  faits  analytiques  qui  sont  présentés  avec  une  ti'ès  grande 
clarté  et  une  grande  précision;  quelques  énoncés  diffèrent  de  ceux  que  l'on 
est  accoutumé  à  rencontrer;  il  est  facile  de  rétablir  l'accord  en  passant  d'une 
conception  à  l'autre  et,  en  tout  cas,  ce  désaccord  apparent  n'offre  aucun 
inconvénient  dans  les  applications. 
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FRAKCIOJ    ORDINARAJ. 
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Irgend  ein 

Any 

quelconque. 
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fraction. 
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fraction. 

Partumnonibro 

.\ombre 
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frazionarie  . 

Gleiclier 

Teil 

(1er  Einheit. 

Vliquot  pari 
of  unity. 
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Ganzes  divi- 
dieren. 
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(  1)  Oni  rezervas  :  indico  por  la  ordaj  signoj  de  kelkaj  kvantoj  kune 
kiinsiderataj  («i,  a^^  a^).  Al  radikiganto  respondas  radikigato. 
(-)  Same  en  Algebro. 

(  ■' )  Same  por  la  frakciumoj  kaj  en  Algebro. 
La  nombranto  kaj  la  nomanto  estas  ainbaù  fernii/ioj. 


OPER.VCIOJ    DE    FBAKCIOJ. 
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DEKUMAJ    (')    FRAKCIOJ    K.U   XOMBUOJ. 
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Décimale. 
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entière. 
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décimale. 
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hern,  kon- 
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Converge 
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Périodique  . 

Periodico. 

Periodisclie 

Periodic. 

(  ")  n-umaj\  se  la  bazo  estas  n  («-uma  nombrado). 
{^-)  Finata  au  nefinata,  perioda  simple  au  nesimple. 
(')  Antaû  au  post  la  komo. 


(Daurigota.) 


NOUVELLES  ANNALES   DE  MATIILMATIQUES. 


N»  2.  SUPPLÉMENT.  FKvniiiii  1904. 


CHRONIQUE. 

Il  est  tlécitlé  qu'on  clèvora  à  Rome  un  momiiucnl  cnmnit'moralif  à 
l'éininent  malhéniaticien  Luigi  Cremona,  et  l'on  espère  que  loulcs  1(  ? 
nations  voudront  y  contribuer.  Les  souscriptions  doivent  être  envoyées 
à  S""  I.  Sonzogno,  place  San  Pietro  in  Vincoli,  5,  à  Rome. 


Le  Révérend  George  Salmon,  directeur  du  Trinity  Collège  à  Dublin 
et  illustré  par  ses  nombreuses  publications  mathématiques,  est  mort  le 
■22  janvier  à  l'âge  de  75  ans. 


Pi-ogratiimes  des  cours  pour  le  second  semestre  de   1904. 

Université  de  Gôttingen.  —  Équations  diiïérentielles;  par  le  pro- 
i'esseur  F.  Klein.  —  Théorie  des  fonctions,  exercices  sur  la  théorie  des 
fonctions,  la  notion  de  nombre  et  la  quadrature  du  cercle;  parle  pro- 
fesseur D.  Hilbert.  —  Géométrie  de  la  droite  et  de  la  sphère,  mécanique 
du  continu,  exercices  sur  la  théorie  des  fonctions  (avec  le  professeur 
Hilbert);  par  le  professeur  H.  Minkowski.  —  Calculs  des  assurances, 
théorie  des  probabilités,  exercices  sur  les  assurances  et  les  probabilités: 
par  le  professeur  M.  Brendel.  —  Géométrie  analytique,  exercices  de 
géométrie  descriptive  et  de  perspective  ;  par  le  professeur  F.  Schilling.  — 
Courbes  et  surfaces;  par  le  D""  E.  Zermelo.  —  Calcul  diflerentiel  et  inté- 
gral, exercices;  par  le  D'  O.  Blumenthal. 

Université  d'Innsbrûck.  —  Calcul  différentiel  et  intégral  des  fonc- 
tions réelles  (suite)  avec  exercices,  théorie  des  fonctions  des  variables 
eomplexes  d'après  Cauchy  et  Weierstrass  avec  exercices;  par  le  pro- 
fesseur Otto  Stolz.  —  Éléments  de  la  théorie  des  nombres,  applications 
du  calcul  à  la  géométrie  avec  exercices;  par  le  professeur  K.  Zindier. 

Université  de  Kônigsberg.  —  Théorie  des  nombres;  par  le  pro- 
fesseur Meyer. —  Géométrie  analytique;  par  le  professeur  Schœu/lies. 
—  Calcul  diiïérentiel  ;  par  le  professeur  Saalschutz.  —  Algèbre  ;  par  le  D' 
T.  Vahlen. 

Université  de  "Wurzbourg.  —  Calcul  intégral  et  exercices;  par  le 
professeur  F.  Prym.  —  Equations  différentielles  partielles,  mécanique 
rationnelle;  parle  professeur  F.  Selling.  —  Applications  du  calcul  à  la 
théorie  des  courbes  planes,  géométrie  analytique  et  synthétique  des 
coniques,  théorie  des  courbes  et  des  surfaces  gauches,  théorie  des  fonc- 
titms  elli})tiques  ;  par  le  professeur  G.  Rost. 
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Atti  délia  reale  Accademia  dei  Lincei,  Vol.  XII,  2»  semestre,  n°  4  à  12.  — 
Fubrini.   Uicerclie  griippali  sullc  cquazioni  délia  dinamica. 

Pascal.  Sulle  trasfoimazioni  infinitesime  clie  lesciano  invariata  una  forma 
o  un'eqiiazione  di  difl'crenziali  lotali. 

Giainbelli.  Ordine  délia  varietà  rappresentata  coll'annulare  tutti  i  minori 
di  dato  ordine  estratli  da  una  data  maUice  di  forme. 

Ernesto  Pascal.  Il  seconde  dei  problemi  di  riuzione  per  le  forme  diiïe- 
renziali  di  ordine  pari.  —  Pincherle.  Sulla  sviluppabilita  di  una  funzione  in 
série  di  fattoriali. 

Ernesto  Pascal.  Il  seconde  problema  di  riduzione  per  le  forme  differenziali 
di  ordine  dispari,  c  ricerche  complementari.  —  Pincherle.  Sulle  funzioni 
meromorfi.  —  Burgalli.  Sull'  inversione  degl'  inlegrali. 

Blanchi.  Sulle  superficie  a  linee  di  curvatura  isoterme.  —  Bisconcini.  Sul 
problemi  dei  tre  corpi.  Condizioni  d'urlo  di  due  di  essi. 

Burgalli.  Sull'  inversione  degl'  integrali  definili.  —  Conlarini.  Su!  moto 
d'un  sistema  olonomo  di  corpi  rigidi. 

Annales  scientifiques  de  l'École  Normale  supérieure  (numéros  d'avril  à 
ilécembre  1908  ).  —  Sur  les  systèmes  orthogonaux  et  les  systèmes  cycliques 
(suite);  par  M.  C.  Guichard.  —  Les  vibrations  universelles  de  la  matière; 
par  M.  A.  Korn.  —  Application  de  la  Géométrie  cayleyenne  à  l'étude  géomé- 
trique du  déplacement  d'un  solide  autour  d'un  point  fixe  {suite);  par 
M.  Emile  Collon.  —  Sur  les  systèmes  orthogonaux  et  les  systèmes  cycliques 
(suite);  par  M.  C.  Guichard.  —  Sur  un  cas  particulier  de  l'équation  diffé- 
reniielle  de  Monge;  par  M.  W.  h'apteyn.  —  Sur  certaines  surfaces  algébriques 
dont  les  intégrales  de  différentielles  totales  sont  algébrico-logarithmiques; 
par  M.  Emile  Picard.  —  Détermination  des  surfaces  de  Joachimsthal  à  cour- 
bures principales  liées  par  une  relation;  par  M.  L.  Rajfy. 

Détermination  des  surfaces  de  Joachimstahl  à  courbures  principales  liées 
par  une  relation  (suite  et  fin);  par  M.  L.  Rajffy.  —  Sur  la  théorie  des 
groupes  continus;  par  M.  E.  Vessiot.  —  Sur  les  séries  trigonomélriques;  par 
M.  H.  Lebesgue.  —  Sur  les  séries  divergentes  et  les  équations  différentielles; 
par  iM.  Edmond  Maillet.  —  Sur  les  relations  entre  la  théorie  des  intégrales 
doubles  de  seconde  espèce  et  celle  des  intégrales  de  diflerentielles  totales;  par 
M.  Emile  Picard. 

Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées  (fascicule  II,  III  et  IV^,  1903). 
—  Sur  l'intégration  algébrique  des  équations  linéaires  et  les  périodes  des  inté- 
grales abéliennes;  par  M.  //.  Poincaré.  —  Sur  l'application  de  la  théorie  des 
x'ésidus  au  prolongement  analytique  des  séries  de  Taylor;  par  M.  Ernst  Lin- 
delôf.  —  Sur  la  fonction  définie  par  une  série  de  iMaclaurin;  par  M.  Walter-B. 
Ford. 

Sur  la  stabilité  et  les  petits  mouvements  des  corps  fluides;  par  M.  P.  Duhem. 

Contribution  à  l'analyse  arithmétique  du  continu;  par  M.  Emile  Borel.  — 
Extrait  d'une  lettre  de  M.  Robert  Pech  à  M.  Jordan.  —  Sur  le  nombre  des 
classes  de  formes  quadratiques  binaires  d'un  discriminant  positif  fondamental; 
par  M.  Lercii.  —  Recherches  sur  les  équations  aux  dérivées  partielles;  par 
M.  J .  Le  Roux. 


FRAKCIUMOJ. 


Frakciunio 


Frakciumo 
inversa  { — 

Inverso 
(de  nombro  v 


Rapport. 


Rapport 
inverse. 

Inverse 

(d'un 

nombre). 


Rapporto. 


Rapporte 
rovesciato. 


Numéro 
rovesciato. 


Verhaltnis. 

Umge- 

kehrtes 

Verhaltnis. 


Umge- 
kehrte  zahl, 


Ratio. 


Inverse 
ratio. 


Reciorocal 


OPERACIOJ    MALLOXGIGATAJ    KAJ    PROKSIMUMIGAJ. 


Ehzakla  (valoroj. 

Proksimuma 

(valoro). 

Proks  im  ii  m  iga 
(operacio). 

Ekarto  (*)  (de  du 
valoroj  ). 


Exact. 
Approché. 


Approxi- 
matif. 

Ecart, 
erreur. 


Esalto. 

Approssi- 
niato. 

Approssi- 
mative. 

Errore. 


Genaû. 

Angena- 
hert. 

Nàherungs- 
Fehler. 


Exact. 

Approxi- 
mate. 

Approxi- 
mative. 

Fault. 


N 

U.VERAJ   ESPRIMOJ    KAJ   RILATAJOJ. 

Espriino. 

Expression. 

Ex- 

pressione. 

Ausdruck. 

Expression. 

Rilatajo. 

Relation. 

Relazione. 

Beziehung, 
Relation. 

Relation. 

Egalajo 
(Ekz:  a  =  b). 

Égalité 
(concrète). 

Egua- 
glianza. 

Gleichung. 

Equality. 

Née  gala jo 

Inégalité 
(concrète). 

Disegua- 
glianza. 

Unglei- 
chung. 

Inequality. 

inibaû  menibroj. 

Les  deux 
membres. 

Ambidue 
i  membri. 

Die  beide 
Glieder. 

The  two 
members. 

Proporcia. 

Propor- 
tionnel. 

Pro- 
porzionale. 

Propor- 
tionnai. 

Pro- 
portional. 

C)  Absoluta  au  rilata.  \e  eraro. 
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Proporcio. 


Inverse  proporcia. 


Inversa  proporcio. 


Proportion. 

Inverse- 
ment 
propor- 
tionnel. 

Proportion 
inverse. 


Pro- 
porz-ione. 

Inversa- 

mente 

proporzio- 

jiale. 

Pro- 
porzione 
inversa. 


Proportion. 


Umgekehrl 

propor- 

tional. 


Umge- 

kehrte 

proportion. 


Proportion. 

Inversely 

pro- 
portional. 

Inverse 
proportion. 


SERIOJ,    INTERSEKVOJ    KAJ    PROGRESIOJ    (  '  )• 


Serio  (2). 

Série. 

Série. 

Reihe. 

Séries. 

GUdo. 

Terme. 

Termine. 

Glied. 

Term. 

Intersekva. 

Successif, 

Successive, 

Auf  einan- 

Successive, 

consécutif. 

consécu- 

der 

consé- 

tive. 

folgend. 

cutive. 

Intersekvo  (^). 

Suite. 

Suc- 

Aufeinan- 

Succession, 

cessione. 

derfolge. 

set. 

Indico  (signo  de  la 

Indice. 

Indice. 

Index, 

Index. 

vico  de  glido). 

Stellen- 
zeiger. 

Progresio  {'*). 

Pro- 

Pro- 

Reihe. 

Pro- 

gression. 

gressione. 

gression- 

Raciono. 

Raison. 

Ragione. 

Verhaltnis. 

Ratio. 

N  ombra 

Nombre 

Numéro 

» 

» 

natura. 

natnrel. 

naturale, 

Natilrlicbe, 

Natural, 

Jigurata, 

figuré, 

figurato, 

figurirte, 

llgurate. 

poligona. 

polygonal, 

poligonale, 

polygonal-. 

polygonal, 

piramida. 

pyramidal. 

piramidale. 

pyramidal- 
za  h  1 . 

pyramidal, 
nuniber. 

(')  La  l'Cijoj  (gcrmane  :  Reihe),  t.  e.  la  sumijag)  inlersekvoj 
(  Wo~^ '^i-^  "2-T"- • '/ ap3'"lenas  al  la  supera  matemaliko. 

(2)  Serio  estas  ordajo  da  glidoj  laû  unu  dimensio  (unudimensia 
ordajo,  ekz*  :  a,  6,  c,  . . .,  A,  /f,  /)  au  laû  kelkaj  dimensioj  (ekz*  laù  la 
dama  tabulo  :  dudfmensia  serio). 

(3)  T.  e.  serio  direktata  (ekz":  ao,  «i,  «2, ,  ««)?  kontraùa  inter- 
sekvo :  a„,  a«-i,  ...,  «0  î  ambaûintersckvo  :  .  ,  .a_2a_i  «o'^i  «-2- •  •• 

(*)  T.  e,  unudimensia  intersekvo,  ekz"  aritmetika  progresio  au  geo- 
metria,  de  unua,  dua,  . .  .,  vico. 

(Daàrigoia.') 
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RECUEILS    PÉRIODIQUES    RÉCENTS. 

Bulletin  de  la  Société  mathématique  de  France  (  fascicules  II,  III  et  IV,  190^-). 

—  Délcrminalion  explicite  des  suifaces  qui  prcscnlent  un  réseau  doublement 
cylindre;  par  M.  L.  liajfy.  —  .Mémoire  sur  les  couples  actifs  de  permutations; 
pai'  M.  D.  André.  —  Sur  l'iiypoliermilien;  par  INI.  L.  Autonne.  —  Sur  une 
piopriélé  des  mouvements  dus  à  une  force  centrale;  par  M.  C.-A.  Laisant. 

Sur  l'approximation  des  nombres  réels  par  les  nombres  quadruliques;  par 
M.  E.  Borel.  —  Sur  la  théorie  des  fondions  implicites;  par  M.  Ê.  Goiirsal. 

—  Sur  les  lignes  asymploliques  de  certaines  surfaces;  par  M.  L.  Lecornii.  — 
Sur  le  problème  des  aires;  par  M.  h.  Lebesgue.  —  Sur  les  rocflicients  des 
développements  en  série  de  tangx,  séca-,  et  d'autres  fondions;  par  M.  £'. 
Estanave.  —  Sur  un  problème  mixte  aux  dérivées  partielles;  par  Àl.  J.  Hada- 

niard.  —  Sur  l'existence  des  intégrales  d"un  système  complet  d'équations  aux 
dérivées  partielles  du  premier  ordre  d'une  seule  fonction  inconnue;  par  .M.  j\. 
SaltyLow.  —  Comi'Tks  rendus  des  Séances  (avril  à  juillet  1900 ). 

Séparation  analytique  d'un  système  de  rayons  incidents  et  réfléchis;  par 
M.  M.  de  Montckeiiil.  —  Propriétés  géométriques  des  milieux  continus;  par 
M.  L.  Lecovnu.  —  Sur  (|uel<jucs  propriétés  des  matrices  hypohermitiennes 
n-aires:  par  M.  L.  Autonne.  —  Quelques  remarques  sur  les  ensembles  de 
droites  ou  de  plans;  par  M.  E.  Borel.  —  Sur  les  intégrales  de  l'équation  dif- 
férentielle des  coniques  et  leur  interprétation  géométrique;  par  AI.  //. 
Perrin.  —  Sur  l'emploi  simultané  de  lois  de  survie  distinctes;  par  iM.  A. 
ÇiiiqueL  -^  Sur  les  équations  dilférenliellcs  du  troisième  ordre,  qui  admettent 
un  groupe  de  transformations;  |)ar  M.  A.  Boulanger.  —  Sur  les  surfaces  à 
courbure  positive;  par  M.  J.  Hadamard.  —  Comi'TES  rendus  des  Séances 
(  novembre  et  décembre  1908  ).  —  Table  des  matières. 

Bulletin  des  Sciences  mathématiques,  numéros  d'awil  à  décembre  1903. 

—  Comptes  rendus  et  x\naLyses  :  Capelli  {A.).  Istituzioni  di  Ânalisi  alge- 
brica.  Tertia  edizione  con  aggiunle  dellc  Lezioni  di  Algebra  complementan; 
ad  uso  degli  aspiranti  alla  licenza  universitaria  in  scienze  lisiche  e  matematiche. 

—  Heronis  Alexandrini  opéra  quœ  supersunt  oninia  (Vol.  III).  lierons  von 
Alexandria  Vermessungslelire  und  Dioptra,  griechisch  und  deutsch  von  Her- 
mann  Schone.  —  Gino  Loria.  Spezielle  algebraischc  und  iranscendenle  ebeiu 
Kurven.  Théorie  und  Geschichte.  —  Muller  (//.).  et  Hupe  {A.).  Die  Malhe- 
matik  auf  den  Gymnasicn  und  Healschulen.  —  Hunibert.  Cours  d'Analyse 
professé  à  l'École  Polytechnique.  Tome  I  :  Calcul  dilïérenliel.  Principes  du 
Calcul  intégral,  .\pplicalions  géométriques.  —  Mélanges  :  La  Chesnais 
{P. -G.).  La  représentation  proportionnelle.  —  Correspondance  :  Extrait 
d'une  lettre  de  M.  H.  Poincaré.  —  Bulletin  bibliographique.  —  Revue  des 
publications  académiques  et  périodiques. 

Comptes  rendus  et  Analyses  :  Slolz  (G.)  und  Gmeiner  (J.-A.).  Theore- 
tische  Arithmetik.  —  Vallée-Poussin  {Ch.  J.  delà).  Cours  d'.\na!yse  infinité- 
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simale.  —  Whitaker  (  E.-P.).  A  Course  of  modem  Analysis.  —  Compte  rendu 
(In  deuxième  Congrès  inLernalional  des  Mathématiciens  tenu  à  Paris  du  6  au 
12  août  1900.  —  Freycinet  (C  de).  De  l'expérience  en  Géométrie.  —  Mé- 
langes :  Staeckel  (P.).  Sur  la  représentation  sphérique  des  surfaces.  — 
Bullcrin  bibliograpliique.  —  lîcvue  des  publications  académiques  et  pério- 
diques. 

Comptes  rendus  et  Analyses:  Czuber  (£".).  Wahrscheinlichkeitsrcchnung 
und  ilirc  Anwendung  auf  Fehlerausgleichung,  Statistik,  Lebensversiclierung. 
—  Kœiiigsberger  (L.).  Hermann  von  Helmholtz.  —  Mélanges  :  Dolbnia  (  J.). 
Hechcrclic  analytique  sur  la  réduction  des  intégrales  abéliennes.  —  Corres- 
roNDANCE  :  Extrait  d'une  lettre  de  M.  Matbias  Lercli  à  M.  Darboux.  —  Revue 
des  publications  académiques  et  périodiques. 

Comptes  rendus  et  Analyses  :  Hensel  (AT.)  et  Landsberg  (G.).  Théorie 
der  algcbraischen  F<"unctionen  ciner  V'ariabeln  und  ilire  Anwendung  auf  alge- 
braische  Kurven  und  Abersche  Intégrale.  —  Mélanges  :  Mansion  (P.).  Sur 
la  représentation  proportionnelle.  —  Revue  des  publications  académiques  et 
périodiques. 

Comptes  rendus  et  Analyses  :  Jouffret  (  £".).  Traité  élémentaire  de  Géo- 
métrie à  quatre  dimensions.  —  Burkhardt  (//.).  Algebraische  Analysis.  — 
Liubowj  Sapolski.  Ueber  die  Théorie  der  Relativ  Abel'schen  cubischen  Zahl- 
kiirper.  —  Roxt  (  D"^  Georg).  Théorie  der  Riemann'schen  Theta-function.  — 
ÎVÎélanges  :  Lindelof  (Ernst).  —  Sur  la  détermination  de  la  croissance  des 
fonctions  entières  définies  par  un  développement  de  Taylor. —  Gouraat  (K.). 

Sur  quelques   développements  de  en   séries  de   polynômes.  —    Bulletin 

bibliographique.  —  Revue  des  publications  académiques  et  périodiques. 

Comptes  rendus  et  Analyses  :  Ferrers.  Mathematical  Papers  of  ihe  late 
Georges  Green.  —  Gernet.  Untersuchung  zur  Varialionsrechnnng.  Ueber  eine 
Méthode  in  der  Variationsrechnung.  —  Bulletin  bibliographique.  —  Revue  des 
publications  académiques  et  périodiques. 

Comptes  rv.ndus  et  Analyses:  Mach{  Ernst).  La  Mécanique,  élude  histo- 
rique et  critique  de  son  développement.  —  Mélanges  :  Saltykow  {IV.).  Sur 
les  théorèmes  de  Jacobi  et  de  Liouville.  —  Revue  des  publications  académiques 
et  périodiques. 

Comptes  rendus  et  Analyses  :  Raire  (/?•)•  Sur  les  fonctions  de  variables 
réelles.  —  Zeuthen  (H.-G.).  l'orebesninger  over  Mathematikens  Historié, 
ll-T.  16'''  og  17''"  Varhundrcdc.  —  Zeuthen  (  H.-G.).  Geschichte  der  Mathematik 
im  XVT.  und  XVII.  Jahrhundert.  —  Mélanges  :  Dolbnia  (J.).  De  quelques 
l'oinls  co-icernant  la  théorie  de  la  transformation  des  fonctions  elliptiques.  — 
lUilletio  bibliogr:;phiquc.  —  Revue  des  publications  académiques  et  pério- 
«lidues. 

Comptes  rendus  et  Analyses  :  Lamé  (G.).  Examen  des  difTérentcs  mé- 
ihodes  employées  pour  résoudre  les  problèmes  de  Géométrie.  —  D'Ocagne 
(M.).  Exposé  synthétique  des  principes  fondamentaux  de  la  Nomographie.  — 
Fouet  (A.).  Leçons  élémentaires  sur  la  théorie  des  fonctions  analytiques 
(i"  partie).  —  Eslanave  (£".).  Essai  sur  la  sommation  de  quelques  séries  tri- 
gonométriques.  -  Bouché  et  Lévy.  Analyse  infinitésimale  à  l'usage  des  ingé- 
nieurs. —  Dassen  {€.).  Etude  sur  les  quantités  mathématiques.  Grandeurs 
flirigées.  Quaternions. —  Laurent  (H.).  Petit  traité  d'Économie  politique  ma- 
ihématique.  —  Borel  (E.).  Leçons  sur  les  fonctions  méromorphes.  —  Wœl- 
fling  {E.).  Malhematischer  Bûcherschatz.  —  Bauer  (C).  Vorlesungen  iiber 
Algebra.  —  Stoffàes.  Cours  de  Mathématiques  supérieures  à  l'usage  des  can- 
<li(lats  à  la  licence  es  sciences  physiques.  —  Konig  (/.)•  —  Einleitung  in  der 
allgemeine  Théorie  der  algcbraischen  Grôssen.  —  lievue  des  publications  aca- 
démiques et  périodiques. 


Behuranta. 

Linio. 

Superliino. 

Malsuperlimo. 


RccurrcnL 


Limite 
(exacte). 

Limite 
supérieure. 

Limite 
inférieure. 


XI  — 
Ricorrente. 


Limite 

(  esatta). 

Limite 
superiore. 

Limite 
inferiore. 


Rckur- 

ricrencl, 

Rekur- 

sions-. 

Grenze, 
Limes. 

Obérer 
Limes. 

Unterer 
Limes. 


Récurrent. 


Limit. 


Superior 
limit. 

Inferior 
limit. 


LOGARITMOJ    KAJ   ESPONENCIALOJ. 


Logarilmo  (^). 

Loga- 
rithme. 

Logaritmo. 

Loga- 
rithmus. 

Logarithm. 

Esponencialo. 

Nombre 
(d'un  log.) 

Numéro. 

Numerus, 
Lo2;arith- 

Number  (ot 
a  loga- 

antiioga- 
rithme. 

mand. 

rithm). 

Esponenciala. 

Expo- 
nentiel. 

Esponen- 
ziale. 

Expo- 
nential-. 

Expo- 
nential. 

Sistemo  {-) 

dekuma, 
e-uma,  .... 

Système 

flécimal, 

naturel, 

Sistema. 
a  base  lo, 
a  base  e. 

System 
der  Basisio, 
der  Basis  e. 

System  tu 

the  base  lo, 

the  base  e. 

Bazo. 

Base. 

Base. 

Basis. 

Base. 

Modulo. 

Module. 

Modulo. 

Modul. 

Module. 

Mantiso. 

Mantisse. 

Man  tissa. 

Mantisse. 

■Mantissa. 

Ka  ta  kteristiko . 

Caractéris- 

Caratte- 

Charakte- 

Characte- 

tique. 

ristica. 

ristik. 

ristic. 

P)  Adicilogaritmo,  subtraho-aù  ordinara  logarilmo. 
(-)   Oni  ciam  uzadu  nnr  la  bazon,  por  difini  la  sistemon. 


METROSISTEMO. 

(DEKUMA.    METRA    SISTEAIO    D.\    MEZUROJ). 


GEOMETRI.U   KAJ   MEK4NIKAJ   GENERALAJOJ. 


Punkto, 

Point. 

Punto. 

Punkt. 

Point. 

Linio, 

Ligne. 

Linea. 

Linie. 

Line. 

Sur/aso. 

Surface. 

Superlicie, 

Flàche. 

Surface. 

Solido 

Solide, 

Solide. 

Korper. 

Solid. 

(nepez.ajo). 

corps  (géo- 
métrique). 

Korpo 

Grave, 

Corpo. 

Korper 

Body. 

(pezajo). 

corps 

(grave). 

(schwer). 

Amplekso. 

Étendue. 

Estensione. 

Ausdeh- 
nung. 

Extent. 

Longo  ('). 

Longueur. 

Lunghezza. 

Lange. 

Lengtl». 

Areo{^), 

Aire  (gran- 
deur), 
superficie. 

Superficie. 

Area, 

Fliichen- 

inhalt. 

Area. 

Volumeno. 

Volume. 

Volume. 

Volumen. 

Volume. 

Pezo, 

Poids. 

Peso. 

Gewicht. 

Weight- 

Diniensio, 

Dimension. 

Dimen- 
sione. 

Dimension. 

Dimensioii. 

Latero  {^ }. 

Côté. 

Lato. 

Seile. 

Side. 

Ego. 

Arête. 

Spigolo. 

Kante. 

Edge. 

C)  Ekz'^  :  diicent  kilometroj  cla  longo. 


(2)       Areajo. 


Superficit 


Areal. 


Inside. 


Aire 
(portion  de 
I    surface). 
C)  Devenantaj  vorloj  :  trilatero,  kvarlatero,  k.  c. 

(  Daù.rigota.') 
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N*  4.  SUPPLEMENT.    .  .Jrm  190./i. 


CHRONIQUE. 

Le  Ministre  de  l'Instruction  publique  et  des  Beaux-Arts, 

Vu  la  résolution  adoptée  par  la  Chambre  des  députés  le  \\  février  mjo'. 
et  l'orflre  du  jour  voté  par  le  Sénat  le  to  juillet  igoi; 
Vu  la  loi  du  27  février  1880; 
Vu  la  loi  du  lo  juillet  1896; 
Vu  le  décret  du  -ii  juin  1897; 
Ijft  Conseil  supérieur  de  l'Instruction  publique  entendu, 

Arrête  : 

Article  premier.  —  Il  est  institué  dans  les  Facultés  des  Sciences  do 
Universités  : 

Un  diplôme  d'études  supérieures  de  Mathématiques; 
Ln  diplôme  d'études  supérieures  de  Sciences  physiques; 
Un  diplôme  d'études  supérieures  de  Sciences  naturelles. 

Art.  2.  —  Les  candidats  aux  diplômes  d'études  supérieures  prévus  à 
l'article  premier  doivent  satisfaire  aux  épreuves  suivantes  : 

I.  —  Diplôme  d'études  supérieures  de  Mathématiques. 

a.  Composition  d'un  travail  écrit  sur  un  sujet  agréé  par  la  Faculté; 

h.  Interrogation  sur  ce  travail  et  sur  des  questions  données  trois  mois 
au  moins  à  l'avance  et  se  rapportant  à  la  même  partie  des  Mathéma- 
tiques. 

Le  travail  peut  consister  soit  eu  recherches  originales,  soit  dans 
l'exposé  partiel  ou  total  d'un  Alémoire  ou  d'un  cours  d'ordre  supérieui-. 
Dans  ce  dernier  cas,  par  exposé,  on  doit  entendre  soit  le  résumé  sim- 
plifié du  Mémoire  ou  du  Cours,  soit  le  développement  détaillé  de  résul- 
tats ou  de  méthodes  que  l'auteur  ou  le  professeur  n'a- fait  qu'indiquer. 

Est  tenu  pour  équivalent  du  diplôme  d'études  supérieures  de  Mathé- 
matiques un  des  certificats  suivants  délivrés  en  confoimitij  du  décret  du 
•>.î  janvier  1896  sur  la  licence  es  sciences  :  Géométrie  supérieure,  Ana- 
lyse supérieure,  Physique  mathématique,  Mécanique  céleste,  Mécanique 
physique  et  expérimentale. 

II.  —  Diplôme  d'études  supérieures  de  Scietices  physiques. 

a.  Composition  d'un  travail  exposant  les  résultats  des  expériences 
faites  par  le  candidat  sur  un  sujet  de  Physique,  de  Chimie  ou  de  Miné- 
ralogie, choisi  par  lui  et  agréé  par  la  Faculté; 

b.  Interrogation  sur  ce  travail  et  sur  des  questions  données  trois  moi- 
N.  A.  —  Suppl.  4 


—    XIV    — 

iiii  moins  à  l'avance  et  se  rapportant  à  la  même  partie  des  Sciences  phy- 
siques. 

Le  travail  peut  consister  soit  en  recherches  originales,  soit  clans 
l'étude  d'un  Mémoire,  avec  reproduction  et  vérification  des  expé- 
riences, soit  dans  une  étude  étendue  sur  une  question  de  Physique  ma- 
thématique. 

Est  tenu  pour  équivalent  du  diplôme  d'études  supérieures  de  Sciences 
phvsiques  le  certificat  d'études  supérieures  de  Physique  appliquée. 

III.  —  Diplôme  d'études  supérieures  de  Sciences  naturelles, 

a.  Composition  d'un  travail  exposant  les  résultats  des  expériences  ou 
observations  faites  par  le  candidat  sur  un  sujet  de  Biologie,  de  Physio- 
logie générale,  de  Zoologie,  de  Botanique  ou  de  Géologie,  choisi  par  lui 
cl  agréé  par  la  Faculté; 

b.  Interrogation  sur  ce  travail  et  sur  des  questions  données  trois  mois 
au  moins  à  l'avance  et  se  rapportant  à  la  même  partie  des  Sciences  natu- 
relles. 

Le  travail  peut  consister  soit  en  recherches  originales,  soit  dans 
l'étude  d'un  Mémoire,  avec  reproduction  et  vérification  des  expériences 
«ni  observations. 

Fait  à  Paris,  le  i8  juin  190^.  J.  Chaumié. 


Le  Ministre  de  l'Instruction  publique  et  des  Beaux- Arts, 

Vu  la  proposition  approuvée  par  la  Chambre  des  députés  (résolu- 
lion  en  date  du  i\  février  1902)  et  par  le  Sénat  (ordre  du  jour  voté  le 
10  juillet  1902),  et  ainsi  conçue  : 

«  Le  titre  d'agrégé  sera  conféré,  comme  il  se  fait  déjà  pour  l'agréga- 
tion d'Histoire,  d'après  les  résultats  de  deux  catégories  d'épreuves  : 
des  épreuves  scientifiques  subies  devant  les  Facultés  et  l'Ecole  Normale, 
des  épreuves  professionnelles  subies  devant  les  jurys  nommés  par  le 
Ministre. 

»  Les  candidats  feront  un  stage  dans  un  lycée  »; 

Vu  le  statut  du  39  juillet  i885  sur  l'agrégation  ; 

Vu  Jes  arrêtés  des  28  juillet  1894,  3i  juillet  1896,  16,  18  et  19  jan- 
vier 1897,  16  et  17  juillet  1897,  5  août  1898,  24  août  1900  et  3  janvier  1901, 
relatifs  aux  divers  ordres  d'agrégations  des  lycées; 

Vu  les  arrêtés  du  18  juin  1904  instituant  des  diplômes  d'études  supé- 
rieures dans  les  Facultés  des  Sciences  et  des  Lettres  des  Universités; 

Vu  la  loi  du  27  février  1880; 

Le  Conseil  supérieur  de  l'Instruction  publique  entendu, 

Arrête  : 

AnTiCLE  PREMIER.  —  Tout  candidat  au  titre  d'agrégé  doit  produire  un 
certificat  du  recteur  constatant  qu'il  a  satisfait  au  stage  dans  les  condi- 
tions déterminées  par  les  règlements. 

Art.  2.  —  Les  autres  conditions  imposées  aux  candidats,  ainsi  que  les 
épreuves  du  concours  dans  chaque  ordre  d'agrégation,  sont  fixées  comme 


il  îJiiil  : 

AGRÉGATION    DE    JIATHÉMATIQUES. 

Conditions  préalables  : 

1°  Trois  certificats  tle  licence  :  Calcul  différentiel  et  intégral,  Méca- 
nique rationnelle,  Physique  générale; 

2"„  Diplôme  d'études  supérieures  de  Mathématiques. 

Épreuves  d'agrégation. 
Epreuves  préparatoires  : 

Deux  compositions  (problèmes),  l'une  sur  le  Calc^ul  différentiel  et  in- 
tégral, l'autre  sur  la  Mécanique.  —  Durée  de  chaque  composition  : 
7  heures. 

Deux  compositions  (problèmes)  sur  les  matières  du  programme  des 
lycées,  l'une  sur  les  Mathématiques  spéciales,  l'autre  sur  les  Mathéma- 
tiques élémentaires.  L'une  de  ces  compositions  au  moins  comporte  une 
application  numérique.  —  Durée  de  chacune  :  7  heures. 

Epreuves  définitives  : 

a.  Une  épreuve  de  Géométrie  descriptive; 

b.  Un  calcul  numérique, 

La  durée  de  chacune  de  ces  épreuves  est  fixée  par  le  jury; 

c.  Une  leçon  de  Mathématiques  spéciales  après  4  heures  de  prépara- 
lion  surveillée; 

d.  Une  leçon  sur  nn  sujet  tiré  du  programme  des  classes  de  seconde, 
de  première  (sections  G  et  D)  el  de  Mathématiques,  après  4  heures  de 
préparation  surveillée. 

Les  parties  des  programmes  d'où  sera  tiré  le  sujet  de  cette  leçon  sont 
indiquées  un  an  à  l'avance. 

Art.  3.  —  Les  différents  programmes  prévus  aux  présents  statuts  sont 
arrêtés  par  le  Ministre  de  l'Instruction  publique,  sur  la  proposition  des 
jurys  d'agrégation  et  après  avis  de  la  Section  permanente  du  Conseil 
supérieur  de  Tlnstruction  publique. 

Art.  -4.  —  Les  candidats  à  l'agrégation  pourvus  du  grade  de  docteur 
es  lettres  ou  de  docteur  es  sciences,  correspondant  à  l'agrégation  à 
laquelle  ils  se  présentent,  sont  dispensés  du  diplôme  d'études  supé- 
rieures. 

Art.  ^.  —  Les  dispositions  du  présent  statut  sont  applicables  : 

Pour  l'agrégation  d'Histoire  et  de  Géographie  dès  l'année  igoD,  sauf 
en  ce  qui  concerne  le  certificat  de  stage  qui  ne  sera  exigible  qu'à  partir 
de  1907; 

Pour  les  autres  agrégations  à  partir  de  l'année  1907. 

Art.  6.  —  Disposition  transitoire,  —  Les  candidats  qui  se  seront 
présentés  au  concours  avant  1907  seront  dispensés,  sauf  à  l'agrégation 
d'Histoire  el  de  Géographie,  de  produire  le  diplôme  d'études  supé- 
rieures. 

Art.  7.  —  Sont  abrogées  les  dispositions  antérieures  contraires  à  celles 
du  présent  arrêté. 

Fait  à  Paris,  !e  18  juin  1904.  J.  Chaumié. 


Denso,  \     Densité.     |     Densità.     [Dichtigkeit.j     Densily, 


INTERRESPOXDAJ   CEFAJ    UNUOJ.     * 
Lima  métro,  kiadrata  métro,  kuba  métro,  tonelo. 


Tonelo  (  '  ) 
(metra;. 


Tonne 
(  métrique). 


Tonnellata.l      Tonne 

(Gewicht). 


Ton, 


OBLIGAI    PREFIKSOJ. 

Meg-a{-),  miria,  kilo,  hekto,  dek{a.. 

OMGVJ    PREFIKSOJ. 

Deci,  centi,  mili,  decimili,  centimili^  mikro{^K 

MEZURILOJ, 

Metrilo,  dum.efrilo,  duonmetrilo,  dekmetrilo,       ., 
KOMBINATORIKO  (  scienco  de  la  ordajoj  >, 


Kom  b  in  atoriko . 

Corabina- 

Analisi 

Kombina- 

toire 

combina- 

torik. 

(analyse). 

toria. 

Ordajo  (»). 

Disposition 
en  ordre. 

Disposi- 
z.ione. 

Anordnung. 

Order. 

Permuti. 

Permuter. 

Permu- 

lieren. 

To 
exchangt". 

Permutajo. 

Permuta- 

Peniiula- 

Permuta- 

Permu- 

tion. 

/Jone. 

tion. 

tation. 

Faktorialo  :  ni\ 

Factorielle. 

Faltoriale. 

Faktorielle. 

Factorial. 

Kunsanê;i 

Echanger 

Scambiare. 

Vertau- 

To 

(cikle  (^)  au  alie). 

(  permuter). 

schen  (per- 
mutieren  ). 

exchange. 

Renverso  (de 

Inversio::». 

Sposta- 

Vertau- 

Inversion. 

du  indfcoj  ). 

mento. 

sehung. 

(  '  >  T.  e.  mil  kilogramoj  (  niégagramo  ).  La  martoneïo,  pri  la  sipoj, 
respondas  al   1026  kilogramoj . 

(2  1  De  la  internacia  sistemo  C.G.S.  de  la  elektn'stoj  :  mega  obb"gas 
kaj  mikro  onigas  per  10''. 

(^)  Ripela  au  neripeta,   Linia  (rekla,  cirkola,  ...),  dudimensia. 

{'*)  Ciklo  estas  cirkolo  au  rondo  direktata. 

(Daûrigola.) 
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-N»  5.  SUPPLÉMENT.  Septembre  1904. 


CHRONIQUE. 

Programme  de  la  classe  de  Mathématiques  spéciales. 
{Extrait  du  «  Joiunal  officiel  »  du  ■?.'  juillet   1904.) 

MATHÉMATIQUES. 

/.  —  Algèbre  et  analyse. 

Nombres  incommensurables.  —  Notion  de  coupure. 

Division  des  polynômes  entiers.  —  Plus  grand  commun  diviseur  de 
deux  polynômes.  —  La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  deux 
polvnoniesy(a7)  et  g(x)  de  degrés  re.«pectifs  p  Q^  fj  aient  un  diviseur 
commun  de  degré  n  est  qu'il  existe  deux  polynômes  A  et  B  de  degrés 
respectifs /)/i  et  qn  tels  que  l'on  ait 

A^,\r)-B/(\r)=o. 

Arrangements,  permutations,  combinaisons  sans  répétition. 
Formule  du  binôme  dans  le  cas  de  l'exposant  entier  et  positif. 

Calcul  des  valeurs  arithmétiques  des  radicaux.  —  Exposants 
fractionnaires  et  négatifs.  (On  réservera  pour  la  définition  de  «"^  le  cas 
de  l'exposant  incommensurable.) 

Déterminants.  —  Définition,  développement  suivant  les  éléments 
d'une  même  ligne.  —  Échange  des  lignes  avec  les  colonnes.  —  Permu- 
tation de  deux  colonnes  ou  de  deux  lignes.  —  Addition  de  lignes  ou  de 
colonnes.  —  Produit  de  deux  déterminants.  —  Résolution  d'un  système 
d'équations  linéaires  (  '  ). 

Formes  linéaires  et  homogènes  à  deux,  trois  ou  quatre  variables.  — 
Conditions  d'indépendance. 

Nombres  complexes.  —  Formule  de  Moivre. 

Séries.  —  Séries  à  termes  positifs  :  caractères  de  convergence  ou  de 

divergence  tirés  de  l'étude  des  expressions  — ^ j  s/un,  ni'u,,.  —  Séries 

U,i 

absolument  convergentes.  —  Convergence  des  séries  à  termes  alterna- 


(')  Les   élèves  devront  cire  exercés   à    la  résolution  des  équations   numé- 
riques sans  employer  les  délerniinanls. 

V.  ^.  —  Suppl.  •'> 


tivemenl  positifs  et  négatifs  dont  le  terme  général  décroit  constamment 
en  valeur  absolue  et  tend  vers  zéro. 
Exemples  numériques. 

Fonctions.  —  Fonctions  d'une  variable  réelle,  représentation  gra- 
phique, continuité.  —  Définition  et  continuité  de  la  fonction  exponen- 

/           I  \"' 
tielle  et  de  la   fonction   logarithmique.  Limite  de  l  [  H 1      quand  ni 

grandit  indéfiniment  en  saleur  absolue.  —  Dérivée  d'une  fonction  : 
pente  de  la  courbe  représentative.  —  Dérivée  d'une  somme,  d'un  pro- 
duit, d'un  quotient,  d'une  puissance  entière,  d'une  fonction  de  fonction. 

—  Dérivées  des  fonctions  circulaires  directes  et  inverses.  —  Dérivées 
de  a-^  et  de  \ogx  (logarithmes  vulgaires  et  logarithmes  népériens).  — 
Usage  des  tables  de  logarithmes  et  de  la  règle  à  calcul. 

Théorème  de  Rolle,  formule  des  accroissements  finis,  représentation 
graphique. 

Fonctions  de  plusieurs  variables  indépendantes,  dérivées  partielles, 
formule  des  accroissements  finis.  —  Dérivée  d'une  fonction  composée. 

—  Dérivée  d'une  fonction  implicite.  (On  admettra  sans  démonstration 
l'existence  de  cette  fonction  et  de  sa  dérivée.) 

Emploi  de  la  dérivée  pour  l'étude  de  la  variation  d'une  fonction  : 
maxima  et  minima. 

Fonctions'primitives  d'une  fonction  donnée,  leur  représentation  par 
l'aire  d'une  courbe. 

Fonction  définie  par  une  série  entière  en  x  à  coefficients  réels. 

—  Intervalle  de  convergence.  —  Addition  et  multiplication.  —  A  l'inté- 
rieur de  l'intervalle  de  convergence,  on  obtient  la  dérivée  ou  les  fonc- 
tions primitives  de  la  fonction  en  prenant  la  série  des  dérivées  o.u  des 
fonctions  primitives.  (On  ne  s'occupera  pas  de  ce  qui  se  passe  aux 
extrémités  de  l'intervalle.) 

ExE.MPLES  :   Développements  en  série  de  >   ->    arc  tangjr, 

'  '  I  —  X      \  -\-  x^ 

L(i  —  x).  L •  —  Série  exponentielle,  série  du  binôme;  les  équa- 

i  -^  X 

tions  y  =: y  et  y' {i-i-  x)=^  my  permettent  de  déterminer  les  sommes 
de  ces  deux  séries.  —  Développements  en  série  de  a-^";  arcsin^r. 
Formules  de  Mac  Laurin  et  de  Taylor 

Développements  en  série  de  sin^r  et  de  cosa^. 

Application  de  la  formule  de  Taylor  à  l'étude  du  quotient  de  deux 
fonctions  de  x  dans  le  voisinage  d'une  valeur  donnée  de  x:  cas  où  les 
deux  fonctions  de  x  s'annulent  pour  cette  valeur.  —  Diverses  formes 
d'indétermination, 

Croissances  de  e-*"  et  L,r  comparées  à  celle  de  x"^.  Application  à  la 

recherche  de  la  limite  de  pour  x  infini  et  de  x"^\^x  pour  .r  =  o. 


—   XIX    — 

Fonctions  e-,  cos-,  sin  ;;  pour  ;;  complexe.  —  Kgalitcs  : 

Sinus  et  cosinus  hyperboliques,  leurs  relations  avec  le  sinus  et  le 
cosinus  ordinaires. 

Propriétés  générales  des  équations  algébriques.  —  Nombre  des 
racines  d'une  équation.  —  Relations  entre  les  coelficients  et  les  racines. 
—  Toute  fonction  rationnelle  et  symétrique  des  raciaes.  s'exprime 
rationnellement  en  l'onction  des  coefficients.  —  Elimination  d'une 
inconnue  entre  deux  équations   au  moyen  des   fonctions   symétriques. 

Propriétés  spéciales  des  équations  à  coefficients  réels.  —  Racines 
imaginaires  conjuguées.  —  Indications  que  fournissent  les  sign-es  des 
résultats  de  la  substitution  de  doux  nombres  réels. 

Conditions  pour  qu'une  équation  ait  des  racines  égales.  —  Recherche 
des  racines  commensurables. 

Théorème  de  Descartes. 

Infiniment  petits.  —  Infiniment  petits  équivalents.  —   Ordre  relatif 
•le  deux  infiniment  petits.  —  Valeur  principale.  —  Exemi)les. 
Différentielle  première  d'une  fonction  d'une  variable. 
Différentielle  totale  d'une  fonction _/(  a-, /•,  ..  .)  définie  par  la  formule 

<^f  =  f'x  dx  -+-/;.  dy-^-.... 

Transformation  de  cette  expression  lorsqu'on  remplace  x-,  jk>  •••  pai" 

«les  fonctions  d'autres  variables. 

Intégrales.  —  L'aire  d'un  segment  de  courbe  est  la  limite  de  la 
somme  des  rectangles  inscrits;  emploi  des  symboles 


j  f(x)dx,       j    /{x)dx. 


Valeur  moyenne  d'une  fonction  dans  un  intervalle.  —  Changement  de 
la  variable.  —  Intégration  par  parties. 

Décomposition  des  fractions  rationnelles  en  éléments  simples.  — 
ïntégralion  des  différentielles  rationnelles  en  x  et  de  celles  qui  s'y 
ramènent. 

Application  des  quadratures  à  la  rectification  des  courbes,  au  calcul 
d'un  volume  décomposé  en  tranches  par  des  plans  parallèles,  à  l'évalua- 
tion de  l'aire  d'une  surface  de  révolution  et  au  calcul  des  moments 
d'inertie  du  cylindre  de  révolution,  de  la  sphère,  et  du  parallélépipède 
par  rapport  à  leurs  axes  de  symétrie.  —  Aires  et  volumes  des  solides 
de  la  géométrie  élémentaire. 

Intégration  des  équations  difi'érentielles  du  premier  ordre  : 

1°  Dans  le  cas  où  les  variables  se  séparent  immédiatement: 
•î°  Dans  le  cas  où  l'équation  est  linéaire. 

Intégration  de  l'équation  différentielle  linéaire  du  second  ordre  à 
coefficients  constants  sans  second  membre;  cas  où  le  second  membre 
est  un  polynôme  ou  une  somme  d'exponentielles  de  la  forme  Ae"-' . 
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Résolution  numérique  des  équations  algébriques  ou  transcen- 
dantes. —  Méthode  d'appi'oximation  de  Newton  et  méthode  des  parties 
proportionnelles  établies  par  des  considérations  géométriques.  —  Exten- 
sion de  la  méthode  de  Newton  à  la  résolution  numérique  de  deux 
équations  simultanées  que  Ion  remplacera  par  deux  équations  linéaires 
approchées. 

Calcul  approché  d'une  intégrale  définie  par  la  méthode  des  trapèzes. 

//.  —  Tf-igononiétrie. 

Fonctions  circulaires.  —  Angles  correspondant  à  une  fonction  circu- 
laire. 

Théorème  des  projections. 

Relations  entre  les  fonctions  circulaires  d'un  même  angle.  —  Formules 
relatives  à  l'addition,  à  la  soustraction,  à  la  multiplication  et  à  la  divi- 
sion des  angles. 

Divisions  sexagésimale  et  centésimale  de  la  circonférence.  (On  fera 
usage  de  tables  trigonométriques  centésimales  à  cinq  décimales.) 

Résolution  des  triangles  rectilignes. 

Résolution  trigonométrique  de  l'équation  binôme. 

Formule  fondamentale  de  la  trigonométrie  sphérique. 

cosrt  =:  cos6  cosc  -H  sine  sine  cos A. 

\A  suivre.) 
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N»  6.  SUPPLÉMENT.  OcTonuE  1904. 


CHRONIQUE. 

Les  candidats  à  l'École  Polytechnique  sont  informés  que  le. 
programme  des  connaissances  exigées  pour  le  concours  d'admission  en 
1905  (Malliématiqnes,  Physique  eL  Cliimie  )  est  celui  de  la  classe  des 
Mathématiques  spéciales  des  lycées,  arrêté  le  26  juillet  1904  par  M.  le 
Ministre  de  l'Instruction  publique  et  des  Beaux-Arts,  et  inséré  au  nu- 
méro du  27  juillet  du  Journal  officiel  de  la  République  française. 


Programme  de  la  classe  de  Mathématiques  spéciales. 
{Extrait  du  «  Journal  officiel'  >^  du   1-  juillet   1904.) 

(  SUITE.) 

ITT.   —  Géométrie  analyticjue .    '  • 

1°  GÉOMÉTRIE  plam:.  —  Constructions  d'expressions  algébriques.  — 
Homogénéité. 

Coordonnées  rectilignes.  —  Représentation  d'une  ligne  par  une 
équation.  —  Formules  de  transformation  des  coordonnées  rectilignes. 
Ordre  d'une  courbe  algébrique.  Distance  de  deux  points. 

Ligne  droite.  —  Equation  de  la  ligne  droite.  Problèmes  simples 
relatifs  à  sa  détermination.  —  Formules  donnant  la  distance  d'un  point 
à  une  droite  et  la  tangente  de  l'angle  de  deux  droites,  en  supposant  les 
axes  rectangulaires.  Applications.  —  Notions  succinctes  sur  les  points 
"à  l'infini  au  moven  des  coordonnées  homogènes  et  sur  les  éléments 
imaginaires.  —  Relation  homographique  ;  relation  involutive;  rapport 
anharmonique  de  quatre  points  en  ligne  droite  et  de  quatre  droites 
appartenant  à  un  même  faisceau  linéaire. 

Cercle.  —  Lieux  géométriques. 

Courbes  dont  l'équation  est  résolue  ou  résoluble  par  rapport  à 
l'une  des  coordonnées.  Tracé.  —  Equation  de  la  tangente  en  un 
point;  sous-tangente.  —  Normale;  sous-normale.  —  Concavité;  con- 
vexité; points  d'inflexion.  —  Asymptotes.  —  Application  à  des  exemples 
simples  et  en  particulier  à  des  coniques  et  à  des  courbes  dont  l'équation 
est  du  second  degré  par  rapport  à  l'une  des  coordonnées. 

Courbes  définies  par  l'expression  des  coordonnées  d'un  de  leurs 
points  en  fonction   d'un  paramètre,  —  Tracé.  —  Exemples   numé- 
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piques.  —  Les  courbes  du  second  ordre  et  celles  du  troisième  ordre  à 
point  double  sont  unicursales. 

Courbes  définies  par  une  équation  implicite.  —  Equation  de  la 
tangente  et  de  la  normale  en  un  point. —  Tangentes  à  l'origine  dans  le 
cas  où  l'origine  est  un  point  simple  ou  un  point  double.  Recherche  des 
asymptotes  sur  des  exemples  numériques  de  courbes  du  second  et  du 
troisième  ordre. 

Courbure.  Enveloppes.  Développées.  —  Intersection  d'une  courbe 
algébrique  donnée,  définie  par  une  équation  entière  et  homogène  : 
fi X,  y,  z)  ^=  o,  avec  une  droite  arbitraire  menée  par  un  point  quel- 
conque donné  sur  cette  courbe;  point  simple;  tangente  en  ce  point.  Cas 
particulier  où  le  point  est  rejeté  à  l'infini  ;  asymptote  définie  comme 
tangente  à  la  courbe  en  ce  point. 

Courbes  du  second  ordre.  —  Division  en  trois  genres  d'après  la 
nature  des  points  à  l'infini;  asymptotes.  —  Établir  les  ditTérentes  formes 
léduites  que  peut  prendre  l'équation  d'une  conique  en  appliquant  la 
méthode  de  décomposition  en  carrés  à  des  exemples  numériques;  figu- 
rations géométriques  correspondantes.  —  Condition  pour  que  deux 
points  soient  conjugués  par  rapport  à  une  conique;  polaire  d'un  point. 

—  Condition  pour  que  deux    droites  soient  conjuguées;   pôle  d'une 
droite. 

Centres;  dianiètres;  directions  conjuguées;  diamètres  conjugués.  — 
Directions  principales  et  axes  de  symétrie  en  supposant  les  coordon- 
nées rectangulaires.  —  Recherche  des  formes  réduites;  calcul  des  coef- 
ficients des  formes  réduites  dans  le  cas  où  les  coordonnées  sont 
rectangulaires. 

Foyers  d'une  courbe  du  second  ordre.  —  Directrices.  — Excentricité. 

—  Paramètre.  —  Recherche  des  foyers  et  des  directrices  sur  les  équa- 
tions réduites  en  coordonnées  rectangulaires. 

Équation  trinôme  :  y^  =^  ipx-\-qx-.,  commune  aux  trois  courbes  du 
second  ordre. 

Étude  des  courbes  du  second  ordre  sur  les  équations  réduites.  — 
Intersection  avec  une  droite;  condition  de  contact;  problèmes  simples 
relatifs  aux  tangentes.  —  Propriétés  focales  et  tracés  qui  en  résultent; 
tangente  et  normale.—  Questions  relatives  à  l'ellipse  et  à  l'hyperbole; 
diamètres;  cordes  supplémentaires;  diamètres  conjugués;  théorèmes 
d'Apollonius.  Tracés  spéciaux  pour  l'ellipse  considérée  comme  projec- 
tion orthogonale  du  cercle.  —  Propriétés  spéciales  de  l'hyperbole  rela- 
tivement aux  asymptotes.  —  Propriétés  spéciales  de  la  parabole 
relativement  aux  diamètres,  à  la  sous-tangente  et  à  la  sous-normale. 

HoMOTiiÉTiE  :  Rapport  anharnionique  de  quatre  points  ou  de 
quatre  tangentes  sur  une  conique.  —  Divisions  bomographiques  et 
divisions  en  iavolution  sur  une  conique. 

Deux  coniques  ont,  en  général,  quatre  points  communs  réels  ou  ima- 
ginaires à  distance  finie  ou  infinie.  —  Notions  succinctes  sur  les  conique<* 
appartenant   au   faisceau    linéaire   ponctuel   défini  par  deux   coniques 
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données;  les  coniques  <le  ce  faisceau  découpent  sur  une  droilc  quel- 
conque deu\  divisions  en  involution. 

Coordonnées  polaires.  —  Leur  transformation  en  coordonm'-cs 
reclilignes. 

Equation  de  la  ligue  droite. 

Construction  des  courbes;  tangentes.  —  Asymptotes.  —  Applications 
(on  se  bornera  au  cas  où  l'équation  est  résolue  par  rapport  au  ravon 
vecteur).  —  Cas  des  coniques. 

■1°  GÉo-MÉTRiE  DANS  LESPACE  :  Coordonnées  rectilignes.  —  Repré- 
sentation d'une  surface  par  une  équation;  représentation  d'une  ligne  par 
deux  équations  simultanées.  —  Formule  qui  donne  le  cosinus  de 
l'angle  de  deux  directions  en  supposant  les  coordonnées  rectangulaires. 

—  Formules  de  transformation  des  coordonnées  rectilignes;  formules 
d'Euler,  —  Ordre  d'une  surface  algébrique.  —  Distance  de  deux  points. 

Ligne  droite  et  plan. —  Equation  du  plan;   équations  de  la  droite. 

—  Problèmes  simples  relatifs  à  leur  détermination  et  à  leurs  intersec- 
tions. 

Formules  donnant  le  cosinus  de  l'angle  de  deux  droites  ou  de  deux 
plans;  la  distance  d'un  point  à  un  plan,  d'un  point  à  une  droite  et  la 
plus  courte  distance  de  deux  droites,  en  supposant  les  axes  rectangu- 
laires. —  Applications.  —  Notions  succinctes  sur  les  points  à  l'infini  à 
l'aide  des  coordonnées  homogènes  et  sur  les  éléments  imaginaires.  — 
Rapport  anharmonique  de  quatre  plans  appartenant  à  un  même  fais- 
ceau linéaire. 

Splière.  —  (Coordonnées  rectangulaires.) 

Courbes  gauches.  —  Tangente.  —  Plan  osculateur.  —  Courbure.  — 
Applications  à  l'hélice  circulaire. 

Surfaces  en  général.  —  Plan  tangent;  normale.  Marche  à  suivre 
pour  trouver  l'équation  d'une  surface  définie  géométriquement.  Appli- 
cation aux  cylindres,  aux  cônes  et  aux  surfaces  de  révolution. 

Surfaces  du  second  ordre.  —  Intersection  d'une  surface  du  second 
ordre  donnée  avec  une  droite  arbitraire  menée  par  un  point  quelconque 
donné  sur  cette  surface;  point  simple;  plan  tangent  en  ce  point;  son 
intersection  avec  la  surface.  —  Cas  où  le  point  est  à  l'infini;  plan 
asymptote  défini  comme  plan  tangent  en  ce  point.  —  Classification  des 
surfaces  du  second  ordre  d'après  la  nature  des  points  à  l'infini. 

Conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  qu'une  surface  du  second 
ordre  possède  un  ou  plusieurs  points  doubles  à  distance  finie  ou  infinie. 

Etablir  les  diflerentes  formes  réduites  que  peut  prendre  l'équation 
d'une  surface  du  second  degré  en  appliquant  la  méthode  de  décompo- 
sition en  carrés  à  des  exemples  numériques;  formes  géométriques  des 
surfaces  correspondantes.  —  Condition  pour  que  deux  points  soient 
conjugués  par  rapporta  une  surface  du  second  ordre;  plan  polaire  d'un 
point.  —  Condition  pour  que  deux  plans  soient  conjugués;  pôle  d'un 
plan.  —  Droites  conjuguées.  —  Centres;   plans  diamétraux;  directions 


conjuguées;  diamètres,  diamètres  conjugués.  (Toutes  les  discussions 
relatives  à  la  distribution  des  plans  asymptotes,  des  centres,  des  plans 
diamétraux  et  des  diamètres  seront  faites  sur  les  formes  réduites.) 

Démontrer  que  dans  toute  surface  du  second  ordre  il  existe  au  moins 
trois  directions  conjuguées  rectangulaires  (en  coordonnées  rectangu- 
laires); calcul  des  coefficients  des  carrés  des  variables  lorsqu'on  prend 
des  axes  parallèles  à  ces  directions;  calcul  des  autres  coefficients  des 
formes  réduites  par  la  translation  de  ces  axes. 

HoMOTUÉTiE  :  Étude  des  surfaces  du  second  ordre  sur  les  équations 
réduites.  —  Condition  de  contact  d'un  plan  avec  la  surface;  problèmes 
simples  relatifs  aux  plans  tangents.  —  Normale.  —  Propriétés  des  dia- 
mètres conjugués;  théorèmes  d'Apollonius  pour  l'ellipsoïde  et  lc> 
hvperboloïdes.  —  Sections  circulaires.  —  Génératrices  rectilignes.  — 
Les  surfaces  du  second  ordre  sont  unicursales. 

Variation  de  la  courbure  des  sections  normales  en  un  point 
simple  d'une  sur/ace  (on  supposera  le  point  à  l'origine  et  la  surface 
tangente  au  plan  xOy).  —  Indicatrice.  —  Courbure  d'une  section 
plane  quelconque  au  même  point.  —  Théorème  de  Aleusnier.  —  Sur- 
faces convexes,  surfaces  à  courbures  opposées  en  un  point. 

(A  suivre.) 


Sadi  Carnot  (Nicolas-Léonard),  fils  aine  de  Lazare  Garnot,  est  né 
le  i*""  juin  1796  et  a  été  enlevé  à  la  Science  dans  le  plein  exercice  de  ses 
puissantes  facultés.  Il  avait  30  ans  quand  il  succomba  à  une  atteinte  de 
l'épidémie  cholérique  de  i832. 

Fondateur  de  la  Théorie  mécanique  de  la  chaleur,  son  Mémoire 
aujourd'luii  si  célèbre,  intitulé  Ré Jlexions  sur  la  puissance  motrice  du 
feu,  était  à  peine  connu  quand  il  est  mort.  Dans  cette  œuvre,  qui  remonte 
à  1824,  c'est-à-dire  à  une  époque  où  rien  dans  le  passé  ne  permettait  de 
pressentir  l'avènement  d'une  science  nouvelle,  Sadi  Carnot  a,  en  moins 
de  60  pages,  établi  et  développé  ce  que  nous  appelons  aujourd'hui  le 
second  principe  de  la  Thermodynamique  ou  principe  de  Carnot. 
Quant  au  premier,  celui  de  la  conservation  de  l'énergie,  il  l'a  connu  aussi 
avant  la  fin  de  sa  vie.  Ses  papiers  posthumes,  publiés  en  1878,  nous  l'ont 
appris,  trop  tard  malheureusement  pour  lui  en  laisser  la  gloire  exclusive 
devant  la  postérité. 
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CHRONIQUE. 

Programme  de  la  classe  de  Mathématiques  spéciales. 

{Extrait  du  «  Journal  officiel  »   du  27  Juillet   1904.) 

(suite    et    FIN.I 

IV.  —  Mécanique. 

GlxÉ.MATiQUE  DU  POINT.  —  Mouvement  recliligiie  d'an  point.  —  Rela- 
tivité du  mouvement.  —  Vitesse,  accélération.  —  Mouvement  uniforme, 
uniformément  varié,  vibratoire  simple. 

Mouvement  curviligne.  —  Vitesse.  —  Hodographe.  —  ^  ecteur  accé- 
lération. 

Accélérations  tangentielle  et  centripète.  —  Diagrammes  des  espaces, 
des  vitesses,  des  accélérations  tangentielles. 

Mouvement  rapporté  à  des  axes  de  coordonnées  rectangulaires  ou 
obliques  et  à  des  coordonnées  semi-polaires. 

Cinématique  d'un  système  invariable.  —  Translation.  —  Rotation 
autour  dun  axe  fixe.  —  Movivemenl  liélicoïdai. 

Changement  du  système  de  comparaison.  —  Composition  des 
vitesses;  composition  des  accélérations  bornée  au  cas  où  le  mouvement 
du  système  de  comparaison  est  un  mouvemeut  de  translation. 

Dvxamioue  :  I.  Point  matériel  libre.  —  Principe  de  l'inertie.  — 
Définition  de  la  force  et  de  la  niasse  (•).  —  Relation  entre  la  masse  et 
le  poids.  —  Invariabilité  de  la  masse.  —  Unités  fondamentales.  — 
Unités  dérivées.  —  Mouvement  d'un  point  sous  l'action  d'une  force 
constante  en  grandeur  et  en  direction  ou  sous  l'action  dune  forme 
issue  d'un  centre  fixe  :  1°  proportionnelle  à  la  distance;  2°  en  raison 
inverse  du  carré  de  la  distance. 

Composition  des  forces  appliquées  à  un  point  matériel  ("-). 


(')  On  admettra  qu'une  force  appliquée  à  un  point  matériel  est  égale  géo- 
métriquement au  produit  de  la  masse  du  point  par  l'accélération  qu'elle  lui 
imprime 

(-)  On  admettra  que,  si  plusieurs  forces  agissent  sur  un  point,  l'accélération 
qu'elles  lui  impriment  est  la  somme  géométrique  des  accélérations  que  chacune 
d'elles  lui  imprimerait  si  elle  agissait  seule. 
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Travail  d'une  force,  travail  de  la  résultante  de  plusieurs  forces,  tra- 
vail d'une  force  pour  un  déplacement  résultant.  —  Théorème  de  la 
force  vive.  —  Surfaces  de  niveau.  —  Champs  et  lignes  de  force.  — 
Énergie  cinétique  et  énergie  potentielle  d'un  point  placé  dans  un  champ 
de  force. 

II.  Point  matériel  non  libre.  —  Mouvement  d'un  point  pesant  sur 
un  plan  incliné  avec  et  sans  frottement,  la  vitesse  initiale  étant  dirigée 
suivant  une  ligne  de  plus  grande  pente.  —  Pression  totale  sur  le  plan; 
réaction  du  plan.  —  Petites  oscillations  d'un  pendule  simple  sans  frot- 
tement; isochronisme. 

Homogénéité.  —  Dimensions  d'une  vitesse,  d'une  accélération,  d'une 
force,  d'un  travail,  d'une  quantité  de  mouvement,  d'une  force  vive. 

Statique  :  Statique  du  point.  —  Equilibre  d'un  point  matériel  libre, 
d'un  point  matériel  assujetti  à  rester  sur  une  courbe  fixe  ou  sur  une 
surface  fixe,  avec  ou  sans  frottement. 

Moments.  —  Moment  vectoriel  par  rapport  à  un  point.  —  Moment 
pai-  rapport  à  un  axe. 

Statique  des  systèmes  de  points  matériels.  —  Démontrer  qu'il  existe 
six  conditions  nécessaires  d'équilibre  indépendantes  des  forces  iaté- 
rieures.  —  Démontrer  que,  pour  les  systèmes  invariables,  ces  six  con- 
ditions sont  suffisantes.  Cas  particuliers. 

Équivalence  de  deux  systèmes  de  forces  appliquées  à  un  corps  solide. 
—  Application  à  la  réduction  d'un  système  de  forces.  —  Composition 
des  couples.  —  Centre  des  forces  parallèles;  centre  de  gravité;  moments 
des  forces  parallèles  par  rapport  à  un  plan. 

Équilibre  d'un  solide  invariable  qui  n'est  pas  libre.  —  Cas  d'un  point 
fixe,  d'un  axe  fixe  avec  ou  sans  glissement  le  long  de  cet  axe,  de  un. 
deux  ou  trois  points  de  contact  avec  un  plan  fixe.  —  Réactions. 

Machines  simples.  —  Levier,  poulie  fixe  avec  ou  sans  frottement; 
bascule,  treuil,  cabestan,  poulie  mobile,  moutle  sans  frottement. 

Vérifier  sur  chacune  de  ces  machines  aue,  pour  un  déplacement  élé- 
mentaire à  partir  d'une  position  d'équilibre,  la  somme  algébrique  des 
travaux  élémentaires  de  la  puissance  et  de  la  résistance  est  nulle,  si  l'on 
fait  abstraction  du  frottement. 


V.  —  Géométrie  descriptive. 

Problèmes  sur  la  droite  et  le  plan. 

Représentation  et  intersection  de  prismes  et  de  pyramides. 

Sphère.  —  Section  plane.  —  Intersection  avec  une  droite.  —  Plan 
tangent;  cône  circonscrit;  ombres. 

Résolution  des  trièdres. 

Cônes  et  cylindres.  —  Plans  tangents;  contours  appai'ents  et  ombres, 
—  Intersection  avec  une  droite.  —  Sections  planes,  -^  Développement. 
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Surfaces  de  révolution.  —  IMans  taiif^cnls;  coiiloins  ii|>|iar(Mits  el 
ombres.  —  Sections  planes.  —  Inleiseclion  avec  une  droite. 

Surfaces  réglées  du  second  ordre.  —  Ilyper!)oloï(le  de  i('volution 
el  paral)(d(»ïde  hypeiholitjiie.  —  Mode  de  génération.  —  Intersection  avec 
une  droite. 

Plans  tangents;  contours  apparents  et  ombres.  —  Sections  planes. 

Intersections  de  surfaces.  —  I)eii\  cônes  ou  cylindres,  cône  on  cy- 
lindie,  et  surface  de  révolution;  deux  surfaces  de  révolution  dont  les 
axes  sont  dans  un  même  plan. 

Projections  cotées.  —  Problèmes  sur  la  droite  et  le  plan.  —  Surfaces 
topographiques  —  Lignes  de  niveau  et  de  plus  grande  pente;  ligne  d'é- 
gale pente;  sommet;  fond;  col;  ligne  de  faîte;  ligne  de  thalweg. 

Sections  planes;  profils;  intersection  avec  une  droite.  Intersection  de 
<leux  surfaces 

Applications  de  géométrie  projective.  (Prog.  de  math.  I.) 

Plan  du  tableau.  —  Perspective  d'un  point,  d'une  droite,  d'une  ligne. 

Rapport  anharinonique  de  quatre  points  en  ligne  droite.  —  Sa  con- 
servation par  projections.  —  Rapport  harmonique. 

Poiat  de  fuite  d'une  droite.  —  Perspective  de  deux  droites  parallèles. 
—  Ligne  de  fuite  d'un  plan.  —  Conception  de  la  droite  de  l'infini  d'un 
plan. 

Nota.  —  Le  professeur  de  géométrie  descriptive  devra  se  serAir  des 
notions  de  géométrie  projective  qui  figurent  au  programme  de  géométrie 
analytique. 


Médaille  Guccia. 


A  l'occasion  du  W^  Congrès  international  des  Mathématiciens,  qui 
se  tiendra  à  Rome  en  l'année  1908,  le  Circolo  Matematico  di Palermo 
décernera  un  prix  international  de  Géométrie.  Ce  prix,  qui  sera  appelé 
Médaille  Guccia  (du  nom  de  son  fondateur),  consistera  en  une  petite 
médaille  portative  en  or  et  une  somme  de  Sooo*^'. 

On  sait  que,  depuis  les  travaux  auxquels  a  donné  lieu  le  Prix  Steiner 
décerné  en  r88>,  la  théorie  des  courbes  gauches  algébriques  a  été  plu- 
tôt délaissée,  et  que  même  les  grands  progrés  de  la  Géométrie  moderne, 
obtenus  par  les  méthodes  synthétiques,  ou  algébriques,  ou  fonction- 
nelles, ont  laissé  de  coté  cette  théorie;  de  sorte  que  les  questions  fon- 
«lamentales,  que  l'on  avait  abordées  dans  les  travaux  cités,  et  d'autres 
([uestions  encore  qu'on  pourrait  se  poser,  n'ont  pas  fait  l'objet  de  tra- 
vaux ultérieurs.  Si  d'ailleurs  on  passe  de  l'espace  ordinaire  aux  espaces 
supérieurs,  on   rencontre   pour  les  courbes  algébriques  (en  particulier 
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pour  leur  classification,  pour  l'étude  des  courbes  canoniques  de  genre 
donné,  etc.)  une  foule  de  questions  importantes  dont  personne  encore 
ne  s'est  occupé.  D'autre  part,  l'on  connaît  bien  peu  de  propositions  sur 
les  courbes  gauches  algébriques  obtenues  en  se  limitant  au  champ  réel, 
ou  bien  à  un  champ  rationnel  donné. 

C'est  en  s'inspirant  de  ces  considérations  (mais  sans  vouloir  d'ailleurs 
limiter  d'avance,  en  aucune  manière,  les  problèmes  et  les  méthodes  de 
recherche)  que  le  Circolo  Matetnatico  di  Palernio,  conformément  aux 
intentions  du  fondateur  du  prix,  décernera  la  Médaille  Guccia  à  un 
Mémoire  qui  fera  faire  un  progrès  essentiel  à  la  Théorie  des 
courbes  gauches  algébriques. 

Dans  le  cas  où,  parmi  les  travaux  envoyés  au  concours,  aucun  Mé- 
moire relatif  à  la  Théorie  ci-dessus  ne  serait  trouvé  digne  du  prix, 
celui-ci  pourrait  être  adjugé  à  un  Mémoire  qui  fera  faire  un  pro- 
grès essentiel  à  la  Théorie  des  su/faces,  ou  autres  variétés,  algé- 
briques. 

Los  Mémoires  destinés  au  concours 'devront  être  :  inédits,  rédigés  en 
italien,  ou  français,  allemand,  anglais,  et  écrits  (sauf  les  formules;  avec 
la  machine  à  écrire.  Munis  dune  épigraphe,  ils  devront  parvenir,  en  trois 
exemplaires,  au  Président  du  Circolo  Matematico  di  Palermo  avant 
le  i"^  juillet  1907,  accompagnés  d'un  pli  cacheté  contenant  sur  l'enve- 
loppe l'épigraphe  adoptée  et  à  l'intérieur  le  nom  et  l'adresse  de  l'auteur. 
Le  Mémoire  couronné  sera  inséré  dans  les  Rendiconti,  ou  autre  publi- 
cation, du  Circolo  Matematico  di  Palermo.  L'auteur  en  recevra 
■200  tirages  à  part. 

Dans  le  cas  où  aucun  des  Mémoires  présentés  au  concours  ne  serait 
trouvé  digne  du  prix,  celui-ci  pourra  être  adjugé  à  un  Mémoire,  sur  les 
Théories  ci-dessus,  qui  aura  été  publié  après  la  publication  de  ce  pro- 
gramme et  avant  le  i*"^  juillet  1907. 

Le  prix  sera  décerné  par  le  Circolo  Matematico  di  Palermo  con- 
formément à  la  décision  d'une  Commission  internationale  de  trois 
membres,  composée  de  : 

MM.  Max  Nœther,  Professeur  à  l'Université  d'Erlangen; 
Henri  Poincaré,  Professeur  à  l'Université  de  Paris; 
CoRRADO  Segre,   Professeur  à  l'Université  de  Turin. 

La  lecture  du  rapport  de  la  Commission,  ainsi  que  la  proclamation 
du  nom  du  savant  couronné  et  l'attribution  du  prix,  auront  lieu  à 
Rome,  en  1908,  dans  une  des  séances  du  IV*^  Congrès  international  des 
Mathématiciens. 

Palerme,  le  i'"'  novembre  1904. 

Le  Président  du  Circolo  Matematico  di  Palermo, 
M.-L.  Albeggiaxi. 
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